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AVERTISSEMENT 


La  G^mëtrie  analytique  s*est  considérablement  perfectionnée  par 
l'emploi  de  Douveaux  systèmes  de  coordonnées,  où  l'on  représeote  un 
point  par  ses  distances  il  trois  droites  fixes,  et  où  l'on  détermine  la 
position  d'une  droite  qui  roule  sur  une  courbe  par  ses  distances  ù  trois 
pointe  fixes  :  de  là  dérirent  les  coordonnées  trilatères  ponctuelles  et 
tangentielles.  Je  me  suis  efforcé,  dans  ce  cours,  de  faire  ressortir  les 
avantages  que  présentent  les  nouvelles  coordonnées  dans  les  questions 
où  l'on  doit  considérer  des  points  ou  des  droites  à  l'infini,  et,  en  général, 
dans  l'étude  des  propriétés  descriptives  des  figures  où  le  système  des 
coordonnées  cartésiennes  ne  répond  que  difficilement  au  but  que  l'on 
veut  atteindre. 

Après  avoir  traité  les  différents  problèmes  sur  la  ligne  droite  suivant 
les  coordonnées  de  Descartes,  j'ai  défini  les  coordonnées  nouvelles  pour 
les  appliquer  à  la  solution  des  mêmes  questions  afin  d'habituer  les  élèves, 
dès  le  commeDcement,  au  nouveau  mode  de  représentation  du  point  et 
de  la  droite.  De  même,  dans  l'étude  du  cercle,  dans  la  discussion  de 
l'équation  générale  du  second  degré,  j'ai  foit  marcber  cùte  &  cdte  les 
différents  systèmes  de  coordonnées,  et  indiqué  les  équations  du  cercle  et 
des  lignes  du  second  ordre  suivant  le  choix  des  axes  et  la  position  du 
triangle  de  référence.  Les  propriétés  spéciales  &  chacune  des  courbes  du 
second  ordre  sont  développées  suffisamment,  si  l'on  tient  compte  des 
nombreux  exercices  qui  les  accompagnent.  De  plus,  on  trouvera,  dans  un 
chapitre  spécial,  ua  choix  de  propriétés  des  coniques  il  démontrer  et  un 
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eDBcmble  de  lieux  géométriques  i  déterminer  ;  plusieurs  de  ces  ques- 
tions ont  été  proposées  dans  les  concours  d'admission  aux  écoles  fran- 
çaises. Les  diverses  méthodes  analytiques  employées  dans  l'étude  des 
propriétés  générales  des  coniques  ont  été  exposées  ayec  assez  de  déve- 
loppements ;  les  jeunes  gens  auront  l'occasion  d'y  rencontrer  une  analyse 
n'esigeant  aucun  effort  de  calcul,  et  dont  le  tangage  est  d'une  fécondité 
inépuisable.  Nous  avons  laissé,  à  dessein,  l'étude  des  courbes  transcen- 
dantes ;  leur  théorie,  encore  bien  imparfaite,  dépend  plus  directement 
du  calcul  infinitésimal.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des  lignes  algébriques  :  les 
progrés  récents  de  l'algèbre  ont  fait  de  leur  étude  une  des  parties  les 
plus  élégantes  de  la  géométrie  analytique.-  Aussi,  dans  cette  édition,  nous 
avons  cru  utile  d'introduire  un  dernier  chapitre  sur  ces  courbes  où  sont 
exposés  quelques  belles  propriétés  générales  el  les  principes  des  trans- 
formations uniformes  dont  on  s'est  tant  occupé  dans  ces  derniers  temps. 
On  y  trouvera  aussi  plusieurs  améliorations  importantes  :  nous  signale- 
rons, en  particulier,  la  partie  de  l'iotroduclion  qui  renferme  quelques 
notions  d'algèbre  moderne,  la  théorie  de  l'homographie,  celle  des  foyers 
dans  les  coniques,  la  question  de  l'intersection  de  deux  courbes  du  second 
ordre,  etc. 

Parmi  les  ouvrages  quej'ai  consultés,  je  citerai  spécialement:  TriUnear 
coordinates,  an  dementary  (reolùe  de  M.  Whitworth  ;  la  jéomélrM  de 
dinctian  de  H.  P.  Serret  ;  les  traités  de  H.  Salmon  ;  Ut  leçons  sur  la 
géométrie  de  A.  Gebsch  ;  les  nombreux  travaux  de  M.  Hesse,  de  M.  Pain- 
vin  etc.  Guidé  par  ces  ouvrages  remarquables,  j'ai  voulu  condenser  dans 
un  ordre  méthodique,  avec  de  nombreux  exemples  intercalés  dans  le 
texte,  les  principes  et  les  formules  indispensables  aux  jeunes  gens  qui 
désirent  s'initier  aux  progrès  de  la  nouvelle  géométrie  analytique. 

Jos.  Carnov. 

Loaviin,  le  10  Aont  1888. 
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NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 


%    1.    PRINCIPE    DES    SIGNES. 

1.  Considérons  le  système  de  trois  points  A,  M,  B  en  ligne  droite  : 
les  distances  AH,  AB,  et  MB  comptées  A  partir  des  points  A  et  H  en  allant 
vers  la  droite  sont  liées  par  la  relation 

(i)  AB  =  AH-t-H». 

Cette  équation  et  toutes  celles  qui  peuvent  s'en  déduire  tellee  que 
(a)       AH  =  AB  —  Hfi,  ÂB'  =  ÂM*  +  MB*  +  2AH  ■  MB,  etc. 

ont  évidemment  lieu  pour  une  position 
quelconque  du  point  M  entre  A  et  B. 

Supposons  que  le  point  H  (2)  soit  situé 
au-delà  du  point  B  :  on  a,  dans  ce  cas, 
entre  les  mêmes  distances,  l'égalité 

(2)  AB  =  AM  —  MB.  Fig. ,. 
Bnfin,  si  le  point  H  (3)  est  à  gauche  du  point  A,  il  vient 

(3)  AB=MB— AM. 

l*s  relations  (2)  et  (3)  ne  diffèrent  de  la  relation  (i)  que  par  le  signe 
des  distances  MB  et  AH,  qui,  pour  la  position  (2)  et  (3)  du  point  H,  sont 
parcourues  dans  un  sens  contraire  au  sens  primitil;  d'ailleurs,  il  est 
évident  que  toutes  les  équations  (a)  qui  proviennent  de  la  relation  ^i) 


D,gnz.dbvC0Ôgle 


seront  vraies,  daos  le  second  et  le  troisième  cas,  par  le  changement  du 
signe  des  mêmes  distances  ;  donc  pour  qu'une  relaiion  etUre  Us  distanas 
de  trois  poinU  en  li^e  droite  soU  appUcabU  à  une  posùion  quelconque 
de  cet  points,  il  faut  attrAuer  le  ligne  -\-  ouït  signe  —  aux  dislanets 
suivant  ifu'etles  sont  parcourues  dans  vn  sens  ou  en  sens  contraire  à 
partir  dt  ces  point*. 

%.  En  vertu  de  la  règle  précédente,  un  segment  ÂB  est  positif  ou 
négatif  suivant  l'extrémité  à  partir  de  laquelle  il  est  parcouru,  et  on  a 
toujours 

AB  =  — M. 
L'équation  (i)  peut  donc  s'écrire 

AH  +  HB  +  BAi=o. 
Noue  allons  voir  que  cette  relation  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de 
points  en  ligne  droite.  En  effet,  supposons  qu'elle  soit  vraie  pour  n  —  i 
points  A,  B,  C, ....  L,  H  :  on  aura 

AB  +  BC  +  CDH hI'M  +  MA=o. 

Soit  N  un  nouveau  point  ;  le  système  des  trois  points,  A,  M,  N  donne 
lieu  ï  l'égalité 

AM  +  HN  +  NA  =  o; 
or,  si  on  ajoute  ces  deux  équations  membre  à  membre,  en  remarquant 
que  AH  ^  —  HA,  il  vient 

AB  +  BC  +  CDH hLM  +  MN  +  NA  =  o. 

Donc,  si  le  théorème  est  vrai  pour  n  —  i  points,  il  l'est  aussi  pour 
n  points,  et  comme  il  a  lieu  pour  le  système  de  trois  points,  il  aura  lieu 
pour  le  syslime  de  quatre  points,  etc. 

S.  Prenons,  sur  les  droites  de  la  figure,  un  point  fixe  0  et  désignons 
par  a,  b,  X  les  distances  de  ce  point  aux  trois  autres  A,  B,  H,  de  telle 
sorte  que  a  =  OA,  6  =  OB,  x  :=  OH.  On  aura 
AB  =  OB  — OA=fc— a,AM=OM  — OA=i— a,MB=OB— 0M=6— I, 
et,  en  substituant  dans  la  relation  (i),  il  vient 

(i')  b  —  a^=x  —  0  +  ^  —  'ï- 
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Dam  le  eu  de  la  droite  (2)  où  le  poiat  H  est  au-delà  du  point  B,  on  > 
AB  =  AH  — MB; 
mais  AH  ^  X  —  a,  HB  =:  OH  —  OB  ^s  x  ^  b,  et  par  conséquent,  l'ëqua- 
tien  préeëdenle  devient 

6  —  a  =x  —-a  —  (x  —  6), 
ou  bien 

6  —  a=x  —  tt  +  b  —  X. 
Lorsque  le  point  M  se  trouve  entre  le  point  fixe  0  et  le  p«)int  A,  on  a 
IVgaUté 

AB  =  —  AM  +  MB, 
et  comme  AH  =  a  —  x,  HB  =  b  —  x,  on  a 

6  —  o  =  —  (o  —  x)+fc  —  * 
on 

h  —  a=x  —  a-\-b~-x. 
Ainsi,  une  relation  entre  tes  distances  des  pointe  A,  M,  B  i  on  poini 
fixe  O  ne  change  pas  aussi  longtemps  que  l'un  d'eux  se  déplace  pour 
oecuper  une  position  quelconque  ii  droite  du  point  fixe. 

Enfin,  supposons  (fig.  6)  que  le  point  H  soit  situé  à  gauche  du  point  0; 
les  distances  AB,  AH  et  MB  sont  liées  par  l'équation 

AB  =  — AH  +  MB; 
mais  AH  =  x-^a,  HB  =  x-{'b;  en  substituant,  il  vient 
(a')  6  —  0  =  —  X  —  a  +  b-\-x. 

On  voit,  par  la  comparaison  des  équations  (i')  et  (2')  que  l'on  passe  do 
la  première  à  la  seconde  en  changeant  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 
X  en  —  ^^^^^^^^^^^^^^^^1 

on  suppose   que  le  nombre  de  ^^^^^^H^HJJ^HHI^^I 
points  soit  quelconque,  on  peut  énoncer  '''*■  *- 

cette  règle  :  Une  relation  entre  Us  distances  d'un  système  de  points  d'une 
droite  d  un  même  point  fixe  de  cette  droite  sera  applicable  à  tme  position 
quelconque  de  cet  points,  si  on  donne  le  signe  +  aux  distances  des  point» 
tiiués  d  droite  du  point  fixe,  tt  U  signe  —  aux  distances  des  points  situit 
d  gauche. 

Les  distances  OA,  OH,  OB....  se  nomment  abdsses  des  points  A,  M, 
&.„.  par  rapport  au  point  fixe  0  appelé  origine.  On  doit  regarder  l'ibcisse 
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(fon  point  comme  une  grandeur  algébrique  dont  la  valeur  absolue  indique 
la  distance  de  ce  point  à  l'origine,  et  dont  le  signe  fait  coanaltre  de  quel 
cAtë  le  point  se  trouve  par  rapport  à  la  mime  origine. 

§    2.    DBS    PROJECTIONS. 

4.  La  projection  orthogonale  d'un  point  sur  une  droite  est  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  cette  droite. 

Soient  btb  une  droite  indéfinie,  et  AB  une  droite  de  longueur  donnée  ; 
abaissons  des  extrémités  A  et  B  des 
perpendieul aires  sur  6i6;  la  distance 
afr  comprise  entre  les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires est  la  projection  orthogo- 
nale de  la  longueur  AB  sur  l'axe. 

Cette  projection  ab  varie  en  grandeur 
et  en  direction  suivant  l'inclinaison  de 
Fig. ,.  la  droite  AB  sur  l'axe.  Supposons  que 

la  longueur  AB  tourne  autour  du  point  A  pour  venir  se  placer  en  ABi 
perpendiculairement  à  l'axe  :  la  projection  ab  diminue  et  se  réduit  ù  un 
point  pour  la  position  ABi;  mais  elle  est  toujours  dirigée  vers  la  droite 
par  rapport  au  pointa.  Si  la  droite  continue  de  tourner  autour  du  point  A, 
la  projection  tombe  k  gauche  de  a,  et,  dans  la  position  ABi,  elle  a  pour 
longueur  abs.  Afin  de  généraliser  les  formules,  nous  regarderons  la  pro- 
jection d'une  droite  AB  sur  un  axe  comme  une  grandeur  algébrique  posi- 
tive, si,  en  parcourant  la  droite  de  A  vers  B,  la  projection  est  dirigée  i 
droite  du  point  a,  et  négative,  si  elle  tombe  à  gauche  du  même  point. 

S.  La  projection  orthogonale  d'une  droite  sur  un  axe  rat  égale  en 
grandeur  et  en  signe  au  produit  de  la  longueur  de  cette  droite  par  le 
coêinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe. 

Considéi'ODS  la  droite  AB  (fig.  c)  ;  menons  par  le  point  A  une  parallèle  h 
l'axe,  et  soient  AB  ^  a,  ab='p,  angle  BAC  =:  a.  Le  triangle  BAC  donne 

AC  =  a6  =  AB  cos  BAC, 
ou  bien 

(i)  p  =  acosa. 

Aussi  longtemps  que  la  droite  AB  fait  un  angle  aigu  avec  l'axO)  la 
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projection  est  positive  et  ^|{;al  à  acosa.  Supposons  que  la  droite  AB 
occupe  la  position  ABj ,  et  que  l'angle  BiAC  soit  égal  à  l'angle  BAC  ;  la 
valeur  absolue  de  la  projection  est  encore  acosa;  mais  ici  on  doit 
prendre  pour  a  l'angle  obtus  BiAC  que  bit  la  droite  avec  la  partie  posi- 
tive de  l'axe,  et,  par  suite,  le  produit  a  nos  a  sera  négatif;  donc,  dans 
tous  les  cas,  la  formule  (i)  donnera  la  projection  d'une  droite  en  gran- 
deur et  en  signe.  L'angle  a  est  toujours  compris  entre  o  et  iSo*;  pour 
le  déterminer,  il  faut  mener  une  parallèle  i  l'axe  par  l'extrémité  k  partir 
de  laquelle  on  parcoure  la  droite  AB. 

4.  La  tomme  algébrique  det  pn^ection»  ùrthogoniUea  dei  côtés  (ftm 
polygone  fermé  sur  un  axe  est  égale  à  zéro. 

Considérons  le  polygone  ABCDEP.  et  abaissons  des  sommets  A.  B..,. 
des  perpendiculaires  sur  l'axe  de 
projection.  Supposons  que  l'on  par- 
coure le  polygone  dans  le  sens  des 
lettres  A,  B,  C,  D,  E,  F  :  il  est  visible 
que  les  c4tés  AB,  BC,  DE  sont  pro- 
jetés positivement  suivaDt  ah,  bc  et 
de,  tandis  que  les  autres  càtés  CD, 
SF,  FA  ont  pour  projections  —  cd,  vi|.  *. 

—  ef,  —  fa;  il  en  résulte  que  la  somme  algébrique  des  projections  sera 
a6  -f-  6c  —  cd-\'de  —  tf—  fa. 

Hais  ab  +  be  =  ac,  —  cd  +  de  =  — ce,  ef+fa  =  ea;  l'expression 
précédente  devient 

ac  —  ce  —  ea    ou    ac  —  ae, 
et  par  conséquent,  elle  est  nulle. 

Un  raisonnement  analogue  peut  s'appliquer  à  un  polygone  d'un  nombre 
quelconque  de  c6tés  ;  le  théorème  est  donc  démontré. 

Afin  d'exprimer  le  théorème  précédent  par  une  équation,  désignons 
par  a,  b,  e....  Mes  n  cdtés  d'un  polygone,  et  par  a,  ^,  ■/....).  les  angles 
de  ces  cAtés  avec  l'axe  de  projection.  On  aura 

(2)     acos  »  -^  b  cas  ^  -\~  c  cas  y -\-  ■—  /cosA  =  o, 
ou  bien 

£a  coB  a  =  o, 
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où  le  signe  2  indique  une  somme.  La  relation  (2)  exprime  le  théorème 
général  des  projections  orthogonales  dans  un  plail. 
De  l'équation  (2)  on  tire 

(3)  a  cos  a  -]-  6  ces  j3  -I — •  =  —  /  cos  ï. 
On  appelle  résultante  d'un  contour  polygonal,  la  droite  qui  ferme  ce 
contour;  ainsi,  dans  la  fig.  (d),  AF  parcourue  de  A  vers  F  est  la  résul- 
tante du  contour  ABCDEP.  et  sa  projection  est  —  I  ces  A,  puisque  l  cos  A 
est  la  projection  de  AF  parcourue  dans  le  sens  opposé,  comme  faisant 
partie  du  polygone.  On  peut  encore  énoncer  le  théorème  précédent 
comme  suit  :  La  somme  algébrique  de»  projections  des  côtés  d'un  contour 
pob/gonal  est  égal  à  la  projection  de  la  résultante.  Pour  deux  contours 
ayant  même  résultante,  cette  somme  algébrique  sera  la  même. 

S    3.    DBS    FRACTIONS    ÉGALES. 

1 ,  Étant  donnéet  des  fractions  égales 
a       a'       a" 

et  m,  m',  m"....  étant  des  quatUités  quelconques,  on  a  : 
a     a'      a"  a-\-a' ~{-a" -\-- ■      ma^-m'a' -i-m"a" -^•• 

b~V~W  ~~  b+ b' +  b" -]-■■■  ~mb+  m'b'  +  m"b"  +  ■  • 


^|/a*  +  a'*  +  fl"'  +  -- 
""^/6'  +  6'»  +  6"«4--' 
Pour  le  démontrer,  posons 

D'où 

(«)  o  =  it6,     a'  =  Afr',    a"  =  kb",... 

On  en  déduit,  en  multipliant   respeclivement  ces  égalités  par   m, 
m',  m"..., 

(p)        ma==kmh,    m'a'  =  km'b',    m"a"  =  km"b",... 
et,  en  les  élevant  au  carré, 

{y)  a*==k*b\    a"='k'b",    o"'  =  A'6"'... 
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Si  OD  ajoute  les  équations  (a),  [^),  (y)  respectiTcment  membre  k 
membre,  on  obtient 

(a+«'+a"  +  .-)=(6  +  6'-{-6"  +  ...)A 

(ma  +  mV  +  m"a"  -\ )  =  («16  +  m'I/  -\-  m"b"  + ..  .)Jt 

a»  +  a'»  +  a"»  +  ...)  =  (6'  +  6'»  +  6"'  +  ...)i». 
On  en  tire 

a-\-a'-\-a"-\--  •  _ma+wiV+in"a"H ^/a'+a'*4-o''-| l_''_ 

b+b'+b"-^...-  mb  +  m'b'+m-b"+-~  ^:^f-^b"'_i..-  b~ 

ce  qui  démonlre  le  tbëorème  énoncé. 

S.  Étaia  données  k»  Iroù  fractioM  égale» 

1  =  1  =  1, 
l       m      n 

Hx,^,y  étant]tToù  angUt  gudeonquea,  on  aura 

p q r      K'p*+  ^'H"*^  —  2yeogg  —  arp  cos  P  —  ipq  coa  y 

'      *"      "      l^t'  +">*+'»*  —  amneos  a  —  2n/  cos  ^  —  2tm  cos  y 
En  effet,  en  désignant  par  k  la  valeur  de  cbacone  des  iiractionB,  il  vient, 
eo  élevant  au  carré, 

Si  on  moltiplie  les  fractions  données  deux  à  deux,  on  a  aussi 

iL=T?  =  W  =  jti 
ffln      ni      ml 
et  par  suite, 

2^  cos  a       2rp  cos  |3       2pq  c* 


» 


2mn  cos  a:      znl  cos  p      2/m  cos  }> 
En  vertu  du  tbéorème  précédent,  les  égalités  (i})et{ï)  conduisent  & 
l'équation 

p'  -f*  9'  4"  '^  —  ^9^  c**  *  —  ^rP  "^o*  P  —  *PÎ  '^'**  7      ti 
i*  +  m'  +  «*  —  2mn  coa  a  —  2«i  cos  ^  —  2lm  cos  y 

et,  par  conséquent, 


yp*-\- q'-\-r*  —  ïtjr  cos  «  —  zrp cos  (3  —  2py  cos  y      , p      9._.'". 

\/l*-\-m'-i-n*  —  amn  cos  a—  znl  cos  |S  —  alm  cos  y  '      "•      " 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Cea  propriétés  des  fractions  égales  nous  seront  souvent  utiles  dans  les 
calculs  de  la  géométrie  analytique. 

§    4.    N0TI0H8    8UB    LBS    nfiTEMunANTS. 

•.  Considérons  un  système  de  deux  équations  du  premier  degré  de  la 
forme 

aa  ■+■  fc,y  ==  Cl 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisfont  à  la  fois  h  ces  équations  sont 
données  par  les  formules 

Ci6i  —  Cibi  atCt  —  otCi 

oi6,  —  a.6i'  ai6i  —  otbt 

Toute  expression  algébrique  de  la  forme  du  dénominateur  se  nomme 
le  dilerminanl  du  second  ordre  des  quantités  ai,  d,  ot,  6«. 
Pour  représenter  ce  déterminant,  on  emploie  la  notation 

I  a,,    b,  \. 
On  dispose  donc  les  coefficients  sous  la  forme  d'un  carré  entre  deux 
traits  verticaux. 

Les  numérateurs  des  inconnnues  x  et  y  sont  aussi  deux  déterminants 
du  second  ordre;  avec  la  notation  précédente,  on  peut  écrire 
j  Cl,    b,  I  I  oi.     Cl  I 


I  Ol}     ^1   {  I   «1»     bi    I 

I  <it,    6i  I  j  oi,    A*  I 

Semarque  t.  Dans  le  déterminant  des  quantités  a,,  bi,  Oi,  6t,  les 
éléments  ai,  6|  forment  la  diagoiuUe  du  carré.  Dans  le  développement, 
il  faut  donner  le  signe  positif  au  produit  des  éléments  de  cette  diagonale. 
Remarque  3.  Pour  obtenir  les  termes  du  déterminant 
I  a»     b,  I 
\   tu,     bt   \ 
on  forme  d'abord  toutes  les  permutations  du  produit  des  lettres  différontes 
qu'il  renferme  sans  les  indices  ;  il  rient  ainsi  : 
afr,        ba; 
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OD  donoe  ensuite  l'iadice  t  &  la  première  lettre  de  chaque  groupe, 
l'indice  2  à  la  seconde,  et  on  affecte  le  dernier  produit  du  signe  négatir. 


!•.  Considérons,  maintenant,  le  système  de  trois  équations  du  premier 
degré 

aiX-\-b,y  +  c,x  =  d,, 

a»a:  +  6,y  +  c,z  =  dt, 

OîX  +  6iy  +  CiZ  =  df 

Le  dénominatenr  commun  des  valeurs  générales  desiacoonoes  z,  y  et  z, 

c'est-à-dire  l'expression 

aibtCi  —  aibjCt  -\-  (it6)Ci  —  aj>ict  +  aibiCt  —  OsbtCi 
se  nomme  le  détemântmt  du  troùtém*  ordre  des  quantités  a*,  b*,  et,  etc.  ; 
on  le  désigne  par  la  notation 

I    l>i,    Cl      . 

,  K  c 

Of,  K  c» 

Le  détenninant  du  troisième  ordre  s'exprime  au  moyen  de  déterminants 
du  second  ordre  ;  car  sa  valeur  peut  s'écrire  de  six  manières  différentes, 
savoir: 

a,  (6,  c,  —  6,  c)  -)-  ai  (6j  c,  —  6i  c,)  +  %  {5i  c»  —  61  Ci) 
fri  (di  Ci  —  (H  c)  -|-  bi  (ai  Ci  —  ai  Ci)  -|-  6.  {«i  Ci  —  ai  Ci} 
C)  (a*  6i  —  o»  6»)  +  c»  (a.  61  —  ai  bt)  +  «t  (ai  fti  —  a»  61) 
Si  {61  et  —  frg  Cj)  +  bi  (ai  Cl  —  ai  c,)  +  ci  (o»  A»  —  «i  6») 
ot  (&j  c,  —  6,  c)  4-  6t  (at  c,  —  a,  c)  +  e,  (o»  6,  —  a,  6.) 
Oi  (b,  c.  —  61  Cl)  -i-  61  (a«  Cl  —  Oi  Cl)  +  Cl  {ai  6.  —  «161). 
Posons 

Ai  = 


6.,  e.  1 

4.— 

'..  n 

A.  = 

b„  Cl 

bi,  c,  i 

il,  ». 

t.,  c, 

c,  Of 

B, - 

ti,  ».  1 

B,— 

c„  Ht 

Ci,   a, 

Cl,  a, 

e.,  a. 

Ot,  61  1 

C- 

a„b. 

C.- 

a„  6. 

*,6.| 

»,,  b, 

•..b. 
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On  aura 

Oi,  bi.  Cl 
Oi.  bt,  e» 

Bemarqut 


=aiAi-|-aiAt-{-a,A,=6tB,-{-A.BH-btBt=^,Ci4-c.CT-H;,C, 
=a,A,-t4,B,+<,C,=atA,+6,BH-<;.C,=a,AH-6.B,+c,C, 


.  On  fait  usage  des  expressions  précédentes  pour  calculer 
la  valeur  d'un  déterminant  donné  du  troisième  ordre. 

11  est  bon  d'obscrrer  que  Ai  est  le  détermioant  du  second  ordre  obtenu 
en  supprimant  la  ligne  horizontale  et  la  ligne  verticale  qui  renferment  le 
coefficient  ot  ;  il  en  est  de  même  des  autres  déterminants  A),  Ai,  B|.... 
Si  l'on  demandait,  par  exemple,  la  valeur  du  déterminant 


0,    t,  2 
o.  3.  4 
5.  2.  ■ 

3,  4 

2)    I 

+  0 

3>    I 

+  5 

3.  4 

et  le  déterminant  proposé  a  pour  valeur  —  lo. 

Remarque  3.  On  peut  encore  obtenir  les  différents  termes  du  détermi- 
nant du  troisième  ordre  de  la  manière  suivante  :  on  forme  d'abord  toutes 
les  permutations  du  produit  <Utc  j  ce  sont  : 

abc,    acb,    cab,    bac,    bca,    cba; 
on  donne  ensuite  l'indice  i  i  la  première  lettre,  l'iodice  2  i  la  seconde 
lettre,  l'indice  3  ii  Ih  troisième  lettre  de  chaque  groupe  ;  il  vient  ainsi  : 

Oi6iC],  aiCi6i,  cidjôi,  btUtC!,  biCta,,  C|6tai  ; 
enfin,  on  donne  le  signe  +  au  premier  terme  qui  est  le  produit  des 
éléments  de  la  diagonale  du  carré,  et  on  aSecte  les  autres  termes  du 
signe  +  ou  du  signe  —  suivant  qu'ils  proviennent  du  premier  par  un 
nombre  pair  ou  impair  de  permutations  des  indices.  Ainsi,  le  terme  aiCtfri 
sera  négatif,  puisqu'il  vient  du  premier  en  permutant  les  indices  des 
lettres  6  et  c,  le  troisième  terme  provient  du  second  en  permutant  les 
indices  des  lettres  a  et  e,  et,  par  conséquent,  pour  passer  du  premier  au 
troisième  il  hut  deui  permutations  d'indices  ;  donc  ce  terme  aura  le 
signe  +  j  «t  *ii>sî  de  suite. 


D,gnz.db,C00gle 


t1.  Soient  enfin  n  ^uations  da  premier  degré  de  la  formé 
a,x  +  b,y  +  c,e  +  -..-+a,v  = 
oti  +  6iy  +  Ciï  •+•  •  ■■+»»«  =  »; 


,  qui  satisfont  h 


<i-x  +  6.y  +  c^H hs,r  = 

Le  dénominateur  comman  des  valeurs  de  x,  y,  z.. 
ces  équations,  s'appelle  le  détenninsnt  de  l'ordre  n  des  coefficients  oi 
6i...;  il  se  désigne  par  la  notation 

,  fr(,  ^> 

Ôl,   frt,  Ct, 

,  6ii  «I, 


,  6.,  c, 

La  loi  de  formation  indiquée  dans  la  seconde  remarque  du  numéro 
précédent  pour  le  dénominateur  des  inconnues  x,  y,  z,  lorsqu'on  a 
an  système  de  trois  équations  du  premier  degrd,  s'applique  à  un  système 
de  n  équations  du  premier  dep?é  it  n  inconnues.  11  s'en  suit  que  pour 
obtenir  le  déterminant  de  l'ordre  n,  on  forme  toutes  les  permutations  du 
produit  abed....»  qui  renferme  n  lettres 

abcd..,.f  acbd....,  ele.  ; 
on  donne  l'indice  i  li  la  première  lettre,  l'indice  2  Ji  la  seconde...,  l'in- 
dice n  i  la  dernière  lettre  dans  chaque  groupe  ;  enfin,  après  avoir  donné 
le  signe -l-au  produit 

BifriCi  •■■•  s, 
qui  renferme  les  coefBeients  de  la  diagonale  du  carré,  on  affecte  un  terme 
quelconque  du  signe  -f-  ou  du  signe  —  suivant  qu'il  provient  du  premier 
par  un  nombre  pair  ou  impair  de  permutations  des  indices.  La  somme 
algébrique  de  tous  les  termes  ainsi  obtenus  sera  le  déterminant  de 
l'ordre  n. 

Remarque  1 .  Nous  avons  vu  qu'un  déterminant  du  troisième  ordre  est 
égal  à  Oik,  -l-a,A,-j-OjA„  A.,  A,,  A,  étant  des  délerminanU  du  second 
ordre  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a.  Celte  propriété  s'applique  aux 
déteruiinauls  des  différents  ordres.  Ainsi,  en  désignant  par  Ai,  A A. 
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des  déterminants  de  l'ordre  (n  —  i)  qui  ne  reafcrmant  pas,  le  premier  te 
coefficient  ffi,  le  second  le  coefTicienl  a^,  etc.,  le  déterminant  de  l'ordre  n  . 
p«iit  s'tfcrire 

aiAi  +ajAi+  ■-■■a,A.. 

De  mâme,  Ai,  Bi,  Ci, ....  Si  étant  des  déterminants  de  l'ordre  (n  —  i), 
le  premier  ne  renfermant  pas  le  coefficient  a,  le  second  le  coefficient 
6|  etc.,  le  déterminant  de  l'ordre  n  sera  encore  ëgal  k 
a,A|  +  6iBi  +  c,C. +  ■■■  «iSi. 

Reinarque  2.  (1  n'est  pas  indispensable  pour  la  définition  d'un  déter- 
minant de  considérer  un  système  d'équations  du  premier  degré  en  x,  y,... 

On  peut  dire  :  Etant  données  n*  quantités  ai,  6|,  ....s,,  ot,  bt st,  etc. 

disposées  en  carré  ayant  »  lignes  horizontales  et  n  lignes  verticales,  si, 
dans  le  produit 

des  éléments  delà  diagonale  où  les  indices  se  suivent  dans  l'ordre  i,  2, 3 
jusqu'à  n,  on  permute  ces  indices  de  toutes  les  manières  possibles  en 
donnant  Ji  chaque  terme  le  signe  -f-  au  le  signe  —  suivant  qu'il  dérive  du 
premier  par  un  nombre  pair  ou  impair  de  permutations  des  indices,  la 
somme  algébrique  des  termes  ainsi  obtenus  est  le  déterminant  l'ordre  n 
des  n*  quantités  ai,  bt,  .... 

It.  PnoPRiÉtds  DES  DdtBBinKANTS.  —  o)  Un  déterminant  ne  change  pas 
non  écrit  korizoniatetaent  les  lignes  verticates,  et  réciproquement. 


ai,   61, 

Oi)   b,.  Cl  6|,    bt,   bt 

as,   bt,  Ci 

Cette  propriété  résulte  de  la  loi  de  formation  d'un  déterminant  ;  dans 
les  deux  cas  les  différents  termes  proviennent  du  même  terme  4~  o<  ^  Ci. 
6}  Un  délerminatU  change  de  Hgne,  lorsqu'on  y  échange  entre  elles  deux 
lignes  parallèles  (vertictdeg  ou  horizontales). 
Ainsi,  on  a 


Si,  bt, 

ot,  bt, 
a,,  61, 


bt,  a„ 

Cl 

=— 

bi,  Ot, 

c. 

bt,  a,. 

Cl 

Ot,  b,, 
Ot,   bt. 
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—  Kin  — 

En  effet,  pour  trouver  les  diffi!ren(s  termes  des  deux  derniers  dëter- 
minants,  il  Faut  effectuer  toutes  les  permutations  possibles  sur  les  indiees 
dans  le  produit-]-  6,  ot  c,  des  éléments  de  la  diagonale  ;  mais  ce  terme 
b,  oi  Ci  étant  négatif  dans  le  premier  déterminant,  il  est  évident  que  tous 
les  termes  qui  en  dérivent,  d'après  la  loi  précédente,  auront  les  mêmes 
valeurs  numériques  et  seront  affectés  d'un  signe  différent  aux.  termes 
du  premier  ;  donc  le  déterminant  a  changé  de  signe. 

e)  Un  délermxTumt  egt  nul,  quand  deux  lignet  parallèttë  iont  identiqut». 


ai,  bt, 

O),    bt, 

car,  d'un  eAté,  si  on  échange  deux  lignes  identiques,  le  déterminant  ne 
sera  évidemment  pas  altéré  ;  mais  d'un  autre  côté,  un  tel  échange  revient 
&  changer  te  signe  du  déterminant  ;  donc,  chacun  des  deux  déterminants 
sera  nul,  puisqu'il  n'est  pas  altéré  par  le  changement  de  signe  des  termes 
qu'il  renferme. 

d)  Vn  déterminant  est  égal  d  o,  quand  tout  Us  coefficients  tfune  ligne 
soni  nuit;  car,  dans  chaque  terme,  il  entre  un  élément  de  chaque  ligne. 
Il  en  résulte  que,  si  tous  les  éléments  d'une  ligne  sont  nuls,  un  seul  étant 
excepté,  le  déterminant  d'un  certain  ordre  se  réduira  au  produit  de  ce 
coefficient  différent  de  léro  par  un  déterminant  d'un  ordre  inférieur 
d'une  unité.  Ainsi 


0,  b„  c, 

—  0 

b„  c, 

+  o 

bt,  c. 

+  ». 

b„c, 

=  a. 

b„  t. 

o,  K  c 

t.,  e. 

b„  c, 

b„  e. 

bt,  6» 

ait  &i,  ct 

e)  Quand  les  éléments  d'une  ligne  se  composent  ^une  somme  de  plu- 
sieurs coefficients,  le  déterminant  est  égal  à  une  somme  de  plusieurs 
déterminants. 
Ainsi 

ai-f-tti,  bi,  Cl      ^     ai,  bt,  Cl 

Ot+ai,  bt,  et  Ot,  ht,  et 

01+ «I,  b,.  Ci  (h,   6», 


+ 

a,,  b,,  e, 

a»,  6»,  e. 

Ol,  bt,  c. 
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^^  Xxiv  ^— 


En  effet,  où  peut  écrire 


=  (a,+c.)A'4-(a.  +  «.)A,  +  (o.  +  a,}A, 
=  (a,A,  +  otAi  4-  a,A,)  +  (a,  A,  +  «.Ai  +  «^,). 


a,  +  a„  fc,,  cj 

«t  +  ai,  6„ 

Ai,  Ai,  â,,  étant  des  déterminants  du  second  ordre  ;  or,  les  trinômes 
des  parenthèses  sont  les  deux  déterminants  du  secoud  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  donc,  ete. 

f)  Quand  on  multiptie  les  éléments  d'une  l^ne  par  un  même  facteur, 
le  déterminant  se  trouve  muU^té  par  ce  facteur. 

Car,  on  a 


poi,  6i,  Cl 
poi,   ht.   Cl 


=  poiAi-4-patA»  +  pa»A»  =»p 


a*9  ht,  ct 


a, 

Cl 

=p 

at 
11, 

Ci 

Cl 

I)  en  résulte  que  si  deux  lignes  ne  diffèrent  que  par  an  focteur  constant, 
le  déterminant  sera  égal  i  sëro  ;  ainsi 
pa., 
po., 

,   Ht,    Ci 

jr)  Si  chaque  élément  d'une  ligne  est  égal  d  la  somme  des  coefficients 
correspondants  des  autres  lignes,  multipliés  respectivement  par  des  fac- 
teurs constants,  le  déterminant  est  égal  à  zéro. 
En  effet,  on  a 

)i4'»ci,  6i,  Ct      =      Ibi,  bi,  Cl 
>i-]-nGi,  61,  ft  Ibt,  tii  Cl 

■t  +  nci,  bt,  C)  Ibi,  bt,  Ct 

et  les  deux  déterminants  du  second  membre  de  cette  équation  étant  nuls, 
la  propriété  est  démontrée. 

Il  s'en  suit  qu'an  déterminant  ne  change  pas,  si  on  ajoute  aux  coefiB- 
cients  d'une  ligne,  les  coefficients  des  autres  lignes  après  les  avoir  multi- 
pliés respectivement  par  des  lacteurs  constants;  car  on  a 


ne,. 

6.,  c, 

net. 

6.,  c. 

n«i. 

A.,  c 

<h-]-lf>t-^mct,  b,.  Cl 

0»  +  fti  +  »lCi,    bu    C| 

Oi -H  tt»  +  mc),  ht,  ci 


d),    6t,   Ci 


Ibi  -\-  mci,  61,  Cl 
tbt  -{-  mct,  bt,  Cl 
/61  -\-  mci,  b„  Ci 


et,  en  vertu  de  la  propriété  démontrée,  le  dernier  déterminant  est  nul. 
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Les  coefficients  t,  m  sont  quelconques;  ils  peuvent  être  égaux  b  l'unité, 
positifs  ou  négatif;  on  profite  de  leur  indétermination  pour  arriver 
k  introduire  plusieurs  zéros  dans  une  ligne;  ce  qui  abrège  le  calcul  de  la 
valeur  du  déterminant. 

A)  Le  produit  de  deux  dilermxnafUs  de  même  ordre  est  lui-même  un  déter- 
minant dont  Us  éléments  sont  formés  des  sommet  des  produits  des  éléments 
de  chaque  ligne  de  l'un  par  les  éléments  de  toiUee  Us  lignes  de  Cmitre. 


a,    b, 
a»    6t 


«'   P-   y.  1; 


si  on  fait  la  somme  des  produits  des  éléments  de  chaque  ligne  horizon- 
tale du  premier  par  les  éléments  des  trois  lignes  horizontales  du  second, 
il  Tiendra  le  déterminant  du  troisième  ordre 

C=     a,a,  +  b,^,+c,yi,     a,at  +  h,^  +  cyt,     o.ai +  *.(5.  +  Ciy» 

atai-|-6t^i  +Ct-/i,     Oia(-|-6tPi+  Ciy«,     ata,-\-b^i-\-Ctyt 

Oïdi  +  bs^i  +  Cty„     Usai  -\-  bs^t  +  c^yt,     a^as  -\-  6i(3i  •+■  Ctyi 

Je  dis  que  C  ^  A  .  B.  On  le  démontre  en  décomposant  C  en  déter* 

minants  à  éléments  simples  par  la  propriété  (t).  D'abord,  sans  toucher 

aux  deux  dernières  lignes  verticales,  C  est  égal  aux  trois  déterminants 

Otai,  ai-xt+bi^+Ciyt,  Oia, +6,(31+07» 

BtOli, 

«i« 

Dans  chacun  de  ceux-ci,  on  opère  sur  la  seconde  ligne  verticale  de  la 
même  manière;  ce  qui  donnera  g  déterminants  dont  les  deux  premières 
lignes  auront  des  éléments  simples,  tandis  que  la  dernière  ligne  verticale 
est  restée  la  même.  Enfin,  chacun  de  ces  derniers  se  décomposera  éga- 
lement en  trois  déterminants  à  «Eléments  simples  en  opérant  sur  la  deis 
nière  ligne  verticale.  On  obtient  ainsi  vingt-sept  déterminants  ;  ceux  où 
une  même  lettre  a,  b,  c  se  trouve  répétée  au  moins  deux  fois  tels  que 
u,    6.|3t,     b,^t 


+ 

M5 

+ 

«•)■ 

lA, ... 

c.7t,  ... 

JA, ... 

cp, ... 

a,x,. 

ai«i, 

Ol«i 

«».«,, 

atai, 

atcti 

awi. 

anxi, 

aux» 

t.|3.: 


4,P. 

t.p. 
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seront  nuls;  il  n'y  a  que  les  déterminants  où  les  lignes  renferment  des 
lettres  différentes  qui  ne  s'annnlent  pas;  leur  nombre  sera  ëgal  i,  celui  des 
permutations  d'un  produit  de  trois  lettres.  L'un  d'eux  sera,  par  exemple, 


aia, 

t,|3. 

c,y. 

a%<n 

t,|3. 

"T 

a,a, 

6.p> 

c,y. 

..?,,. 


ai     bi 


et  les  autres  renfermeront  aussi  comme  facteur  A  multipliant  un  des 
termes  du  déterminant  B  déTeloppé.  Donc  finalement  C  =  AB. 

On  pourrait  aussi  multiplier  les  lignes  horizontales  du  premier  par  les 
lignes  verticales  du  second  ou  les  lignes  verticales  du  premier  par  les 
lignes  horizontales  et  verticales  du  second  ;  on  obtient  ainsi  quatre  déttr- 
mùiants-produitê  équivalents. 

k)  Etant  donné  un  déterminant  A  de  l'ordre  n,  si  on  forme  un  autre 
déterminant  à'  dont  Us  éléments  sont  les  premiers  mineurs  du  premier, 
on  a  la  relation  :  A'  ^  A"''. 

Soit,  par  exemple,  le  déterminant  du  troisième  ordre 
6i 
bt 

dont  nous  désignerons  les  mineurs  par  A|,  B|,  C|,  Ai  etc.  de  telle  sorte 
que  l'on  ait  : 

*      B,     C, 

B.    C. 
B,     C, 

Multiplions  ces  déterminants  conformément  ii  la  règle  précédente;  on 
aura 

A.A'=^  A,a,-t-B(6,  +  C,c„  A,a.  +  Bi6,4-C,c„  A,[i,-|-Bi6ï  +  C,c,  |. 
A,a,  +  B,6,  +  Ce,  Atfli  +  Bib,  +  C,Ci,  A,ai  +  B,6,  +  C^;.  i 
A,a,  +  B;6,  +  Ce,  Aïo,  -\-  Bj/»,  +  Ce,  AsOj  +  B,6i  +  Ccj  | 
Or,  d'après  les  propriétés  des  mineurs,  les  sommes  qui  se  trouvent  sur 
la  diagonale  représentent  le  déterminant  A  et  toutes  les  autres  sont 
nulles;  par  suite,  il  vient  : 


AA'  = 


A    o 
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donc  :  A'  =  A*.  Cette  dëmoDstratiou  peut  s'appliquer  à  un  déterminant 
d'ordre  quelconque,  et,  pour  un  déterminant  de  l'ordre  n,  on  aura  : 
A'=  A-*. 

Le  déterminant  A'  s'appelle  déterminant  adjoint  ou  réciproque  de  A. 


AppUcations. 


a)  Vérifier  lei  égalités  «oÏTanus  : 


3,  3.  4     =  701 

2,-1,3     =oi 

0,5.6 

-*     a,  7 

0,0,  7 

6,-3.7 

2,    3,8     =2-3-4     T.  I*  2 

=  3.3.4          0,1,2 

4,      6,   4                                    2,    2,    I 

0»2,  1 

6,  12,  4                        3.  4,  I 

—  I,  4i  I 

1—4.      I.      I, 
0,-1,-1, 


O,      I,  — I 


O,       I,  —I,  — 

A,   I  =   I  o,,  i 


L  I   -4-   I  a,    fti  l  ^  "lii  —  Oifc,  +  btx  ; 
b"  —  œ  (ne  -I-  6«  +  df)  -j-  orfe  +  hef; 


I  „.-„.,  a-»,  o  I  =(o-c){fc-«)(o-i). 
6>  — ««,  h  —  e,  o 


h)  RésoDdre  le  gjatime  suivant  de  n  équations  du  premier  degré  i  n  înaounues 


o,»  -t-  A.y  ^-  c,i  -I-  — .  1,0  ^  Va. 
Soit  A  le  détermiDant  de  Tordre  n  des  coefficients  des  inconnues;  on  aura 

A  =  «lAi  +  Otkt  -V  a|A:  M-  .■■■  a,Aa. 

Les  quantités  At,  Aa,....  A.  sont  des  déterminants  de  l'ordre  n  —  i  qui  ne  reofer- 
ment  pu  la  lettre  a.  Si,  dus  i'éqnation  précédente,  on  remplace  la  lettre  a  par  tonte 
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tDtre  lettre  6,  e le  lecond  loembre  eat  doI  ;  car,  ù  *n  lien  de  n 

^orit,  par  exemple,  A|,  ii,...  b,,  l'eipressien 


repràenle  le  d^termmtnl 


qui  est  nul,  puisque  deux  lignes  sont  ëgsles.  II  en  sertit  do  même  pour  toute  autre 
subslitaLioD.  Cela  étaol,  multiplions  respectivement  les  équ«(ioas  donoées  par  A,,  A,, 
At, ...  A.  et  ajDu[on»-le3  membre  â  membre  ;  les  coefiîeients  des  inconnue)  y,  s...  étant 
nuls,  il  viendra 

A«=:tiAi  +  >iAi  -I-  -■■  v.A.  ; 
d'où  on  tire 

viA.+vtA.H t.A, 

Pour  trouver  l'inconnae  y,  il  faut  remarquer  que  le  dëlerminent  &  est  aussi  égal  à 

et  si  on  ajoute  les  équatioDS,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  Bt,  B|,.,  E,, 

4V  =  «<B.-«-.,Bi  +  .".  >..B., 
car,  les  coeSîcienla  des  aulres  inconnues  sont  égaux  A  léro  ;  on  en  dédnit 


On  trouverait  d'une  manière  analogue  la  valeur  de  toute  autre  inconnue. 
Rtmarque.   Dans  le  cas  particulier  où  les  seconds  membres  des  éi[uations  données 
lont  nuls  excepté  celui  de  la  première,  on  a 


et  les  valeurs  des  inconnues  x,  y,  »,...  sont  pruportîonnelles  &  A|,  Bi  .,..€■. 

Lorsque  tous  les  seconds  membres  sont  nuls,  l'éliminitioD  successive  de  (n  —  i) 
inconnues  donna 
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\»  équations 


a^  +  baV -*-"••  W  =0 

doivent  étn  ulùflules  par  du  vileu»  de  m,]/,i....  HKnaUs  de  zéro,  il  fàot  qne 
ronut 

Lonque  cette  eondilioo  est  remplie,  les  ëquatîoDS  sont  compitiblei  et  Jes  valeurs 
de  at,  y,  x....  mdI  praparliininelles  eut  dëlenninanls  Ai,  B,,  Ci....  S,.  Ed  effet, 
&  étant  noi,  on  t 

«,A,  ■*■  6,B.  +  c,C.  -I- .-  .,S,  =  o; 
de  plus,  si  on  remplace  ai,  Ai....  c,,  paroi,  à,  ....  (t;a(,  6i,  ....«i,  etc.,  on  aura  aussi 

a,A,  -t-  6,8,  +  r,C,  H »»Si  =  O 

ii.A,-(- 6^,-1- *,S,=0 


a,A, -1-6.8,-1- *.S,=o; 

car  le>  premiers  membres  de  ces  équations  repréecolent  des  déterminanla  où  deux  lignes 
parallèles  ont  les  mêmes  coefficients.  Mais  les  égalités  précédentes  montrent  que  Ai,  Bi, 
Ci,  ...  Si,  salisFont  aux  ëquatioas  données  j  il  est  évident  que  les  valeurs  lA,,  1R„  XC,... 
MtisIéroDt  également  aux  mêmes  équations  quel  que  soit  1.  On  a  donc 
aj=iA„    y  =  lB„    a  =  JC„....  ti  =  lS,. 
Ainsi,  les  équations  proposées  déterminent  les  rapports  et  non  les  valeurs  même*  de 
m,p,i.... 
e)  Trouver  la  condition  pour  que  les  n  équations  dn  premier  degré 

o»n- Aiv -♦-  -■■-♦-«,  =  0. 


o,» -*- 6rf +  ••■■ -*-»,  =  0, 
entrelet()«  — i)  inconnues  m,  jr,z....  soient  compatibles.  Il  &nt  que  l'on  ait 


En  effet,  les  équations  données  seront  compatibles,  si  II  relation  obtenue  en 
les  inconnues  est  satisfaite.  Or,  si  on  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
Si, .. ..  S,  et  si  on  les  ajonte  membre  i  membre,  il  viendra 

'iSi -t- «  A -*- «A -^  ■— fcS, = o 
oabicD  A^^Oj  car  les  coefficients  des  inconnues  après  l'addition  soninuls. 
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d)  Montrer  qu«  les  valeurs  dei  n  iDcannues  »,  y,  2 ....  o  qui  MliifoDt  i  nu  sysUme 
de  (n  —  i)  équitioDs  du  premier  degré  de  li  forme 

0(0  ■*•  b^  -t-  ••■•  (,v  ^  o, 


MDt  proportioDnelle*  aux  d^tcmunauts  Ai,  fii,  C|,  •...  S|. 
Ajontoni  i  ces  (n  —  i)  équatioa*  l'ëgalitë  suivante  : 


Dous  obteooDS  ■: 
pour  lequel  ou  a 


a  lystïme  de  n  équations  01 


les  seconds  membres  si 


par  conséquent,  en  vertu  d'une  remarque  faite  précédemment,  on  peut  écrire 

— —*.—!.      —1. 

A,       B,       C  ""       S,  ■ 


Ainsi,  pour  les  équations 


0,*+  friy  +  Ci3=o, 
■fV  -4-  6#  -I-  ci«  =  o. 


De  même,  étant  doniMes  les  équations 

oi»  +  4<y  -I-  ««i-H  ifcf  =  O, 


t.,  c.,  d. 

a*.  Cl,  (d 

— 

«•> 

.,  <Jt 

<H.».,  e. 

k,,  c„  <h 

o.,*.,  4 

o., 

.,  d. 

0.,  61,  », 

6„  «^  rf, 

it,  e„  <f. 

11. 

1,  <1. 

«„  K  c. 

#)  Si  on  désigne  par  a„  ^„  y„  O)  etc.  les  premiers 
A'  [propriété  (i)],  démontrer  les  relationa 


du  déterminant  réciproque 
Bi  û"~',  >■  =  Si  a»"'  etc. 
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Il  sDtSt  de  fiûre  la  démontlratioii  dans  la  eu  de  n  =  3  on  l'on  aora  : 

a,  =  a,&,    ^,  =  bi&  etc. 
Si  on  rësood  les  Équations 

ai>  +  6^^  +  «il  ^  ï, 
iV*-btg-t-'^'  =  fl, 
âge  -f-  6ty  -^  <sz  =  ç, 
par  rapport  l  »,  y,  i,  od  IrouTe 

iy  =  B,{  ■+■  B.»  +  B,ç, 

az  =  C,{  +  r;,  +  Cî; 
cela  Étant,  si  ai,^„/|.etc.  sont  les  premiers  mineurs  de  &',  ti  réaolatiDn  de  ce  second 
système  p*r  rapport  I  C,  q,  ç  donne 

&'i  =  «,&»  +  ^i&jf  ■+■  7iàz, 

4'Ç  =  a,a«  -+-  ^.4y  +  y.M. 
En  cranparant  les  valeurs  de  i,  q,  Ç  tirées  de  ces  relations  avec  les  premières  et  rem- 
plaçant A'  par  A',  on  trouve  ai  =:  Oïd,  etc. 

§    i(.    FONCTIONS    ALGtoRIQl'BS    ENTIERES    ET    BOMOGËNES. 

1>.  Toute  dépendance  entre  deux  grandeurs  variables  s'exprime  par 
le  mot  fonction.  Pour  indiquer  qu'une  grandeur  y  dépend  d'une  autre 
quantité  variable  x,  on  emploie  les  notations 

S  =  f(x)>  y  =  F(*).  y  =  ç(a:),  etc. 
La  variable  x  à  laquelle  on  attribue  à  volonté  difFérentes  valeurs 
s'appelle  variable  indépendante;  l'autre  y  est  la  fonction.  Une  fonction 
est  dite  algébrique  lorsque  son  expression  ne  renferme  que  des  opérations 
algébriques  à  effectuer.  Considérons  d'abord  la  fonction  algébrique 
entière  définie  par 

F(i)  =  A,x-  +  Aa~->  +  Aii— *  -4 H  A^,  x  +  A_. 

En  faisant  varier  x  entre  —  00  et  -^  œ,  la  fonction  prendra  toutes  les 
valeurs  réelles  dont  elle  est  susceptible.  Afin  de  mettre  en  évidence  le 
caractère  de  cette  fonction,  cberchons  ce  qu'elle  devient,  si  l'on  donne 
à  X  un  accroissement  h  positif  ou  négatif.  En  remplaçant  x  par  x  +  A,  il 
vient 

F(x4-A)  =  A»(ic  +  A)-  +  A,(x  +  A)—'+A,(x  +  A)— »H 

+  A»_,(x  +  A)  +  A_. 
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Développons  chaque  terme  par  la  formule  du  binâme  et  ordonnons 
ensuite  par  rapport  ii  h;  on  trouve 

(A,,ar  +  A,ic— •  +  A,a;— »+ +A-) 

+  (mA,,ir-"'+(w  — i)A,x— '+(m-2)A,x— ■+ 4-A._,)A 

+  [m(m-i)A,3c— '+(m-iKfn— 2)A,ï— ■+ +2A__,]^-^ 

+  [»B(m-i)(m-2)Aox-«+ +6A_^]^-^— 

+ 

-i-mlm —  i)  (m — 2) ...  3  .  2  .  i  .  As 

'       ^  ^  '       j  I  .  2 . 3  ...  m 

Le  polynâme  indépendant  de  h  est  la  fonction  primitive  ¥{x);  le  poly- 
nàme  suivant  s'obtient  en  multipliant  chaque  terme  de  F(x)  par  l'exposant 
de  X  qu'il  renferme  et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité;  le 
troisième  polynâme  se  déduit  du  précédent  par  le  jnéme  procédé  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  la  fin.  Pour  abréger,  nous  désignerons  par  F(x),  P'(a'), 
P"(x),  ¥"'(x)  "•  F""'(x)  les  polynâmes  du  second  membre;  nous  obtenons 
ainsi  la  formule 

F(t+*)=F(x)+*F(.)+^F"(«)+_--^F'"W+..j-^P-(i). 

On  en  tire 

F{ï  +  A) _ F(x)  =  kF'{x)  +  -^ F" (a:)  +  ■ .  H- ^    j^"^ F'-'(x). 

La  différence  du  premier  membre  représente  l'accroissement  de  11 
fonction,  quand  on  passe  de  la  valeur  x  à  la  valeur  x-^-k.  Supposons 
que  A  soit  très  petit;  les  termes  du  second  membre  renfermant  h  en 
facteur  seront  aussi  très  petits  et  leur  somme  tendra  vers  zéro  en  même 
temps  que  h.  Donc,  lorsqu'on  considère  une  valeur  quelconque  de  x  ainsi 
que  la  valeur  voisine  x-^h,  l'accroissement  qu'éprouve  la  fonction  dans 
l'intervalle  doit  être  considéré  comme  une  quantité  de  même  ordre  de 
grandeur  que  l'accroissement  h  de  la  variable  ;  si  ce  dernier  diminue 
pour  arriver  à  léro,  l'accroissement  de  la  foncUon  diminue  aussi  et  de- 
vient nul  avec  A;  on  dit  alors  que  la  fonction  est  continue  dans  le 
voisinage  de  cette  valeur  de  x.  La  fonction  entière  jouit  de  la  propriété 
d'être  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  indépendante. 
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De  la  formule  précédente,  on  tire 

de  telle  wrte  qu'en  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  obtient,  à  la  limite, 
c'est-^-dire  pour  k^o, 

■■-[''"+';-'wj-Fw. 

I«  polynAme  F'  (x)  est  donc  la  Imite  ver»  laquelle  converge  U  rapport 
de  taeeroimment  de  la  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable  indépen- 
dante torupu  ce  dernier  tend  vers  zéro.  On  l'appelle  la  dérivée  de  la 
foni^on  primitiTe  P(x).  Comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  elle  se 
déduit  de  F  (x|  en  multipliant  les  différents  termes  par  l'eiposant  de  x 
qu'ils  renferment  et  en  diminuant  cet  exposant  d'une  unité;  on  trouve 
ainsi  :  , 

F'  (x)  =  wtAftX— '  +  (m  —  i)  AiX--*  -1 1-  aA._,a;  +  A,_,. 

La  même  rè|;le  appliquée  à  F'(x)  donne  un  polynôme  du  degré  m  —  2 
qu'on  appelle  la  dérivée  seconde  de  F  (x);  c'est  : 
F"(x)  =  m(m— i)A.x— »+(m— i)(m-2)A,i— '+-.  +aA^,. 

En  continuant  ainsi  on  formera  la  dérivée  troisième,  quatrième  etc. 
qui  sont  les  polyndmes  F"'(x),  F"(x)  etc.  de  la  formule  («).  Dans  ces 
diverses  fonctions  l'exposant  diminue  chaque  fois  d'une  unité  ainsi  que 
le  nombre  de  termes.  La  dernière  dénvée  ou  U  dérivée  de  l'ordre  m  est 
ee  que  devient  le  premier  terme  de  F  (x)  après  l'application  m  fois 
répétée  de  la  règle,  c'est-à-dire 

m(m-i)(m-2)...3.2.i.A,. 

Vue  fonction  algébrique  peut  se  présenter  sous  la  forme  d'un  produit 
on  d'une  puissance;  pour  fixer  les  idées,  supposons  par  exemple,  que 
l'on  ait  : 

F  (x)  =  («X»  +  b)(cx  +  d),        F  {x)  =  (ox  +  6)-. 

En  effectuant  les  opérations,  on  les  ramènerait  a  la  forme  entière 
considérée  d'où  l'on  déduirait  la  dérivée  par  la  règle  précédente.  Mais 
on  peut  aussi  chercher  cette  dérivée  en  partant  de  sa  définition.  Pour 
la  première 

F(«)  =  (ax»  +  t){«  +  d), 
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il  vient,  en  changeant  x  en  x-f-A 

F(x  +  A)  =  (ox»  -|-  2oAx  +  oA'  +  6)  (ci  +  cA  +  d) 
=  (ox»+6}(cx+d)-l-(ai'+6)cA+{cx4-d)(2aAx+aA'}+cA(2aAx+aA»); 
par  suit£, 

F(x+A)— F(x)=(ax'+6)eA+{cx+d}(2oAx-foA»)+cA(2aAx4-oA*). 
Si  on  divise  par  A,  et  si  on  passe  h  la  limite,  on  trouve 

F'  (x)  =  (ox*  +  6)c  +  (ex  4-  d)2ox. 

Or,  c  est  la  dérivée  du  second  facteur  et  2ox  celle  du  premier;  donc, 

la  dérivée  du  produit  proposé  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  produits 

de  chaque  facteur  par  la  dérivée  de  l'autre.  Cette  règle  est  vraie  pour  le 

produit  de  deux  fonctions  entières  quelconques. 

Si  l'on  a  : 

F(x)  =  (ax-f  6)- 
on  en  déduit 

F  (x  +  A)  =  (ox  +  6  +  oA)-  =  {ax  +  b)'  +  »naA(ox  4- 1)""* 
+  "'^"~'^a*A*(ax  +  6)-'+- 
d'où 

F(i4_A)-_F(x)  =  fMaA(ax  +  6)— "+^^^^^^(i*A'(ax  +  6)— '+■•- 
Divisons  par  A  et  passons  b  la  limite  ;  il  vient 
F'(x)  =  *na(ax  +  fc)-'. 
Remarquons  que  a  est  la  dérivée  de  ax-\-b;  par  suite,  la  dérivée  de 
la  puissance  donnée  s'obtient  en  multipliant  par  l'exposant  ainsi  que  par 
la  dérivée  du  polynôme  de  base  et  en  diminuant  ensuite  l'exposant  d'une 
unité.  Cette  règle  s'applique  h  un  polynôme  quelconque  élevé  k  une  cer- 
taine puissance. 

Enfin,  cherchons  encore  la  dérivée  de  la  fonction 

F(i)  =  {x-a)-9(x). 
D'après  les  deux  règles  précédentes,  on  a 
F'(x)=(x-a)-f'(x)  +  n(x-a)-'ip(x)=(x— a)'-'[(x-o)ç'(x)+n9(x)] 

de  telle  sorte  que  {x  —  a)"-'  est  facteur  dans  la  dérivée,  si  (x  —  o)"  est 
facteur  dans  F(x).  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 
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14.  Dans  la  fonetioD  entière  Ji  une  variable 

F(x)  =  (ux-  +  aixr-'  ■+■  aiir-*  H \-  o,, 

remplaçons  x  par  —  et  multipiioas  ensuite  par  y";  le  second  membre 
deTiendra 

atJr-\'a,x'^'y  +  aiX~-*y*-\-.--^am,tf. 

Poor  abréger,  nous  représenterons  oette  fonction  A  deux  variables  par 
F(x,  y).  Elle  présente  cette  particularité  que  la  somme  des  exposants  des 
variables  est  constante  et  égale  à  m  dans  chaque  terme.  On  dit,  dans  ce 
cas,  que  la  fonction  est  homogène  du  degré  m  par  rapport  à  x  ety;  elle 
est  telle  qu'en  changeant  x  et  y  en  hc,  Xy,  on  a  : 
F(A3:,iy)  =  i-F{x,y). 

Pour  une  fonction  à  deux  variables,  i)  faut.dislJDguer  les  dérivées 
suivant  qu'elles  sont  prises  par  rapport  à  l'une  ou  par  rapport  &  l'autre; 
nous  représenterons  par  F^,  F^  les  dérivées  de  F  prises  par  rapport  ji  x 
et  à  y.  Chacune  d'elles  est  une  fonction  de  x  et  de  y  et  aura  deux  dérivées 
que  nous  représenterons  par  F^,  F^  pour  la  première,  et  par  P^^,  F^  pour 
la  seconde;  ce  qui  donne  quatre  dérivées  secondes  pour  F(x,(/);  mais 
F^  et  F^',  ont  la  même  valeur,  car  les  opérations  à  elTectuer  soûl  iden- 
tiques, l'ordre  seul  diffère.  On  continue  ainsi  pour  former  les  dérivées 
troisièmes,  quatrièmes,  etc.  Soit,  par  exemple,  la  fonctioo  homogène  du 
troisième  degré 

On  a  d'abord 

F^  =  3a»x*  +  2aixy-|-aty*,     P^  =  0ix'  +  2aixy  ■+■  ^Oiy*- 
Bn  prenant  la  dérivée  de  F^  par  rapport  &  x  et  y,  il  vient  : 
F^  =  6a«x  +  20iy,     F^  =  20tX  +  aoiy; 
on  a  de  même  poor  les  dérivées  de  F^, 

F^^  =  aajx  -f-  aoiy,     F^^  :=  aotx  -|-  6aiy. 
Enfin,  en  prenant  une  dernière  fois  les  dérivées  par  rapport  i  x  et  y, 
on  trouve  encore 
F^  =  6a»,  Fïïj  =  20i,  F^,  =  20i,  Fi','r=  201,  FJ^,  =  603,  FJi,  =  20t, 

Fi'ry  =  20t,  FJ'J,  =  21)4. 

Od  peut  vérifier  que  :  F;^  =  f^,'„  F'^;;,  =  F'^,  =  VjU,  etc. 
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Afin  de  simplifier  l'écriture,  on  remplace  généralement  F^  par  V"i, 
P^  par  F^i,  et  ainsi  de  Buit«. 

Nous  feroQ»  encore  remarquer  qu'il  est  souvent  avantageux  d'intro- 
duire dans  une  fonction  homogène  les  coefficients  numériques  de  la 
formule  do  bîaâme;  on  a  ainsi 

F(*.y)=««»"-H»«t«""'yH — ■ — ■j—otx^Y'i — h»»*--i»!r  '+o-y"- 

Pour  la  former,  il  suffit  de  développer  (x  4-  y)"  et  d'écrire  ensuite  les 
coefficients  a«,  at,  ai,  etc.  dans  les  difi'éreDts  termes. 

De  même,  une  fonction  bomogène  k  trois  variables  s'obtiendra  en 
développant  {x  -|-y  +  x)",  et  en  ajoutant  ensuite  un  coefficient  à  chaque 
terme.  En  posant  z  =  i ,  il  en  résulterait  une  fonction  à  deux  variables  x 
et  y  non  homogène.  On  arriverait  de  la  même  manière  Ji  l'expression 
d'une  fonction  homogène  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

CherchonB  maintenant  ce  que  devient  une  fonction  F(x,  j/)  k  deux 
variables,  homogène  ou  non  homogène,  lorsqu'on  donne  à  x  un  accrois- 
sement A  et  à  (/  un  accroisseinent  k.  Remplaçons  d'abord  x  par  x  +  h; 
d'après  une  formule  précédente  on  aura 

F(x+A,y)=F(x,y)4-AFi(x,yH--^Fi{i,y)+...  +  -^^F<;;(x,y). 

Cette  égalité  est  vraie  quel  que  soit  y  ;  en  changeant  y  eay-\-k,  elle 
devient  : 
I(x+h,y+k)=V(x,y+k)  +  AF;(x,  y+A)+  il-F;Vx.y+fc)4-  -  + 


-?';.'(=>:.  y  +  A). 


Or,  la  même  formule  permet  de  développer  les  diverses  fonctions  du 
second  membre;  comme  c'est  la  variable  y  qni  eat  changée  en  y  +  jt,  il 
foudra  prendre  les  dérivées  par  rapport  à  cette  variable;  il  vient  ainsi,  en 
remplaçant  Fi(x,  y),  F,(x,  y)  par  Fi,  P,, 

p{*.y+*)=F(x.y)+*F;+-^F;;+-+— il— ^-' 


f;(3:,  y  +  *)  =  f;+  af;;  +  --^  f;;,+ ...  -i- 
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Par  la  substitutjon  de  ces  diverses  valeurs,  on  trouve  finalement 
(p)  F(H-A,!H-*)=F(a:,î/H-{AF;-UF;)  +  7^(A"F>|-2WF:;+A*F;;H   - 
On  emploie  une  aotation  symbolique  pour  simplifier  récriture  de  cette 
longue  formule;  ainsi  la  seconde  parenthèse  se  désigne  par 

{Af:+*f;)». 

En  développant,  ce  carré  devient  : 

A"  F'x + 2A*  f;f; + A»  f;f;  ; 

il  reste  à  remplacer  F^F;  par  F"„  F/^  par  f'J^,  V^F^  par  F^',.  En  général, 
l'ensemble  des  termes  qui  renrerment  A  et  £  au  degré  p  est  représenté  par 

(AF^+ftP;)''; 
après  le  développement  de  cette  puissance,  il  faut  faire  les  substitutions 
que  nous  venons  d'indiquer. 

La  marche  suivie  pour  arriver  h  l'identité  (|3)  montre  comment  on  doit 
procéder  pour  une  fonction  h  trois  variables  et  ainsi  de  suite  ;  un 
développement  analogue  à  (|3]  existe  pour  une  fonction  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ces  diverses  expressions  sont  connues  sous  le 
nom  de  formules  de  Taylor  pour  les  fonctions  algébriques  entières. 

Supposons  que  F(x,y)  soit  une  fonction  homogène  et  posons  h^ax, 
k  =  ay  ;  par  la  subsUtution  directe,  on  a 

¥{x  +  «X,  1/  +  «y)  =  (r  +  a)-F(i,  y)  =  F{x,  y)  +  m»F{x,  y)  + 
^^«'F(.,y)+... 

D'un  autre  côté,  la  formule  précédente  donne 
F{x+«i,y+ay)=F{x,yH-a(3:F:+yF;)-l-^(:r'F^+2jn,F^+y'F;;)+... 

En  égalant  les  coellicients  des  mêmes  puissances  de  a  dans  ces  deux 
développements,  on  obtient  une  série  de  relations  propres  aux  fonctions 
homogènes;  la  plus  importante  est 

xV',-{-y¥'^  =  mF{x,y) 
provenant  de  l'égalité  des  coefficients  de  la  première  puissance  de  a  ; 
elle  exprime  qu'en  multipliant  les  variables  par  les  dérivées  correspon- 
dantes, la  somme  des  résultats  reproduit  m  fois  la  foncUon  elle-même, 
m  étant  le  degré  d'homogénéité. 
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§    6.    ÉQtATlOH    ALGËBRIQUE    DD    DSGRÉ   t». 

Iff.  L'ëquBtion  générale  du  degré  m  à  une  inconnue  s'obtient  en 
égalant  A  zéro  la  fonetion  algébrique  entière  du  degré  m;  c'e^tt  donc  : 

Aojr -f  A,!--' +  A,ar-* t-A--t*  +  A»  =  0' 

On  dit  qu'un  nombre  a  est  racine,  lorsqu'on  remplaçant  x  par  a,  le 
premier  membre  s'annule  ;  par  suite,  on  a  pour  la  condition  générale 
d'une  racine  a 

F(a)  =  Aoa-  +  A,a~-'  H f-  A«_ia  +  A_  =  o. 

Cest  aussi  la  condition  pour  que  F(x)  soit  divisible  par  z  —  a;  car, 
en  effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  le  reste  F  (a).  Le  quotient 
sera  un  polynAme  du  degré  m  —  i  que  nous  désignerons  par  X__i  ; 
on  n  ainsi 

F(x)  =  (:c  — o)X.^,. 
Soit  b  une  racine  de  l'équation  X«^i  >=  o;  on  aura  également 
X._,  =  (a:-6)X-_„ 
puisque  le  premier  membre  est  divisible  par  x  —  6;  X„_i  qui  représente 
le  quotient  est  un  polynâme  du  degré  m  —  2.  En  substituant,  il  vient 
F(x)  =  {a:  — o){x  — 6)X»_,. 
Si  e  est  une  racine  de  X«_i  =  o,  on  arrive  de  la  même  manière  à 
l'expression 

F  (jî)  =  (x  —  a)  (x  -  fc)  (îc  —  c)  X«_„ 
Xm-s  étant  le  quotient  de  X«_t  par  x  —  c,  et  ainsi  de  suite.  A  chaque 
division  l'exposant  m  diminue  d'une  unité;  après  nt  —  2  opérations 
semblables,  le  premier  membre  de  l'équation  sera  ramené  à  la  forme 
F{x)=(x  — a)(x  — 6)(x~c)...(i  — fc}(A»x*  +  Px  +  Q). 
Le  coefficient  An  se  conserve  dans  tous  les  quotients  successifs;  donc 
si  &  et  /  sont  les  racines  de  A«z*  -|-  Px  -}-  Q  ="  o,  il  viendra  finalement 
(«)    F{x)  =  (x-a){x-b)(x~c)...(x-h){x~k)ix~l)A,. 
F  fx)  ou  le  produit  du  second  membre  s'annule  pour  x  =  a,  x  =  b, 
etc.,x  =  ^  Ces  m  quantités  sont  donc  des  racines  de  l'équation  P(x)=^o; 
tout  autre  nombre  substitué  â  z  ne  pouvant  annuler  le  produit,  l'équa- 
tion n'aura  pas  d'autres  racines  que  a,  b,  c  ...  l.  Ainsi,-  en  admettant  que 
toute  équation  possède  au  moins  une  racine,  l'équation  algébrique  du 
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degré  m  en  aura  nécesEairement  un  nombre  égal  à  m  et  pas  davantage; 
ces  racines  peuvcDt  être  réelles  ou  imaginaires;  car  le  raisouDemeat  qui 
précède  est  indépendant  de  la  nature  des  nombres  a,  b,  e  etc. 

Posons  Ag  ^  I  dans  l'équation  (a),  et  développons  le  produit  du 
second  membre;  après  avoir  remplacé  F  (x)  par  sa  valeur,  l'égalité  des 
coefficients  des  mêmes  puÎRsances  conduit  aux  relations  suivantes  : 

a  +  6_j_c_| Hi  =  _A, 

ab-^ac-\-hc-\ =^  +  A» 

a6e  +  a6d  +  6cdH A, 


a6c...W  =  ±  A.. 

Donc,  1°  La  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  seeond 
terme  de  l'équation  en  signe  contraire;  3*  La  somme  des  produits  deux 
à  deux  est  égal  au  coefficient  du  troisième  terme;  et  ainsi  de  suite; 
enfin,  le  produit  des  racines  est  égal  à  plus  ou  moins  le  coefficient  do 
dernier  terme. 

Lorsque  le  coefficient  Ao  n'est  pas  l'unité,  ces  relations  ont  encore  lieu 
en  divisant  les  seconds  membres  par  ce  coefficient. 

Il  résulte  de  ces  égalités  que,  multiplier  chaque  racine  par  X,  revient  ii 
multiplier  les  coefficients  A|,  A*,  Ai ...  A_  par  1,  A>,  V  ...  l~,  de  sorte 
que  l'équation  suivante  : 

A,i-  +  A,)jc--'  +  A,i»x--»  +  -..  +  A„X-  =  o 
aura  pour  racines  aï,  bA,  e}.,  . . .  /A . 

Si  on  pose  a  =^  6  dans  l'cquation  [a),  le  second  membre  renferme 
(x  —  a)'  ou  deux  facteurs  égaux  h  x  —  a  ;  on  dit  alors  que  le  nombre  a 
est  une  racine  double;  si  l'on  a  :  a  =  6  ^  c,  F  (x)  renferme  (x  —  a)'  ou 
trois  facteurs  égaux,  et  a  s'appelle  une  racine  triple;  en  général,  si  p 
racines  sont  égales,  F  (x)  renferme  (x  —  ày  ela  est  une  racine  multiple 
du  degré  ;>  de  multiplicité.  Une  telle  racine  jouit  de  la  propriété  d'annuler 
F  (z)  et  ses  (p  —  i)  premières  dérivées;  car  nous  avons  vu  que  la  dérivée 
d'une  fonction  qui  renferme  un  facteur  (x  —  a)''  le  renferme  aussi  k  la 
puissance  p  —  i  ;  la  dérivée  de  la  dérivée  ou  V"(x)  le  renfermera  à  la 
puissance  p  —  2  ;  chaque  fois  que  l'ordre  de  la  dérivée  s'élève  d'une  unité, 
l'exposant  du  facteur  commun  diminue  d'une  unité;  dans  la  dérivée  de 
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Tordre  />,  le  fadeur  x  —  a  aura  pour  exposant  p  — p  ou  zëro,  et  u  trace 
disparaît;  mais  toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  possèdent  le  facteur 
X  —  a  et  s'annulent  pour  x  =  a. 

!•.  Dans  la  théorie  des  fmctions  a^brique»,  il  y  a  avantage  de  con»- 
dérer  l'équation  homogène 

A»ii-'  +  A,a:--'y4-A,x--yH \-&^y  =  o. 

Potur  la  résoudre,  on  divise  toute  l'équation  par  y~;  on  obtient  ainsi 
une  équation  ordinaire  du  degré  m  dont  l'inconnue  est  le  rapport—;  elle 
donnera  m  valeurs  réelles  ou  imaginaires  a,  b,  c...  l  pour  ce  rapport. 
Lorsqu'on  dit,  pour  abréger,  que  les  valeurs  (xi,  yi)  satisfont  !i  l'équa- 
tion, on  exprime  simplement  que  le  rapport  —  est  égal  à  l'un  des  nombres 
a,  b,  c,  ...  l.  Au  lieu  de  x„  yi,  on  pourrait  aussi  bien  prendre  pxt,  fy<, 
p  étant  quelconque,  puisque  le  rapport  reste  le  même.  Soient,  dans  ce 
sens,  (xi,  yi),  (x,,  yi)  ...  (x.,  y.)  les  racines  de  l'équation;  d'après  une 
formule  précédente,  on  aura 

ou  bien 

A.x-  +  A,x-^yH !-A.y"  =  — -^(3^.— yxO{xy,  -yx.)  ...(xy.  — i 

Hais,  on  a  aussi  pour  le  produit  des  racines 

X|XiXi  ...  Xm  A.. 

y,y,y,...y-""      A.' 
et  on  peut  prendre  Ao^y<yi-..yi.,  A.  =  x,Xi  ...  x«;  il  vient  alors 
pour  la  décomposition  dn  premier  membre  de  l'équation  en  facteurs  du 
premier  degré 

A.x-  +  A,x— 'yH t-A-y-  =  (xy,— yx,)(xyi  — yxi)...(xy«— yx.). 

Lorsqu'on  remplace  dans  l'équation  homogène,  y  par  Xy,  les  coefficients 
Ao,  Al,  Al ...  A.,  sont  multipliés  par  une  puissance  de  X  égale  à  leur 
indice;  par  suite,  toutes  les  racines  seront  multipliées  par  T.;  l'équation 

A,x-  +  XAiX-'-'y  +  A»A,i--*y»  H 1"  ^"A-ï"  =  <> 

aura  donc  pour  racines  (^i,  yi),  (Ax*,  yi), ...  {hcm,  y.). 
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s    7.    RtSULTAHT    BT   DISCHIMINAnT. 

17.  CoDsidërons  le  système  de  deux  équations 

la  preiniâre  du  de^rént,  la  seconde  du  degré  n.  SoieDtfxi.^i),  (xt,  jri)... 
(ar«,  y,)  les  racines   de  la   première,  et  (%„  ri,),  (5,,  )7.)...  (î,,  n.)  les 
racines  delà  secoade.  Substituons  le  premier  système  dans  V{x,y)  et 
multiplions  tous  les  résultats  correspondants  j  il  viendra 
(l)     if>,^:  +  '',x',"y,  +  ...  -\-b^)(b,x^  +  b,xr>y^-\ 1-A.j;)... 

Effectuons  une  multiplication  semblable  sur  les  résultau  de  la  substi- 
tution des  racines  de  la  seconde  équation  dans  f{x,  y);  on  aura 

(!')  K5T  +  a,£r'l.H h  'ï-lT)(«»5T  +  a,^p>j,H ho-lD  ... 

KC  +  a.^r'>J-H ha-O. 

Eu  général,  une  racine  de  la  première  équatJon  ne  satisfera  pas  k  la 
deuxième,  pas  plue  qu'une  racine  de  celle-ci  ne  satisfera  à  la  première. 
Pour  qu'il  y  ait  une  solution  commune,  une  condition  doit  être  reipplie 
par  les  coefficients  des  deux  équations;  on  l'obtiendrait  eu  éliminant  x 
entre  celles-ci;  le  premier  membre  de  l'équation  ainsi  obtenue  s'appelle 
Véliminant  ou  le  résultant  des  équations  proposées. 

Nous  pouvons  aussi  prendre  pour  définir  le  résultant  l'une  ou  l'autre 
desexpressions(i)et  (i');  car,  si  une  racine  de  f(x,y)=o  est  commune 
il  l'autre,  l'un  des  facteurs  de  (i)  s'annulera,  et,  réciproquement,  si  le 
produit  (i)  s'annule,  l'un  des  facteurs  est  égal  à  zéro  et  il  y  aura  une 
racine  commune.  Dn  raisonnement  semblable  s'applique  au  produit  (i'). 
Si  on  désigne  par  R  le  résultant,  nous  pouvons  poser  : 

(2')R={a.Èr+«.5r'*î,+  -+o-i7)-(".5:+û,çr'>î.+-+«->5:)- 

II  nous  importe  peu,  pour  notre  but,  de  savoir  comment  on  pourrait, 
dans  ces  deux  expressions,  remplacer  les  fonctions  des  racines  parles 
coefficients  des  équations.  Nous  allons  nous  servir  de  cette  première 
définition  pour  démontrer  quelques  propriétés  générales  et  caractéris- 
tiques do  résultant. 
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Chaque  facteur  de  (2)  est  homogène  et  du  degré  i  par  rapport  aux 
coefficients  b  :  R  sera  une  fonction  homogène  du  degré  m  par  rapport  à 
ces  coefGcients,  puisqu'il  renferme  m  facteurs,  autant  que  de  racines  de 
la  première  équation;  l'expression  {2')  montre  aussi  que  R  sera  une 
fonction  homogène  du  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  a.  La  présence 
des  racines  n'infirme  pas  cette  conclusion,  parce  que  les  racines  (xi,yi)  etc. 
de  f{x,  y)  =  o  ne  dépendent  que  des  coefficients  a  de  cetLe  équation,  de 
même  que(^i,'!<)^^-  ne  <iépendent  que  des  coefficients  6  deF(z,y)^o. 

Remplaçons  maintenant  dans  les  équations  proposées  y  par  h/,  et 
soient 

f,  =  0.3C-  +  a,Xx--*y  +  a,A'x--'y»  -| \-  a_X-y-  =  o, 

F,  =  6,1-  +  btXx—y  +  btl'r'-y  +  ■■  +  bjry  =  o 
les  équations  transformées.  Nous  savons  que  ce  changement  a  pour  effet 
de  multiplier  les  racines  par  A  ;  donc  les  racines  de  ft^^  o  seront  : 
(k,xi,  jfi),  (X,Xi,  yi)...,  et  celles  de  Ft  =  o,  {hii,  Vi),  (i-iU,  >]>).■•■  Si  on 
désigne  par  R'  le  résultant  des  équations  transformées,  on  a  : 

R'  =  {btl'iC,  +  fc.J'a^-'y,  +  —  6,l"y;)  (6,^-jc;  H h  M'y!0-- 

On  Toit  que  chaque  parenthèse  renferme  ^'  en  facteur  multipliant  le 
facteur  correspondant  de  R  ;  comme  il  y  a  m  facteurs,  on  a  la  relation 

R'  =  A-R. 
Hais,  si  un  terme  Or&i  de  R,  où  la  somme  des  indices  des  coefficients 
a  et  6  est  r  et  «,  devient,  par  la  transformation,  ari.'b,i.'  t=  arb,}r+;  il 
fout  que  r'{-s  =  mn  en  vertu  de  la  relation  précédente. 

Donc,  le  résultant  de  deux  équations  des  degrés  met  n  est  uhe  fonction 
homogène  des  coefficienU  de  ces  équalions  ;  il  est  dv  degré  n  par  r<^rport 
aux  coeffiaenlê  de  la  première  et  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients 
de  la  seconde  ;  enfin  Us  coefficients  ayant  un  indice  égal  à  la  puissance 
de  la  variable  suivant  laquelle  les  équations  sont  ordonnées,  la  tomme 
des  indires  dans  chaque  terme  est  constante  et  égiUe  au  produit  des  degrés 
des  équations. 

Cette  somme  des  indices  dans  chaque  terme  s'appelle  le  poiHs  du 
résultant. 

Admettons,  maintenant,  que  les  coefficients  des  équations  proposées 
soient  des  fonctions  d'une  inconnue  2  d'un  degré  égal  à  leur  indice,  et 
posons  y  Bi  I  :  nous  aurons  un  système  de  deux  équations  non  homo- 
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gèaes  à  deux  iitconnues.  Par  l'ëlimination  de  x,  on  arrivera  à  une  équa- 
tion en  z  dont  Me  degré  sera  mn,  poids  du  résultant;  elle  admettra 
mn  valeurs  pour  z  et,  par  suite,  autant  de  valeurs  pour  x.  Donc,  deux 
équationt  non  homogèiut  à  deux  inconnuet  admettent  mn  solutions 
communes. 

AËn  d'arriver  à  une  loi  générale,  considérons  encore  le  système  de 
trois  équations  homogènes  k  trois  variables 
(0  M(x,y,ï)  =  o,  (3)  N(x,y,ï)  =  o,  (3)  P(i.y,«)=o 
des  degrés  m,  n,  p.  Nous  les  supposerons  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  avec  des  coefficieats  affectés  d'un  indice  égal  Ji 
la  puissance  de  z  dans  chaque  terme.  Les  deux  premières  résolues 
par  rapport  h  x  :z,  y  '■  z  admettent  mn  solutions  communes.  Soient 
(xiy<Si),  (zt^iZi)  ■  ■  ■ .  (x„y.,^..)  ces  valeurs.  Substituons-les  dans  la 
troisième  et  faisons  le  produit  des  résultats  ;  il  viendra  l'expression 

R  =  P(x,y,z,)  P{x.y,z,) P(i-^-.^-,) 

qui  devra  s'annuler,  si  les  trois  équations  ont  une  solution  commune  ; 
ce  sera  le  résultant  de  ces  équations.  Chaque  facteur  renferme  les  coefB- 
ciraits  de  P  au  premier  degré  et  comme  il  y  en  a  mn,  le  résultant  sera 
une  fonction  homogène  du  degré  mn  par  rapport  aux  coefficients  de  la 
troisième  équation.  On  peut  aussi  obtenir  R  en  substituant  dans  (2)  les 
mp  solutions  communes  du  système  (i)  et  (3)  ou  encore,  en  substituant 
dans  (i),  les  np  solutions  communes  du  système  (2)  et  (3);  par  là,  on 
voit  que  le  résultant  sera  du  degré  mp  par  rapport  aux  coeCBcients  de 
(2)  et  du  degré  np  par  rapport  aux  cccflicients  de  (i).  Enfin,  par  le 
changement  de  z  en  Xx,  les  deux  premières  équations  transformées 
auront  pour  racines  (Xj;,,  Ay,,  Zi),  (Ax),  Xi/i,  zi)  etc.,  comme  00  peut  le 
vérifier  au  moyen  de  l'exemple  suivant  : 

x*  4-  y*  —  3^'^  +  2xz'  -j-  z'  ^  o  ; 
en  changeant  z  en  Xz,  la  transformée  sera 

i'  4-y*  —  s^x'z  +  2À'xz'  +  i*z*  =  o. 
Si  on  substitue  dans  le  premier  membre  /Xi,  Ay^,  Zi,  on  trouve  pour 
résultat 

^*  (^î  +  yî  —  3^Î2"  +  «i^î  +  «î) 
qui  est  nul  en  supposant  Xi,  yi,  Z|  racines  de  l'équation  primitive.  Par 
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la  substitutioD  des  valeurs  ()xi,Ayt,  zi)  etc.  dans  la  trangTormée  de 
P(x,y,z)  =  o,^  sera  focteur  dans  chaque  résultat  et  comme  il  j^  ea 
a  mn,  ou  a  la  relatioD 

R'  =  i-"CR, 

R'  étant  leréeultaot  des  trois  équations  transformées.  Or  un  terme  a,  bj;.. 
de  R  devient  par  la  transformation  Ori'b,}.'. . .  et,  par  suite,  on  doit  avoir  : 
r-^t-\-  ■■^=mnp.  Li  somme  des  indices  des  coefficients  dans  chaque 
terme  est  constante  et  égale  au  produit  des  degrés  des  trois  équations. 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  équations  proposées,  les  coeffi- 
cients soient  des  fonctions  d'une  nouvelle  variable  I  d'un  degré  égal  k 
leur  indice,  et  posons  z  =  i  ;  on  aura  un  système  de  trois  équations  non 
homogènes  k  trois  inconnues.  L'élimination  de  x  et  de  y  conduira  à  une 
équation  en  I  dont  le  degré  sera  égal  au  poids  mnp  du  résultant  des 
équations  primitives  ;  on  en  déduira  pour  l,  et,  par  suite,  pour  x  et  y, 
mnp  solutions  communes. 

En  continuant  le  même  modo  de  raisonnement,  on  arrive  à  ce  beau 
théorème  général  : 

Le  réiultanl  de  k  êqualwtig  homogène»  à  k  variables  est  une  fonction 
homogène  des  coefficients  de  ces  équations  dont  le  degré  par  rapport  atuc 
coefficients  de  chacune  belles  est  égal  au  produit  des  degrés  de  toutes  les 
autres;  les  équations  étant  ordonnées  par  rapport  d  une  varù^le  avec  des 
coefficients  portant  un  indice  égal  d  la  puissance  correspondante  de  celle 
variable,  la  somme  des  indices  dans  chague  terme  du  résultant  est  con- 
stante et  égale  au  produit  des  degrés  de  toutes  Us  équations. 

Enfin,  un  système  de  k  équations  non  homogènes  à  k  inconnues  admet 
un  nombre  de  solutions  communes  égal  au  produit  des  degrés  de  ces 
éqwaions. 

IS.  Discriminant.  Etant  donnée  une  fonction  homogène  h  k  variables, 
formons  toutes  les  dérivé^is  par  rapport  à  chacune  d'elles  pour  les  égaler 
k  îéro  :  l'éliminant  des  équations  ainsi  obtenues  se  nomme  le  discn'mi- 
nant  de  la  fonction. 

Quand  la  fonction  proposée  est  du  second  degré,  les  dérivées  formeront 
un  système  d'équations  linéaires  et  le  discriminant  sera  simplement  leur 
déterminant.  Soit,  par  exemple, 

/■==  0*1'  +  2aiin/  +  o»y». 
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On  a  : 

/:  =  a  (001+  oiy)  =  0,     /;  =  2  {aa  +  a,y)  =  o. 
En  appelant  S  le  diseriniinant  de  f,  ce  sera  : 

0  :^  I  a«  ai  j  ^  BnUt  —  (t,. 
I  ai  Oi  I 
Soït  encore 

/■=  ai(X'  +  o*^y'  +  Ouï'  +  aaitïy  +  2attxx  +  aoi^z. 
Les  équations  dérÎTëes  étant 
anx+Ony+ai,x=o,     aiiX+ai^-{-aHZ=o,    attX-\-any-^atit^o, 
on  a,  pour  le  discriminant  de  f, 


On  Ofi  ail 

OtI   «M  0)1 
du   Ou  Oïl 


=  OnO«Ow-i-  îOuûiiOii —  aiiaà,  —  'i)*"')  —  Onaîf 


Si  la  fonction  proposée  est  du  degré  m  et  i  i  variables,  on  obtient  par 
la  dérivation  un  système  de  k  équations  du  degré  m  —  t  ;  d'apris  la 
règle  qui  précède,  leur  éliminant  sera  une  fonction  homogène  des  coeffi- 
cients de  chacune  d'elles  du  degré  (m  —  i)*~'  ;  mais  ici,  chaque  équation 
renferme  les  mêmes  coefficients,  â  savoir  ceux  de  la  fonction  donnée;  il 
faut  donc  encore  multiplier  la  quantité  précédente  par  A,  et  A  (m —  i)*~* 
aéra  le  degré  du  discriminant  par  rapport  aux  coefficients  de  la  fonction. 

Nous  ferons  aussi  remarquer  que,  si  le  discriminant  du  premier 
membre  de  l'équation 

f=aoX~-{-aiX'-'y-\ |-o.y"  =  o 

est  égal  il  zéro;  il  doit  y  avoir  deux  racines  égales.  En  effet,  dans  cette 
hypothèse,  les  équations 

ont  une  racine  commune;  soit  a  cette  racine;  le  focteur  x  —  ot/ doit  se 
trouver  i  la  fois  dans  /^  et  /^  au  premier  degré;  par  suite,  la  fonction  f 
doit  renfermer  le  même  facteur  su  carré  et  a  est  une  racine  double  de 
l'équation. 
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5    8.    INVARIANTS   BT    COVARIAHTS. 

19.  On  doDoe  le  nom  de  forme  à  toute  fimction  algébrique  homogène 
considérée  en  elle-même,  abstraction  faite  de  l'i^quation  qui  en  résulte  en 
l'égalant  à  zéro.  On  distingue  les  formes  binaires,  ternairei,  quttier- 
nairet  etc.  suivant  que  la  fonction  hoOiogène  renferme  deux,  trois, 
quatre  variables  etc.;  on  emploie  aussi  les  qualificatifs  anglais  qua- 
drique  ou  quadratique,  cubique,  quartiqut  ou  biquadratique  etc.,  pour 
exprimer  que  la  fonction  est  da  second,  du  troisième,  du  quatrième 
degré  etc. 

Les  formes  binaires  quadratique,  cubique   et  quartique  ont  pour 


o,x*  +  $a,x^  +  Sitixy*  +  a,y' 
Otx*  +  4a,«'y  +  6atx'y*  +  40,0^  +  o^ 
t^t  celle  de  l'ordre  m 

<hx-  +  mail— 'y  H ^ :'  oix-  ''y'  -\ 1-  a»y. 

La  forme  ternaire  de  l'ordre  «1  s'obtient  en  développant  (x  +  y  +  ")" 
et  en  ajoutant  ensuite  un  coefficient  i  chaque  termcy 

Translormer  linéairement  une  forme  f(x,  y,  je  ...),  c'est  remplacer  les 
variables  par.  les  expressions  suivantes  : 

x  =  /5   -\-mii   4-nÇ   H 

y=/'Ç+m'n  +n'Ç+-. 

«  =  i"Ç.+  m")i+ »";;+■ - 


oà  l,  n,  Z—  Bont  des  nouvelles  yatiablcs  en  même  nombre  que  les  pre- 
mières;  la  fonction  F(^,  >i,  Z  •-•}  qui  résulte  de  cette  substitution  est  la 
fonction  transformée;  enfin  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  /, 
m,  etc.  s'appelle  le  module  de  la  transformation;  nous  le  désignerons 
toujours  par  r. 

La  théorie  des  formes  s'occupe  principalement  de  la  recherche  des 
fonctions  des  coefficients  ainsi  que  des  fonctions  des  coefficients  et  des 
variables  de  cette  forme  qui  ne  sont  pas  altérées  par  une  transformation 
linéaire,  c'est-à-dire  une  transformation  où  les  variables  primitives  sont 
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Mets  aux  variables  nouvelles  par  des  relations  du  premier  degré.  Une 
fonctioD  des  coefficients  qui  jouit  de  cette  propriété  s'appelle  tRvonant; 
si  la  fonction  renferme  en  même  temps  les  variables,  elle  s'appelle 
tovaritmt.  Nous  allons  essayer  par  quelques  exemples  très  simples  de  bien 
foire  saisir  le  sens  de  ces  expressions. 

99.  Soit  la  roTDie  binaire  quadratique 

f=  (!(**  +  2a,iiy  +  H»y». 
Posons,  pour  les  formules  de  transformation, 

x  =  l^-^tKn,    y  =  /'S  +  m% 
le  modale  r  étant 

r^  \  l     m     =  /m'  —  ml', 
\l'    m'  \ 
En  substituant  ces  valeurs,  il  vient  pour  la  transformée  F, 

F  =  ao(tÇ  -I-  mny  +  2a,  {t^  +  mu)  {1%  +  m'w)  +  at(l'l  -+-  m'v)*. 
Développons  le  second  membre  et  réunissons  les  termes  en  Ç*,  ^i,  yi*; 
on  trouve 

F  =  A.Ç*  +  2A,Êil+Ai»l» 

A„  =  aol*  +  2aiU'  +  aj".    A,  =  a»m'  +  2o,mm'  +  (Hm", 
A,  =  aM  +  a,{lm'  +  ml')  +  thi'm'. 
On  peut  former  avec  les  coefficients  de  f  différentes  expressions,  telles 
que 

o^  _l_  a,  +  o„     a^aiG^,    a,a\  —  o„    «oa,  —  a*,  etc. 
ainsi  que  les  expressions  correspondantes  pour  la  transformée  F, 
A,-)-A,+A„     A„A,A.,     A„AJ  —  A„     A„A,  —  AJ,  etc. 
Il  arrive  quelquefois,  en  comparant  celles-ci  aux  premières,  que  l'une 
d'elles  D'en  diffère  que  par  un  facteur  dépendant  uniquement  des  for- 
mules de  la  transformation.  Ainsi,  par  les  valeurs  de  A»,  A,,  A|,  on 
vérifie  facilement  la  relation 

A^A,  —  Aî  =  r*  {a^ttt  —  à[)  ; 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  autres  expressions,  l'idée  que  ren- 
ferme cette  équation  s'exprime  brièvement  en  disant  que  a^a^  —  a*  ert 
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—   XLTin  — 

un  invariant  de  f.  En  général,  on  appelle  ainsi,  vne  expression  de» 
coefficients  if une  forme  telle,  qu'après  une  transfomu^xon  liniaire,  tex- 
pretaion  analogue  avec  les  nouveaux  coefficients  ut  égale  à  ta  première 
tnuUijdiie  par  une  puissance  du  module  de  la  transformation.  Donc,  n 
f(x,  y,  z...  a»,  ot,  oi...)  est  une  forme  queleonque,  et  F(Ç,  vi,  %... 
As,  A|,  A|...)  sa  transformée,  une  fonction  H  (a«,  ai,  Oi...)  des  coeffi- 
cients de  /'est  un  invariant,  si  l'on  a  : 

n(A„  A„  A,...}  =  r*  n(ao,  a„  a,...)- 
On  peut  aussi  avoir  un  invariant  se  rapportant  &  un  sysl^e  de 
formel.  Un  exemple  très  simple  de  ce  cas  est  donné  par  l'éliminant  B 
des  équations 

aix  +  ftiy  +  *<*='  o>  ûta;  -\- b^ -\- Ctx  =  o,  Ojx  +  6,y  +  "i^  ^  o. 
Ona: 

''I 
bt 
6. 

Si  on  transforme  les  équations  par  les  formules 
*  =  'e  +  «t»  +  nÇ,      y  =  n  +  m'y,  +  n%      z  =  l'%  +  m"yi  +  n'%, 
elles  deviennent 

(ai/4-6if+Ciï")Ç-|-(ai«i+6ini'-l-eim")»i+{aiM+6in'+Ci»"));^o, 
(oi/4-6i''+<'»'")  £+('*«'''+ ^•"'+<:i''>")*l+{<'*''+^«'>'+**''")ï  =  °> 
(oif -i-6i(' -H  Ci/")S+(o»m  4-63»»' +*'"*")  *l+(ain -HM'+dn'Oîi^O' 
D'après  la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  réliminant  E'  de 
ces  équations  transformées  a  pour  valeur 


/" 
d'oA  résulte  la  relation 


elle  est  conforme  à  la  définition  qui  précède.  Donc  l'éliminant  E  est  une 
fonction  des  coeOicients  des  trois  expressions  linéaires  qui  composent  les 
premiers  membres  des  équations  jouissant  de  la  propriété  de  l'invariance; 
OD  l'appuie  ûivorùtnl  sim^dtané  de  ces  fonctions. 
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—  xux  — 

Nmis  avons  vu  qu«  le  discFimiDant  à  d'une  forme  binaire  égalée  i 
zéro  s'aaaule  dans  le  cas  d'une  racine  double;  ce  qui  iadique  que  la 
fonction  renferme  un  facteur  au  carré  qui  eubsisteiia  encore  après  la 
transformation.  Le  discriminant  A'  de  U  transformée  s'annulera  toujours 
en  même  temps  que  A  et  devra  renfermer  ce  dernier  comme  facteur. 
Ain^,  poar  la  forme  quadratique  :  aax*  -f-  sttix^  -1~  "ly'i  ^^  ^^'^  ^"^ 
A  ^  uoOt  —  a*  ;  nous  avons  vu  tout-à-l' heure  qu'après  la  ti-ansformation 
on  a  :  A'  :=  Ac  Âi  —  AJ  et  la  relation 

A'  =  r*A. 

Le  dÎBcriminaot  d'une  forme  binaire  est  donc  un  invariant.  Cette 
propriété  subsiste  pour  le  discriminant  d'une  forme  i  un  nombre  quel- 
conque de  variables. 

De  même,  on  s'explique  aussi  comment,  en  général,  l'éliminant  E  d'un 
système  d'équations  doit  être  un  invariant  des  premiers  membres;  car 
la  condition  E  =  o  exprime  que  ces  équations  ont  une  solution  com- 
mune; après  la  transformation,  les  équations  nouvelles  auront  aussi  une 
solution  commune  et  leur  éliminant  E'  devra  s'annuler  en  même  temps 
que  B  ;  il  faut  donc  que  E'  sott  égal  ii  E  multiplié  par  un  facteur  indépen- 
dant des  coefficients  des  équations. 

91.  Il  existe  un  principe  important  qui  permet  de  trouver  un  inva- 
riant simultané  de  deux  formes,  lorsqu'on  connaît  un  invariant  de  l'une 
d'elles.  Soient  f{x,y  ...  uo,  ai,  ot...)  et  ip(x, y  ...  tg  ^•■^«■■■)*'^u''f'>r''i^^ 
du  même  degré  et  n(a«,  ai,  Ot- .-)  un  invariant  de  la  première.  Désignons 
par  Q',,  n',,  IIj...  les  dérivées  de  H  par  rapport  aux  coeCBcienIs  Oo,  du 
a*...;  je  die  que  l'expression 

6,ii;+6,n',  +6,n;  +  --- 

sera  un  invariant  simultané  des  deux  formes. 

En  effet,  prenons,  pour  la  forme  f,  la  fonction  f-i-kff  où  k  est  une 
constante  indéterminée.  On  passe  de  f^f-\-k(p  en  remplaçant  les 
coefficients  Uo,  ai,  oi...  paroo+J^bo,  at+kb„  at-\-kbt...,  et  si  II  (as,  ai...) 
est  un  invariant  de  f,  ]l{an~{-kb,,  0|-|-A6,,  ai  +  ftbi,...)  sera  un  inva- 
riant de  f+k(p,  quel  que  soit  k.  En  développant,  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  k  jouiront  de  la  propriété  de  l'invariance  et,  en 
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particulier,  le  coeffieient   de  la  première  puissance   de  k;  d'après  la 
formule  de  Taylor,  ce  dcraier  a  pour  valeur 

6,n'o  +  6,n',  +  6,n;  +  -  -; 

c'est  précisément  l'expression  proposée. 
Comme  premier  exemple,  soient  les  formes  quadratiques 

Nous  savons  que  a^a^  —  a]  est  ua  invariant  de  la  première;  en  appli- 
quant la  principe,  on  trouve  que 

bflOt  +  6i  ( —  20()  +  tttOa  =  a«bi-|-  dibg  —  zaïb, 
sera  un  invariant  si  multané  de  fet  de  9. 

Soient,  maintenant,  les  deux  formes  ternaires  quadratiques 
f=  01,1'  4.  (!„)/*  4-  a,.x'  +  zaïtxy  •+■  2a,txz  +  zott^z, 
tf  =  biiX*  +  6ïiy'  +  biiz*  -+■  2bi^  +  sbuxx  +  afru^e. 

Nous  avons  fait  remarquer  précédemment  que  le  discriminant  d'une 
forme  est  un  invariant;  pour  la  première,  il  a  pour  valeur 


n^i 


iiauati-^  lattattOti — Oiiali — otiah — aiiola* 


La  notation  des  coefficients  est  différente,  mais  l'applica  tion  du  principe 
est  U  même;  il  faut  multiplier  les  coefficients  611, bu...  de  la  seconde 
forme  par  les  dérivées  de  II  prises  par  rapport  aux  coefficients  corres- 
pondants de  la  première.  Il  vient  ainsi 

6n{aiiOi»  — oïi)  +  6ii(o(.*in  — oïi)4-fcii(«iio«t  — ail) 
-i-2b,t{a,tatt — Oiioi  1)4-261  j(aiiatt  —  ai)ais)-|-2frtg(aM(iii  —  anati). 
En  partant  du  discriminant  de  la  seconde  forme 

6„6„ft„  +  îiMft.it».  —  bubU  -  6.,61,  -  b^ibU, 
on  trouve  également 

an  (6»6»  —  bU)  +  atf  (&<ib»  -  Mi)  +  a»  (6..6it  -  bU) 

+2a„{hitbtt—b»bit)+2a,t{b,tbtt-btib,t)+2ati(b,tb,t  —  b,tbjt). 

Ces  deux  expressions  sont  des  invariants  simultanés  des  deux  formes. 
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m,  Covariant».  On  ttppdle  ainn  une  expreetion  dti  coefficient»  ei  des 
variables  iTune  forme  telle,  qu'après  une  transformation  linéaire,  la  mime 
expression  prise  sur  la  transformée  est  égale  à  la  première  multipliée  par 
unepuissance  du  module  de  la  transformation. 

Soit  f(Xf  y...  Os,  <i|...)  une  forme  quelconque,  et  F(Ç,  >i...  A»,  A,...)  sa 
tnnsformëe;  un  covariant  f  est  défini  d'une  manière  générale  par 
l'équation 

f{l,  ri...  An,  Ai...)  =  r*9  {x,  y...  oo,  a,...). 
Nous  allons  démontrer  un  principe  fondamental  qui  conduit  h  une 
série  importante  de  covariants.  Pour  fixer  les  idées,  considérons  une 
forme  f{x,  y)  h  deux  variables  seulement;  le  raisonnement  est  le  même 
dans  le  cas  général.  Supposons  que  x  et  y,  x'  et  y'  soient  deux  séries  de 
variables  qui  se  transforment  linéairement  par  les  mêmes  formules,  de 
telle  sorte  que  Ton  ait  : 

x  =  t^  +  mri,  X'  =  /Ç'  +  mv', 

^''      y  =  n  +  m'r,,  ^^'       y'  =  fS'  +  mV. 

On  dit  alors  que  les  deux  séries  de  variables  sont  eongridientes. 
Oq  en  déduit 

x  +  }x'  =  Hi  +  )^i')  +  m{ri  +  }.vi'), 

">  y  +  iy'  =  1(1  +  m  +  m  (1  +  ^"O  ; 

par  suite,  les  variables  x  ~\-  îx",  y  -|-  iy'  sont  aussi  liées  aux  variables 
nouvelles  S  +  A^',  n  -)-  )-n'  par  les  même  formules  que  les  autres. 

Effectuons,  maintenant,  dans  la  forme  f(x,  y)  la  substitution  (i), 
donnant,  je  suppose,  l'égalité 

/■(•.y) -F  s.* 

En  vertu  des  formules  (3),  on  aura  aussi 
(*)  f{x  +  ix',y  +  Xy')  =  F(5  +  Xf,  v  +  hi% 

quelle  que  soit  la  valeur  de  )■.  En  développant,  il  y  aura  égalité  entre  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  )■  de  part  et  d'HUtre  ;  par  suite,  on 
a  les  relations 

et,  ainsi  de  suite.  Il  est  donc  démontré  que  les  opérations  suivantes  : 

'■/:+»'/■;. 
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appliquées  à  une  forme  quelconque  /  jouissent  de  b  propriété  de 
l'invariance.  On  doit  regarder  ces  expressions  comme  des  covariants  k 
deux  séries  de  variables. 

Supposons  que  l'on  ait  effectué  l'une  des  opérations  précédentes  sur 
une  tonne  f(x,y);  le  résultat  sera  une  fonction  renfermant  les  deux 
séries  de  variables  que  nous  désignerons  par  P  {x,y,  x',y');  nous 
pouvons  regarder  x  et  y  comme  constants,  c'est<à-dire  les  asEÏmiler 
aux  coefficients  de  /;  dans  cette  hypothèse,  P  est  une  fonction  ordinaire 
h  deux  variables  x',y';  toute  exprcsssion  des  coefficients  avec  xety, 
jouissant  de  la  propriété  de  l'invariance,  conservera  cette  propriété 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  de  y;  mais  comme  elle  renferme 
les  coefficients  de  /  (x,  y),  ce  sera  un  covarisnt  de  cette  forme. 

Considérons,  par  exemple,  la  forme  cubique  binaire 
f=  a,x*  -\-  3aiX'y  +  3aiiy'  +  ajy*. 

Prenons  les  trois  dérivées  secondes  pour  les  substituer  dans  l'ex- 
pression 

x-r^  +  zx-yr^  +  yY»; 
en  laissant  de  côté  les  facteurs  numériques,  on  trouve 

x"  (ojx  +  o,y)  +  2x'y'  (o,i  -t-  «^)  +  !/'*(a,x  +  a,y). 

C'est  une  forme  quadratique  par  rapport  aux  variables  x',  y'  dont  le 
discriminant  est  : 

{atx  +  a,y)  (a,x  +  a,y)  —  {o.x  +  a,>f)* 
=  (orti  —  a\)x'  4-  (oooi  —  a,ai)xy  +  (tt,o,  —  o|}y*. 

Le  discriminant  jouissant  de  ia  propriété  de  l'invariance,  l'expression 
précédente  est  un  covarisnt  de  forme  cubique. 

Comme  second  exemple,  soil  /  (x,  y,  z)  une  forme  ternaire  de  l'ordre 
m;  supposons  qu'on  lui  applique  l'opération  indiquée  par 

Si  on  regarde  x  et  y  comme  constants,  le  discriminant  de  cette  forme 
du  second  degré  en  x',  y',  z',  c'est-à-dire  le  déterminant  des  équations 

x'f.',  +  y'f:,  +  z'f:'.  =  o, 
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sera  uo  invariant  de  la  forme;   par  suite,  le  détermioaat  formé  des 
dérivées  secondes,  c'est-â-dire 


\r,'. 


fi  r~ 


est  un  covariant  de  /';  il  en  est  encore  ainsi  lorsque  la  forme  renferme 
plus  de  trois  variables.  Ce  déterminant  s'appelle  le  Hessim  de  f. 
Enfin,  soient  f,  F,  <f  trois  formes  à  trois  variables;  les  expressions 

^'/ï+s'/ï  +  ^'A 

x'FL  +  *f'F',  +  z'P'„ 
sont  du  premier  degré  en  x',  if,  z'  et  leur  déterminant 


J  = 


fi     f' 


est  un  invariant;  done,  si  x  ,y  et  z  sont  variables,  ce  sera  un  covariant 
simultané  des  trois  formes. -Il  en  est  de  même,  dans  le  cas  géDéral,  pour 
le  déterminait  composé  des  dérivées  premières  de  n  formes  différentes 
il  n  variables;  ce  déterminant  s'appelle  le  Jaeot/ien  de  ces  foncttoDs. 

Nous  aurons  l'occasion  pins  tard  de  rencontrer  les  formations 
invariantes  que  nous  venons  de  définir.  Nous  pouvons  maintenant 
aborder  les  premiers  principes  de  la  géométrie  analytique  qui  est  l'objet 
de  ce  cours. 
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COURS 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


DÉFINITION. 

La  géométrie  analytique  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l'on  étudie 
les  propriétés  des  figures  par  l'analyse  algébrique.  Avec  quelques  conTen- 
tioDs,  on  arrive  aux  équations  qui  déterminent  les  diflërents  points  d'une 
ligne  et  d'une  surfoce  géométrique;  au  lieu  de  se  serrîr  des  procédés 
de  la  Géométrie  synthétique  pour  en  démontrer  une  propriété,  on  emploie 
l'équation  de  cette  ligne  ou  de  cette  surface. 

Il  suit  de  cette  définition  que  tous  les  résultats  de  la  Géométrie  ana- 
lytique ont  la  même  généralité  que  ceux  de  l'algèbre  :  après  avoir 
démontré  une  certaine  propriété  d'une  figure  composée  de  points,  de 
droites  et  de  courbes,  la  même  relation  aura  lieu  dans  les  différentes  posi- 
tions de  la  figure,  lorsqu'un  poini  ou  nne  droite  passe  de  la  gauche  vers 
la  droite  etc...;  car  on  ne  fait  usage  que  de  formules  algébriques,  et  les 
changements  de  position  de  certaines  parties  de  la  figure  dépendent  seu- 
lementdes  valeurs  ou  des  signes  attribués  box  lettres  qu'elles  renferment. 

La  Géométrie  analytique  étend  donc  les  conceptions  de  la  Géométrie  en 
les  généralisant;  elle  fournit,  en  même  temps,  une  méthode  générale  et 
uniforme  pour  l'étude  des  propriétés  des  figures.  De  plus,  elle  est  aussi 
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quelquefois  lires  utile  pour  résoudre,  parla  Géométrie,  certaines  questions 
de  calcul. 

C'est  vers  1637  que  l'illuEtre  Descartes  a  défini  cette  nouvelle  méthode 
pour  tes  Tccbercbes  géométriques;  elle  a  été  admise  et  cullivée  avee 
ardeur  par  les  géomètres,  et  elle  peut  revendiquer  une  grande  part  dans 
les  progrès  des  sciences  malfaématiques. 

Cependant,  au  commencement  de  ce  siècle,  quelques  géomètres  se 
sont  portés  de  préférence  vers  la  Géométrie  pure.  L'élan  fut  donné  par 
Camott  qui,  dans  son  traité  de  Géomélrie  de  position,  généralisa  les 
dëmoDStralions  avec  la  notion  des  longueurs  positives  et  négatives.  Plus 
tard,  les  nombreux  et  remarquables  travaux  de  Poncelel,  de  Chaslcs,  de 
SIeiner,  etc.  ont  séduit  tes  esprits  par  des  méthodes  générales  et  fécondes. 
Haïs  en  même  temps,  la  Géométrie  analytique  s'est  considérablement 
étendue  en  suivant  une  voie  nouvelle,  et  les  élégantes  recherches  de 
ces  dernières  années  ont  servi  à  la  compléter  de  la  manière  la  plus 
heureuse. 

la  Géométrie  analytique  se  divise  en  deux  parties  :  la  GéomUrie  mm- 
tiftique  plane,  qui  s'occupe  des  lignes  planes  et  des  problèmes  qui  s'y 
rattacbeol;  la  Gtomitrie  analytiqve  à  trois  dtmentiotii,  qui  étudie  les 
figures  dans  l'espace. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  PLANE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

INTRODUCTION. 

SowjlKi.  —  De»  toordonnéei  eariitienne;  Miqtiei  et  rtcianguiairet.  Coorii<m>lie* 
poUxirfi.  —  Traatfomialion  dei  coordiinnrei.  —  Patêagt  de  la  di/inition  d'une 
ligne  gtomiln'que  i  ion  équation.  —  Clmi'fieolion  dei  ligna  planei. 


§    1.    DES    CUOnnOKNËES. 

1.  On  donne  le  nom  de  coordonnées  aux  quantités  variables  qui 
servent  à  fixer  la  position  d'un  point  dans  un  plan. 

Pour  définir  les  coordonnées  de  Descartes,  tirons  prèalBblemcnt 
{fig.  i)  deux  droites  fixes  X\',  YY' 
qai  se  coupent  en  un  point  0,  .'«ous 
un  angle  quelconque.  Par  un  point 
H,  menons  des  parallèles  à 
droites;  les  coordonnnes  de  ce  point 
sont  les  longueurs  MQet  MP,  c'est-à- 
dire  ses  distances  parallèles  aux  droi- 
tes fixes.  Mais  MQ  =  OP,  MP  =  OQ  : 
ce  sont  ordinairement  ces  quantités 
que  l'on   considère,  parce  qu'elles 

sont  dirigées  suivant  les  droites  primitives.  La  coordonnée  OP  s'appelle 
abciêse  du  point  H  et  se  désigne  par  la  lettre  x;  la  seconde  OQ  est  l'or- 
donnée et  se  représente  par  la  letlrc  y. 
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Si  l'on  doDnc  les  deux  coordonnées  OP  et  OQ  d'un  point  du  plan,  on 
trouve  sa  position  en  portant,  sur  les  droites  prëalables,  les  longueurs  OP 
ctOQ;  les  parallèles  menées  par  les  points  PetQ  déterminent,  par  leur 
interseelioD,  le  point  correspondant. 

Comme  rien  n'indique  dans  quel  sens  il  faut  compter  les  distances  OP 
cl  OQ,  on  pourrait  trouver  quatre  points  H,  M|,  Mt,  Ms  qui  répondent  It 
ces  mêmes  coordonnées.  Il  y  a  indétermination.  Pour  la  Taire  disparaître, 
ont  est  convenu  d'admettre  la  loi  suivante  pour  les  signes.  Les  abcisses  sont 
positives,  si  elles  sont  dirigées  à  partir  du  point  0  dans  le  sens  OX,  de 
gauche  à  droite;  elles  sont  négatives  dans  le  sens  opposé.  Les  ordonnées 
sont  positives, lorsqu'elles  sont  comptées  h  partir  de  l'origineOdansle  sens 
OY,  négatives  dans  le  sens  contraire.  En  vertu  de  cette  règle  que  l'on 
suit  toujours,  si  on  représente  par  a  et  (  les  coordonnées  OP  et  OQ, 
on  a  évidemment  : 

Pour  le  point  M...  x  =  a,  y  =  f>i 

Pour  le  point  Hi...  x  =  —  a,  y  =  l>; 

Pour  le  point  Ht...  x  =  —  a,  y'=  —  b; 

Pour  le  point  Hs...  x  :=  a,  y  =  —  b. 

Ces  systèmes  de  valeurs  pour  les  coordonnées  diffèrent  au  moins 
par  les  signes  des  quantités  a  et  b;  et  il  est  visible  qu'il  n'y  aura  plus 
qu'un  seul  point  dn  plan  qui  réponde  à  un  système  de  valeurs  données 
pour  X  et  y. 

Les  deux  droites  fixes  XX',  YY'  se  nomment  les  axu  dn  caordonnia; 
la  première  est  l'axe  des  abcisses  on  des  x;  la  seconde  est  l'axe  des 
ordonnées  ou  des  y.  Le  point  0  s'appelle  ori^ne;  enfin,  l'angle  formé  par 
les  parties  positives  QX,  OY  est  VangU  dtê  axes;  nous  le  représenterons 
par  6;  il  est  toujours  compris  entre  o*  et  i8o'. 

Le  système  de  coordonnées  que  nous  venons  de  définir  est  le  système 
des  coordonnées  obUquei. 

%.  Coordonnée»  remngutairtt.  Dans  ce  système,  les  droites  préalables 
XX',  YY'  forment  un  angle  droit;  de  sorte  que  les  coordonnées  rectan- 
gulaires  d'un  point  sont  les  distances  perpendiculaires  de  ce  point  aux 
deux  axes,  ou  les  projections  orthogonales  du  rayon  OH  sur  les  mêmes 
droites.  C'est  le  système  le  plus  généralement  employé. 

Rbhahqiies.  1.  Les  coordonnées  obliques  on  rectangulaires  d'un  point 
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soat  des  quantités  vnriablcs  avec  sa  position  dans  le  plan  ;  elles  peuvent 
avoir  une  valeur  quelconque  entre  les  limites  —  oo  et  -)-  eo  .  Un  point  sur 
l'aie  des  xaunc  ordonnée  nulle;  pour  les  points  extrêmes  de  cet  axe,  on 
aurait  : 

a:  =  -|-eo,    y  =  0,     et     x= — co,    t/=o. 

Tout  point  de  l'axe  des  y  a  une  abcîsse  nulle  ;  l'origine  est  le  seul  point 
du  plan  qui  a  ses  deux  coordonnées  égales  à  o. 

II.  Par  abréviation,  on  emploie  la  notation  H  (x,  y)  pour  indiquer  que 
le  point  H  a  pour  coordonnées  les  nombres  x  et  y;  le  premier  est  l'abcisse, 
le  second  l'ordonnée.  Souvent  dans  une  question,  pour  distinguer  lee 
coordonnées  variables  X  et  t/ de  celles  de  points  donnés,  on  affecte  ces 
dernières  d'accents  ou  d'indices;  ainsi  M'  (z',  y'),  M|  (xi,  t/i)  etc.  sont 
généralement  des  points  donnés;  tandis  que  H{x,  y)  est  un  point  variable 
qui  décrit  une  certaine  ligne  dans  ic  plan. 

S.   Trouwr  les  coordonnées  d'un  point  C  qui  partage  une  ligne  AB  en 

tieujc  segments  dont  le  rapport  est  égal  o—  - 

Par  les  points  A,C,B  {fig.  2),  menons  des  parallèles  à  OY;  soient  {x',  y'), 
(z",  y")  les  coordonnées  des  points  donnés  A  et  B,  et  (x,  y)  celles  du 
point  C.  A  l'aide  d'une  parallèle  à  OX  menée  par  le  point  A,  on  a 
les  égalités  : 

AC      AK      m 


Fig.  ï. 


ci 

Kf 

« 

Or 
AK. 

=PQ. 

=  0Q- 

-0P  = 

=  X  —  J^ 

cl 

ItP  = 

QR  = 

=  0R- 

OQ. 

=  X""X 

Ap, 

Cita 

ubslitution, 

il  vient 

En  second  lieu,  si  on  mène  CD  parallèle  à  OX,  on  a  aussi  : 
m_AC_DF  DF      y  —  y' . 

h""CB~BD'        ^  BD~y"~y' 

par  suite, 
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Les  deux  équalioQs(a)  et  (^)aous  doancnt  finalement,  pour  les  coor<ton- 

iiées  cherchées  : 

mx"  +  nx'  mv"  -\-  ny' 

x= ^ y  =  ■  •     ,       ■  • 

«1  +  "  tn  +  n 

Si  le  poiat  de  dinsion  était  en  dehors  des  points  A  et  B,  par  exemple 

en  C,  une  marebe  identique  conduirait  aux  formules  : 

mx"  —  na/  nty"  —  ny' 

m  —  n    '  *         m  —  n 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  C  est  au  milieu  de  AB,  m  =^  n  ;  et  les 

coordonnées  du  milieu  sont  : 

x'  +  j"  _y'+y" 

X—      ^       ,  y—       ^ 

Ex.  a.  Ub  triingle  ABC  apour  MOUnets  :  A(  — i,o),  B(o,  2),C  t3(0);  troiiTer  les 

eoordoDDJei  Am  milieux  descAUt.    B.  [ .  i  |>  <i|0),   I  -.  i  1- 

V   '    J  V    J 


Ex.  «.  Lm  aommeU  opposa  d'un  p«nll^lagraiimie  Mot  ;  A  (o,  o).  A'  (3. 2)  ;  B  ip,  2), 
B*  (3,  d).  QueU  sont  lu  coordonnéet  du  point  d'intersection  des  diigODales? 


•a-> 


cy 


El.  1.  Le*MniniEts  d'an  tmogleionl  :  A  (a*,  y),  fi  (>",  y")  et  C  (>"',/")  ;  tronier 
let  eoordonDëei  des  milieax  dn  médianes. 
,  R,  On  vriTBra  à  Iroit  expresiioni  de  It  forme 
/aa'  +  a>"  +  »"'      ay' -f 

Ex.  4.  Ou  a  quatre  poiali  dani  un  plan  P„  P„  P.  et  P|  i  soit  Ci  lo  milieu  de  P,  P,  ; 
on  joint  Ci  avec  P„  et  On  divise  la  distance  C,Pi  en  trois  pirtiea  agates  ;  soit  Ci  lepMOtde 
division  le  plus  près  de  Ci)  on  Joint  C|  avec  Pt,  et  on  divise  Ci  P,  en  quatre  parties 
égales  j  trouver  les  coordonnées  du  point  de  divition  C|  le  plus  proche  de  Ci,  celles  des 
points  dooD^*  étant  {x,,  y,)  etc.  On  trouvera  successiveEDenl  :  i*  Pour   le  [Wint  T,  : 

0^.    »i±î')i2-P»rl.|»mlC.:C-J-ti±f:,    till+fiY  „«„, 


p«iac,J'-l 


Si  l'on  continae  l'opération  que  nous  veoona  d'indiquer,  lorsque  le  nombre  des  points 
donnés  est  n,  on  troaven,  pour  le  dernier  point  c«U9tniit, 
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Ce  point  s'ippeUe  le  rrnlre  du  moyMMi  dUlanett  des  poiaU  donués.  Ua  trrîve 
touJDura  «D  loime  point  final  quel  que  soit  l'ordre  luîvi  entre  ces  pointi  dans  ta  sails 
dca  opérations. 

Ex.  •.  Étant  donné  un  sjs;iiiie  de  m  points  Pi  (>i,  y,).  Pi  (si,  y,)  elc.,  construire  le 
point  doal  ies  coordonnées  soni  représentées  par 


'»i  +  iH  + +"111    '  ti-t-tf*- 


Ce  point  se  Domine  le  centre  dt*  diilanetê  prùpùrliùnneUtt  du  système. 

4.  Trouver  t'expretsîon  de  la  dUtanee  entre  deux  point*  donnés. 

Soient  M'  (x',  y').  M"  (x",  y")  les  points  donnes  ;  menons  les  ordonnées 
H'P',  H"P",  et,  par  le  point  H',  une  parallèle  à  OX;  le  triangle  H'M"K 
donne  la  relation  : 

WW*  =  TK.*  +  WK*  —  iM'K .  M"K  eos  H'KH"; 
mais 

M'K  =  P'P"  =  x"— X', 
M"K  =  M"P"-KP"  =  ?"-/■ 
De  plus,  si  6  est  l'angle   des  axes, 
M'KM"  =  i8o''  — 9. 

Donc,  en  désignant  par  i  la  distance 
des  deux  points,  on  obtient  la  Tormule  :  ,.    , 

a'  =  (i"  — x'J'  +  (y"— y')'  +  2{x"  — i')(y"— y')co89. 
D'où 

J  =  |/(x"  — x')'  +  (y"  — y')'4-2(x"  — x')(y"  — i/')cos9. 

L'expression  de  la  distance  de  l'origine  à  un  point  H'  (x',  y')  découle  de 
la  précédente;  il  faut  supposer  que  le  second  point  M"  vienne  coïncider 
iivec  l'origine;  alors  x"  =  o  et  y"  =  o;  et  il  vient  : 


}  ^  ^x"  -f-y'*  +  2x'y'  C08  0. 
Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  ces  formules  se  simplifient  : 
0  x=  ^ ,    cos  9  ^  o  ;  par  suite, 


a=i/(x"-xr+(y"-yr; 

et  la  distance  d'un  point  M'  (x'y')  k  l'origine  devient 
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Dans  l'application  de  ces  formules,  il  fout  tenir  compte  du  signe  des 
coordonnées,  et  prendre,  pour  S,  la  valeur  positive  du  radical. 
Ex.  1.  Trouver  la  distance  des  deux  poinU  A  (-  3,4)  et  B  (5,-6).        R.    aV^T 
El.  t.  Qaels  «ont  le)  colës  d'un  triang]«  qui  a  pour  SDiiiTDets  :  A  ( — i,  — 2),  B(l,Z), 

C{2,-3)?      R-   al^sT   V^ïôT    KâëT 
Ex.  a-ETalnerlidiMnce  entre  le  point  A(a',^)etIepoinlB  ^"^+"y  > ,  "<"  -*^  )  |. 

R.    K<r^  ■+-!(■•. 
Ex.  4.  Faire  le  même  ealcnl  pour  les  points  A  («in  p,  —  cog  g)  et  B  ( —  sin  7,  eos  p). 


Ex.  m.  Lei  sommeU  d'un  triangle  sont  A(a',  y'),  B{a",  y")  et C{«"',  y"');  tronrer  les 
diilaacei  entre  Im  milieux  det  cdtù. 

R.    i K (y " — •")•  +  W" -  y")',  etc.  on      -BC,       ^AC,       ÎaB. 
Ex.  •■  Eiprinier  que  ta  diatancs  d'uD  point  H  (*,  y)  au  point  (—  i,  2)  est  égale  à  3. 

R.       {«  +  i)'  +  (y-3l'  =  g. 
Ex.  S.  Déterminer  le«  coordonnées  du  centre  du  cercle  c)ui  passe  par  les  trois  poinla 
A  (—  I]  i)  B  (i,  2),  C  (i>  —  3).  n  faudra  résoudre  les  deux  équations 

(,+,).  ^.  (y  _  I).  =  («_  1,»  +  ,y  _  3)«, 
(,  ^  !)•  + (y  _  ,|t  =  (,_,).+ (y  +  2)t, 


(!.»> 


Ex.  S.  Chercher  les  coordonnées  d'an  point  du  plan  ulué  à  égale  distance  des  points 

A(-i.i),B(2,3). 

On  a  la  condition  :  <a -I- 1)'  + (y  —  i)'=(«  — 2)*+ (y  —  3)*,  ou6« +  4y  —  Il  =0," 
Tous  les  systèmes  de  valeurs,  qui  satisfont  a  cette  relation,  donnent  des  points  qui 

répondent  à  la  question. 

9.  Coordonnée*  polaires.  Dans  ce  nouveau  système,  pour  diftermincr 
un  point  du  plan,  on  prend  préalablement 
un  point  fixe  0  appelé  pôle,  et  une  droite 
fixe  OX.  Les  coordonnées  polaires  d'un 
point  quelconque  H  sont:  1°  La  longueur 
du  rayon  vccleurMOqu'on  désigne  par  la 
lettre  p;  3"  L'angle  m  que  fait  ce  rayon 
«1.».  vecteur  ivcc  l'axe. 

La  coordonnée  p  varie   entre  octoo;  l'angle  u  se  compte  à  parlir 
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de  OX  vers  OY  de  o*  ^  360°.  Ces  limites  auflisent  pour  déterminer  un 
pointquelconquedu  plan. 

Il  existe  une  relation  importante  entre  les  coordonnées  polaires  et  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  lorsqu'on  prend  le  pAle  pour  ori- 
gine, et  l'axe  OX  pour  celui  des  abcisses.  Si  on  mène  OY  perpendiculaire 
iOX ainsi  que  les  coordonnées  du  point  H,  on  a  évidemment  : 

X  ^  p  cos  u,         y  ^  P  sin  w  ; 
d'oA 

2  =  tg  »      et       p  =  (/a:»  +  y'. 

Ces  formules  permettent  de  changer  une  relation  entre  les  coordonnées 
rectangulaires  x  ety  en  une  autre  qui  ne  renferme  plus  que  les  coordon- 
nées polaires,  et  réciproquement, 

Ex.  a.  iDlroduirc  duu  1m  ^ttioiuqtii  suirentlet  eoordonnéM poltirM. 
—  C 

I»  A«  +  By-»-C  =  o.  R.     p=ï 5-: 

^  '^AoMB-i-BdaM 

2*  ytffl  —  a}  —  o'sro.  R,    atia*m  =  fto$m, 

3»  •'-l-V*«=5».  R-    p  =  scosh. 

4"  ■(■•-Hlf*)  — o{«»  — V*)i=o.  B.    p  co$  u  =  n  COI  3u. 

Ex.  1.  latroduirelMcoMdonD^i  rectugnlaires  diDilM^qutlionsauivaDtes  : 
I»  p"  C05  2»  =  o«.  B.    ••  —  !>•  =  o». 

a"  p*  sb  a«  =  6*.  B.    «7  =-  . 

30  p  =  n-i-AGM«.  B.    •»-»-y'  — A«  =  oV^^  +  y». 

4>  f)  =  a  «in  2».  R.    {«■ -1- p^' —  io'aV  =  o. 

Ex.  •.  Chercber  reipreisioD  da  II  dittiaee  entra  deux  poinli  donnés  : 

A  (,',«')    et    fl(p",»"). 
Om: 

J«  =  («"-^)'.f.{y"-ï')'. 

m"  =:f"tiHiâ",ji"  ^p"siiku",m'  =p'  em  ti',i/'  =:  fi' eotv'. 
D'où 

f~p^-i-p"'—2fi"p'  eo«  (■"  — ••'). 
On  iniverail  (n  même  résolut  directement  ta  maj^n  du  triangle  rorroé  pir  les  deux 
pÛDtt  doDnés  et  le  plie. 

%   3.   THANSFORKATIDN   l>ES   COORDONNÉES. 

•.  La  transformation  des  coordonnées  a  pour  but  d'exprimer  les  coor- 
données X  et  y  d'un  point,  comptées  sur  deux  axes  primitifs,  en  fonction 
des  coordonnées  du  même  point  relatives  à  un  nouveau  système  d'axes. 
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Les  formules  qui  en  dérivent  servent  à  ialruduire  les  coordonnées  nou- 
velles dans  une  rclalion  entre  les  premières  x  et  y,  et  à  passer  ainsi, 
comme  nous  le  verrons  plus  tard,  de  l'équation  d'une  eourbe  rapportée  i 
un  système  d'axes,  k  son  équation  pour  des  axes  nouveaux.  Cette  opération 
est  souvent  utils  pour  simplifier,  avec  un  système  d'axes  convenables, 
l'ëquation  d'une  ligne  afin  de  l'étudier  avec  plus  de  facilité. 

Dans  la  recherche  des  formules  de  transformation,  nous  allons  distin- 
guer différents  cas,  suivant  la  position  des  axes  nouveaux  rclstÏTement 
aux  axes  primitifs. 

T.  Prehébe  TAjiNSFoniiTioN.  Déplacement  de  rorigine.  Soient  OX, 
OY  les  anciens  axes,  et  O'X',  O'Y'  les 
axes  nouveaux;  nous  désignerons  par 
X  ety  les  coordonnées  d'un  point  M  par 
rapport  aux  premiers,  et  par  a:',y'le8  coor- 
données du  même  point  pour  les  deux 
8ttlres;eofin,  soicntaetfiles  coordonnées 
F,,,  i.  de  la  nouvelle  origine  0'.  On  a 

a=OA,   fc  =  AO',    i'  =  0'P',   y  =  MP',    x  =  OP,   y  =  MP. 
Mais. 

OP  =  OA  +  AP  =  OA  +  O'P', 
MP=PP'+MP'=AO'-j-MP'; 
ou  bien 

x^a  +  x-         y  =  6+y'. 

Ce  sont  les  Formules  de  transformation  qui  correspondent  à  un  change- 
ment de  l'origine,  la  direction  des  axes  étant  la  même  ;  les  quantités  a  et 
6  sont  supposées  connues. 
Sx.  I.  Que  deriennenl  les  ëquïtiODs 

If-t-4Ji  —  7  =  0,         ï'-t-y'  —  4*  +  2ï  —  1=0, 
ii  l'on  plue  la  nouvstle  origine  tu  point  (2,  —  i)? 

R.    y'  -»-  41'  ^  o,       «■'  +■  y'*  :=  6. 
9.  Que  devient  l'équatioH 


si  la  nouvelle  origine  se  trouve  sur  OX  ■  une  disUnce de  l'origine  primiiire? 
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8.  Seconds  TRànsFORHATiON.  Changement  de  direction  des  axes. 

Les  droites  OX,  OY  (fig.  6}  sont  toujours  les  axes  primiUrs  et  OX',  OY' 
les  nonyeaux  axes  issus  de  la  même  origine;  soient  a  el^  les  angles  de 
ces  derniers  avec  OX  :  ces  deux  angles  sont  donnés  et  seirent  h  fixer  la 
position  des  axes  nouveaux.  Nous  désignerons,  comme  lantdt,  par  x  et  y, 
:x'  et  y',  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  H  relativement  aux  axes 
de  même  nom;  enfin  8  sera  l'angle  YOX. 
Après  avoir  mené  les  coordonnées,  on  a, 
d'après  la  figure, 

9  =  YOX,     a  =  X'OX,    p  =  Y'OX. 
i  =  OP,  y  =  MP,   a;'  =  OP'  y'  =  MP'. 

Pour  arriver  à  exprimer  x  et  y  au 
moyen  de  x*  et  de  y',  remarquons  que 
les  deux  contours  x-{-y,  x'  -\-y'  ont  la  fi^  t, 

même  résultante  OH  :  leurs  projections  sur  une  même  droite  seront 
égales.  Si,  par  exemple,  on  les  projette  successivement  sur  OX  et  OY, 
on  obtient  les  égalités 

x-J-ycos9  =  i'co8a+y'cos  (3, 
«  cos  9  +  y  =  a/  ces  (6  —  «)  +  y'  cos  {S  —  P). 

11  resterait  k  les  résoudre  par  rapport  i  x  et  y.  On  peut  éviter  cette 
résolution  en  projetant  les  mêmes  contours  sur  deux  droites  OR,  OS 
respectivement  perpendiculaires  à  OY  et  OX;  dans  le  premier  cas,  le 
terme  en  y  sera  nul  parce  que  MP  est  perpendiculaire  à  OR,  et  dans  le 
second,  ce  sera  le  terme  en  x  qui  disparaîtra.  Il  vient  alors 

x  eos  XOR  =  x'  cos  X'OR  +  y'  cos  Y'OR 
y  cos  YOS  =  x"  cos  X'OS  +  y'  cos  Y'OS 
ou  bien 

xcosï-— S  J  =  x'eos(  a-l 9  J-J-y' cos((3-i 9  J, 

ycosi  - — 9  l^x'cosf «  l-|-y'cos( |3  li 


c'est-à-dire 


n  0  =x'  sin  (9  —  ^)  +y'  sin  (9  - 
n9  =  x'sina+y'sinp. 
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En  divisant  par  sio  B,  on  obtient  les  formules  cbcrchëes;  elles  servent 
k  passer  d'un  système  d'axes  obliques  h  nn  autre  système  de  m^me 
nature  et  de  même  origine;  elles  sont  peu  employées  dans  toute  leor 
généralité.  Nous  allons  examiner  quelques  cas  particuliers  d'un  usage 
plus  fréquent. 

1°  Poster  (ftin  syitème  ifaxes  rectangulairet  à  vn  êt/Hème  d'axu 
ObtÙjllM. 

On  a,  daDS  ce  cas,  $=—,    sinS^ij  et  les  formules  précédentes 

deviennent 

ï  =a=  l' cos  et  +  j/'  cos  ^ 

y  =  x'  sina-i-y'sinp- 
2°  Paâser  rf'ttn  jysténu  tfoxes  reetangutaira  d  un  autre  tyitème  tTaxes 
reetangiUairtt. 

Dans  cette  bypotbise,    d=-i    sin9=i;    de    plus,   |3  =  — \-a, 

cos  j3  =  —  sin  CE,  et  siu  ^  =:  cos  et.  Les  formules  propres  à  c«  passage 
seront; 

a;  ■=  l' coa  ce  —  y'  sin  a, 

y  =  at'8in  a  +  j'cosa. 
3'  Patter  d'un  ay^inu  ^axa  obU^uêi  à  un  système  (Taxes  recfOM- 
gulttim. 

On  a  ici  :  p= — j-a,  sin  (9  —  P)^  —  cos  (9 —  *),  et  sin  P  =  cos  a; 

par  suite, 

_  x'  sin  (9  —  a)  —  y'  cos  (9  —  «) 


9.  Tkansfqrmation  gëréralb.  Elle  consiste  à  changer  h  la  fois  l'origine 
et  la  direction  des  axes.  On  peut  y  parvenir  au  moyen  des  deux  trans- 
formations précédentes.  Si  0'(a,  6)  représente  la  nouvelle  origine,  et  si  on 
mène,  par  ce  point,  deux  axes  O'X",  O'Y"  parallèles  aux  axes  primitifs, 
on  passera  d'un  système  ù  l'autre  par  les  formules 
X  =  o+  x",        y  =  6  +y''- 
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Il  reste  ensuite  b  pisser  du  système  O'X",  O'Y"  au  s}'stème  O'X',  O'Y', 
en  conservant  l'origine.  Il  faudra  remplacer  x",  y"  par  les  valeurs  géné- 
rales de  X  et  jr  trouvées  prëcëdemmeat.  Les  formules  de  la  transforma- 
Uon  la  plus  générale  des  coordonnées  rectilignes  seront  donc 

sin  6  ' 

,   ,  ac'  sin  «  +  v'  sin  S 
"         ~  sin  9 

Rexuqdes.  I.  Dans  les  formules  précédentes,  B  est  l'angle  formé  par  les 
parties  positives  des  axes  OX  et  OY;  il  peut  varier  entre  o*  et  iSo".  Les 
angles  «  et  ^  sont  formés  par  les  parties  positives  des  axes  nouveans  avec 
l'ancien  axe  des  x  positifs  ;  ils  peuvent  varier  cotre  o*  et  iSo*. 

n.  Dans  les  cas  particuliers  du  N*  8,  si  l'origine  diange  et  se  trouve  au 
point  0'  (a,  6)  du  plan,  il  faut  t^outer  aux  valeurs  de  xet  de  y  les  coor- 
données a  et  6  de  cette  origine. 

III.  Les  différentes  formules  de  la  transformation  des  coordonnées  sont 
du  premier  degré  en  x'  et  y'  et  de  la  forme 

x^a  +  px'  +  9s',        y  =  6 -}-'■*'  + sy'. 

La  substitution  de  ces  valeurs,  dans  une  équation  du  degré  m  en  x  et  y, 
conduirai  une  nouvelle  équation  dn  même  degré  en  x',y'.lle8tclairqne 
le  degré  ne  pourra  pas  s'élever,  car  te  développement  d'un  polynôme  &  la 
puissance  m  ne  donne  pas  de  termes  en  x',y'  de  degré  supérieur  ii  m; 
il  ne  diminuera  pas  non  plus,  car,  en  repassant  des  axes  nouveaux  aux 
anciens,  il  devrait  augmenter. 

Ex.  1.  Hontrerquer^qattioii 

est  tovJDun  de  li  mtme  forme  pour  toua  lu  ues  rectangulaires  de  même  origine. 
Ex.  a.  On  a  l'équation  en  coordonnëet  rectangulalnif 

••  +  y*  —  an»  —  2fty  -t-  o*  +  6"  =  R', 
Que  devient-elle  jwar  un  «ystime  d'aies  reeliDgnlairei  Uaas  do  l'origine  0'(a,  bjî 

R.     «"-t-y'>  =  R'. 
Ex.  S.  Qnel  chaagemeat  éprouve  l'équation  en  coordonnée!  rcelangulairei 
/-••=.  4, 
si  00  prend  pour  aiea  les  biMedriees  de»  axes  primilibt 
B.     l'y' =  2. 
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£x.  «.  Écrire  les  rormules  propre!  à  piEser  d'un  système  d'ues  rectangulaires  i  un 
système  d'axes  oblique*  en  conservant  l'origine  et  le  même  axe  des  >• 

R.    a  =  a*  +  y'  coa  p,    g  =  ji'  ào/i. 

El.  S.  Ëtinl  donnée  l'ëqnatioD  eu  coordonnées  recUngultîret 

que  dcTicot-elle,  si  on  conserve  l'ue  des  x  et  si  on  prend,  pour  ue  des  y,  la  btuedrice 
des  aies  primitifs? 

R.    4»"  +  y'* +  y^tff' =  2. 
10.  TransfomuUion  des  coordonnées    cortisienneit    tn    coordonnées 
polaires.  Nous  avons  déjà  fait  connaître 
les   Tormules   qui  servent  à  opérer  ce 
passage,  lorsque  les  axes  sont  rectangu- 
laircs,  l'origine  au  pdie,  et  l'sxe  des  x 
coïncidant  nvcc  l'axe  polaire;  ce  sont  : 
X  =^  p  cos  o>,        y  ^  p  sin  b). 
F'i'  T.  Si  l'axe  desx  Tait  un  angle  aifig,7)fvec 

l'axe  polaire,  il  suffit  de  changer  u  en  u — a,  et  on  a,  dans  cette  hypothèse, 
a:  =  û  cos  (u  —  a),        t/  =  p  sin  (w  —  a). 
Supposons  maintenant  {fig.  $)  que  les  axes  soient  obliques,  et  qne 
celui  des  x  coïncide  avec  l'axe  polaire.  Le 
triangle  OMP  donne 

MP_sin  w       0P_sin(9  — m) 
I  OM^^sinô'     ÔM  iinl 

I      D'où  on  tire  les  Tormules  de  Iransforma- 
Fi(.  s.  tion  : 

p  sin  {9  —  (■))  psiocii 


%    3.    ÉQUATIONS    DBS    LIEUX    CËOMÉTRIQUES. 

11.  Soit  AB  une  ligne  définie  gëomclriquement  par  une  pro[>riété 
commune  à  chacun  de  ses  points.  Menons  &  volonté,  dans  le  plan,  deux- 
axes  OX,  OY.  Les  coordonnées  ar  et  1/  d'un  point  H  dépendent  de  sa  posi- 
tion sur  la  courhe  :  pour  la  valeur  particulière  x  ^  OP,  l'ordonnée  prend 
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une  valeur  dëterminéc  MP;  et  si  on  Tait  varier  x,  par  exemple,  en  lui 

attribuant  les  valeurs  croissantes  OP' l'ordonnée  y  varie  aussi;  elle 

augmente  ou  diminue  suivant  la  forme  de  la  eourbe.  Dans  tous  les  cas, 
on  peut  regarder  l'ordonnée  d'un  point 
qui  décrit  une  ligne  géométrique  comm 
dépendant  de  l'abcisse  de  ce  point;  ce  qt 
s 'exprime  en  disant  quey  est  une  fonction 
de  X.  Dès  lors,  en  partant  de  la  définition 
de  cette  ligne  on  pourra,  parune  construc- 
tion auxiliaire  cl  au  moyen  de  théorèmes 
connus,  exprimer  par  une  équation  la  relation  qui  existe  entre  l'ordonnée 
et  l'abcisse.  L'équation  ainsi  obtenue  ne  renfermant  plus  que  des  quantités 
données  et  les  deux  variables  x  et  y  est  l'équation  de  la  ligne  définie  : 
e'est-i-dire  une  équation  qui  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  de  la  courbe;  car  ces  points  jouissent  de  la  même  propriété  et 
doivent  satisfaire  ii  la  même  relation. 

Réciproquement,  toute  équation  entre  x  el  y  représente  une  ligne  dont 
on  peut  connaître  approximativement  la  forme  au  moyen  de  deux  axes 
quelconques.  Il  faut  remarquer  qu'un  système  de  valeurs  pour  x  et  y, 
pris  au  hasard,  ne  satisfera  pas  généralement  ji  l'équation  ;  les  points 
dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  relation  ne  vont  pas  se  répartir  dans 
le  plan  d'une  manière  arbitraire;  mais  ils  doivent  se  suivre  d'après  une 
certaine  loi.  Or,  si  on  donne  h  la  variable  x  qui  représente  l'abcisse  une 
valeur  x,,  l'équation  donnera  une  ou  plusieurs  valeurs  pour  y,  suivant 
son  degré  ;  on  aura  donc  un  ou  plusieurs  points  de  la  courbe  situés  sur 
l'ordonnée  correspondante  r  Xi  .  Avec  une  seconde  valeur  x  ^=  xt,  on 
obtiendra  de  nouveau  un  ou  plusieurs  points  du  lieu  sur  l'ordonnée  cor- 
respondante h  Xt,  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  les  points  ainsi  trouvés  sont 
assez  rapprochés,  on  peut  les  joindre  par  un  trait  continu,  et  traeer 
approximativement  la  courbe,  lieu  de  l'équation  donnée. 

il  arrivera  quelquefois  que  le  lieu  représenté  par  l'équation  ne  pourra 
se  construire;  par  exemple,  x*4-y'  +  i  =o:  il  n'existe  aucune  valeur 
réelle  de  x  et  de  y  qui  puisse  satisfaire  à  l'équation.  Il  faudrait  alors 
employer  les  quantités  imaginaires;  on  dit,  dans  ce  cas,  que  la  courbe 
■«présentée  par  l'équation  est  imaginaire. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  qui  ont  pour  but  d'indiqner  la 
marche  à  suivre  dans  la  mise  en  équation  des  lignes.  Nous  ferons  remar- 
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quer  que,  les  axes  des  coordonnées  étant  arbitraires,  on  peut  les  choisir 
comme  on  veut  dans  chaque  question.  SouTcnt,  on  Tait  usage  d'axes 
rectangolBires  ;  s'il  y  a  des  points  ou  des  droites  données,  il  est  gëuérale- 
fflcnt  avantageux  de  prendre  l'un  des  axes  passant  par  ees  poiots  ou  coïn- 
cidant avec  une  droite  connue. 

19.  Cbaclb.  La  eirconfirenee  de  cercle  est  une  courbe  dont  lapùinlt 
sont  égaUment  dùtantt  d'un  point  fixe  appelé  centre. 

Pour  arriver  h  son  équation,  prenons  pour  axes  deux  droites  rectangu- 
laires qui  se  coupent  au  centre.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point 
H  ;  menons  HP  perpendiculaire  k  OX, 
ainsi  que  le  rayon  OM.  Le  triangle 
OHP  donne 

Ôp*4-mp'  =  ôm', 

ou  bien 

x'  4-  y'  =  r% 
r  étant  le  rayon  du  cercle. 
f,g_  10.  C'est  la  relation  qui  existe  entre  les 

coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence,  ou  l'équation  de 
cette  ligne,  pour  le  système  particulier  d'axes  que  nous  avons  choisis. 

Cette  équation  serait  différente,  avec  un  système  d'axes  reetangulairea 
issus  d'un  point  quelconque  A  du  plan.  En  effet,  si  on  les  prend  parallèles 
aux  premiers,  et  si  on  prolonge  HP  jusqu'il  sa  rencontre  avec  Ax,  on  a  ici 
x^  AQ,y  =  HQ.  Soient  a  ='AR,  et  6  =  OR  les  coordonnées  du  centre; 
on  a  toujours,  dans  le  triangle  OHP, 

0P'  +  MP'=()MV 

Mais, 

OP  =  BQ  =  AQ  —  AR  =  X  —  ff, 

MP  =  HQ  — PQ  =  MQ-OR  =  y  — 6; 

de  sorte  que  l'équation  du  cercle,  pour  ce  second  système  d'axes,  sera 

(.-a)'  +  (»-k)'  =  r'. 

19.  HïPEnBOLE.  L'hyperbole  est  une  courbe  dont  chaque  poùtl  jouit  de 
cette  propriété  ;  que  la  différence  de  tes  disantes  à  dntx  poinl$  fixes  est 
constante. 


D,gnz.dbvC00gle 


—  17  — 

Comme  il  y  a  deux  points  fixes  doDoës,  prenons,  pour  axe  des  x, 
la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points,  et,  pour  axe  des  j/,  une  per- 
pendiculaire OY  élevée  au  milieu 
de  la  distance  FF'.  Soit  M  (x,  y)  un 
point  de  la  courbe;  tirons  les  droi- 
tes HF,  BIP',  et  MP  perpendiculaire 
à  OX.  Nous  représenterons  la  con- 
stante par  2a,  et  la  distance  FF' 
par  2c. 

D'après  la  définition,  on  a  : 
MF'  —  BfP  =  20. 

Or,  le  triangle  HPP  donne  ^'i  ■'■ 


MF  =  I/mP*  +  FP'  =  |/mP*  +  (OP  —  OF)'  ; 
on  bien 

HF  =  |/s'  +  (a;-c)'. 
On  tronvera  aussi,  par  le  triangle  HPF', 


MF'  =  t/y'-i-{x  +  c)*. 
L'équation  de  la  courbe  sera  done 

/j,i  4-  (ar  -f-  c)»  -  |/j('  +  (X  -  c)«  =  2a. 
Afin  de  simplifier,  faisons  passer  le  second  radical  dans  le  membre  de 
droite,  et  élevons  ensuite  au  carré.  Il  viendra,  après  les  réductions, 

ex  —  a'  =  a  |/y*  +  (a;  —  e)'  ; 
et,  en  élevant  une  seconde  fois  au  carré,  on  pourra  mettre  l'équatioD  sous 
la  forme 

x'  (c*  —  a*)  —  a'y'  =  o"  (c'  —  a'). 

Hais,  dans  le  triangle  FHF',  on  a  FF'  >  P'N  —  FM  ou  2c  >  2a  ;  la  diff^ 
rence  c^  —  a*  est  positive  et  on  peut  poser  :  c*  —  a*  ^  6*.  L'équation  de 
l'hyperbole,  pour  le  système  d'axes  de  la  figure,  sera  finalement 

6*x'  —  d'y*  =  a*6' 
ou  bien 

Pour  se  faire  une  idée  de  la  courbe,  il  faut  discuter  l'équation.  Si  on  la 
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résoud  par  rapport  ù  y,  on  trouve 

_      b.  ^_   ^ 

A  chèque  valeur  attribuée  à  x,  corrcspoodcnl  dcun  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  pour  y;  les  points  de  la  eourbe  sont  dooe  distribues  deux 
à  deux  à  égale  distance  de  l'axe  des  x.  Il  en  sera  de  même  relativement  à 
l'axe  des  y;  il  suflit  de  résoudre  l'équation  par  rapport  ii  x  pour  s'en 
assurer.  La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 

Pour  X  ^  ±  a,  y  =:  o  ;  si  on  porte  sur  l'axe  des  x,  de  chaque  cAtë  de 
l'origine,  OA=OA'^a,  on  aura  les  points  A  et  A'  oii  la  courbe  rencontre 
l'axe  des  x.  Dans  l'hypothèse  x^o,  l'équation  donne  pour  y  une  valeur 
imaginaire  j  la  courbe  ne  rencontre  pas  cet  axe. 

Lorsque  x  varie  depuis  o  jusqu'à  ±  a,  y  est  imaginaire;  donc,  si  on 
tire  par  les  points  A  et  A'  des  parallèles  à  OY,  il  n'y  aura  aucun  point  de 
la  courbe  situé  dans  la  portion  du  plan  qu'elles  comprennent.  Mais  si  x 
augmente  depuis  ±  a  jusqu'à  d=  oo ,  y  est  toujours  rccl  et  croit  indéfini- 
ment avec  X.  A  ces  valeurs  correspondent  les  deux  branches  de  la  figure  : 
elles  s'étendent  à  l'infini,  l'une  dans  le  sens  des  x  positif^,  l'autre  dans  le 
sens  des  x  négatifs,  en  s'écartant  de  plus  en  plus  des  axes. 

*     14.  Lehmscate.  La  lemniscate  rit  une  courbe  telle  que  le  produit  det 
distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est  constant  et  égal 
au  carré  de  la  moitié  de  la  distance 
des  points  fixes. 

Adoptons  le  mémo  système  d'axes 
que  dans  l'exemple  précédent,  et 
posons  a  =  OF.  L'équation  de  la 
courbe  sera 

Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres,  on  obtient 

te +  (i -.)•][,•  +  (. +  »)■]  =  a-, 
ou  bien 

[y'-t-x'  +  o'  — 2ai]  [y'  +  jr»  +  a'+2ai]  =  a'. 
L'équation  de  la  courbe  peut  donc  s'écrire 

{y*  +  X»  +  ay  —  40»x'  =  o'. 
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En  la  résolvant  par  rapport  h  y',  on  Irouvc 

y»  =  a  (/  4a;»  +  a*  —  (a:*  +  a'). 
Pour  calculer  y,   il   faudra-  toujours   prendre  le  radical  du  second 
membre  avec  le  signe  positif. 

A  chaque  valeur  de  x,  il  y  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
pour  y;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Les  points  de  rencontre  avec  XX'  s'obtiennent  en  faisant  y  ^o;  on 
trouve  ainsi  le  condition 

a  (/  4x»  +  a»  =  X»  +  o*, 
ou  bien 

x*{x*  —  2a*)  =  o. 
On  y  satisfait  pour  x  ^  o,  et  x  ^^  ±  a  [/^Lt  courbe  passe  par  l'on- 
gine  et  coupe  l'ane  des  x  en  deux  autres  points  situés  à  une  dislance 
a  ^^2  du  point  O. 

H  est  raciledevérilier  que,  pourics  valeurs  dex  plus  grandes  que  a  1/2, 
y  est  imaginaire;  la  courbe  reste  comprise  dans  la  portion  du  plan 
interceptée  par  les  parallèles  h  OY,mcnées  par  les  points  où  elle  rencontre 
l'axe  des  x.  Lorsque  x  varie  entre  o  et  a  ^^^,y  augmente  d'abord  pour 

diminuer  ensuite:  le  maximum  de  u  tombe  entre  x  =  —  etx^  —  ■  La 

■'  10  10 

courbe  aura  donc  la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

1S.  CissoÎDE  DB  DiocLÈs.  On  S  vn  cercle  {fig.  tS),  vn  diamètre  a  =  OL, 

et  la  tangente  LR  à  l'extrimiti  de  ce  diamètre.  Par  le  point  0,  on  mène 

une  sécante  quelconque  telle  que  OD  qvi  rencontre  le  cercle  en  vn  point  C; 

on  prend  enfin  OU  =  CD;  le  lieu  du  point 

H  ainsi   conilrtiil  est  la  courbe  appelée 

cisiotde. 

Pour  trouver  son  équation  en  coordon- 
nées polaires,  prcnonsle  pointOpour  pôle, 
et  OL  pour  axe  polaire.  Soient  p,  u  les 
coordonnées  du  point  H;  d'après  la  con- 
struction, on  a 

p  =  OM  =  CD  =  OD  —  OC. 

^  Or,  si  on  mène  CL,  ics  Iranglcs  rectan- 

^'<-  "■  gles  ODL  et  OCL  nous  donnent 

OD  =  -^,  OC  =  o  eos  w. 
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C'est l'ëqunlion  de  la  cissoîde  eo  coordoDnëea  polaireE. 

En  vertu  de  la  transfonaatiao  indiquée  prëcédemmeat,  od  obtiendn 
facilement  l'ëquatioa  de  la  courbe  en  coordoonées  rectangulaires.  Si  on 
prend  OL  pour  axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  OY  pour  l'axe  des 
ordonnées,  il  faut  se  servir  des  formules 

X  =  p  cos  6),  «/  =  p  sin  u. 

On  trouvera  ainsi  : 


Cette  équation  indique  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  k  l'axe 
des  x;  si  x  augmente  de  o  à  a,  l'ordonnnëe  y  croit  d'une  manière  continue 
et  devient  infinie  pour  x  =  a.  D'ailleurs,  pour  toute  autre  valeur  attribuée 
à  x,yesl  imaginaire.  La  courbe  se  compose  de  deux  branches  symé- 
triques qui  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  l'axe  des  a  eo  se  rapprochant 
indéfiniment  de  la  droite  fixe  RR'. 

16.  SpiaiLE  n'AncmaÏDE.  Vne  longueur  fixe  OA  tourne  uniformément 
autour  du  point  0,  de  sorte  que  le  point  A  décrU  une  circonférence  de 
rayon  OA  ^  r.  Vn  point  H  port  en  même  temps  du  point  0  pour  par- 
courir d'un  mouvement  uniforme  le  rayon  OA,  pendant  te  mérn*  tempt 
que  le  point  A  décrit  ta  cùeonféreae* 
entière.  Le  li«u  des  posiliona  du  point  K 
est  la  spirale  d'Àrchimède. 

Cherchons  son  équation  en  coordon- 
nées polaires,  le  point  0  étant  le  pdle 
et  l'axe  polaire  étant  dirigé  suivant  la 
position  primitive  du  rayon  OA.  Soit 
0A|  une  position  du  rayon  mobile  telle 
que  AA|  soit,  par  exemple,  la  huitîërac 
partie  de  la  circonférence.  D'après  la 
nature  de  la  question,  le  point  H  sera  sur  0A|  à  une  distance  du  point  0 
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^le  à  la  huitième  pariie  de  ee  rayon.  On  a  donc  la  proportion  : 
OH         AA,  ^.  ù      a 

0A|      circoof.  r      2ir 

d'où,  en  posant  a  = —  > 

C'est  l'équation  cherchée. 

Il  sera  facile  de  construire  la  courbe  par  points.  Après  avoir  partagé, 
par  exemple,  la  circonférence  en  huit  parties  égales  par  les  points  Ai.  Ai, 
A(...,  (u  tire  les  rayons  OAi,  OAj,  OAi...  et  on  prend  sur  chacun  d'eux 

h'â'r'"  ''"'^y**')-  ^  courbe  ainsi  obtenue  passera  évidemoient  par  le 
point  A. 

Si  on  suppose  que  le  rayon  fasse  une  infinité  de  révolutions  autour  du 
point  0,  et  que  le  point  H  parcouru  A  chaque  tour  la  longueur  du  rayon, 
la  courbe  se  continue  indéfiniment  en  forme  de  spirale. 

1T.  Les  courbes  précédentes  ont  une  définition  géométrique  très 
simple.  Il  est  évident  qu'on  peut  imaginer  différents  moyens  pour 
engendrer  et  décrire  des  courbes;  mais,  après  avoir  épuisé  les  procédés 
faciles,  la  description  des  lignes  deviendrait  nécessairement  pénible  et 
compliquée.  Les  découvertes  géométriques  seraient  ainsi  dues,  soit  à  un 
effort  de  l'imagination,  soit  au  hazard.  Bien  différente  est  la  doctrine  des 
coordonnées  :  toute  ligne  est  représentée  analytiquement  par  une  équa- 
tion et,  réciproquement,  toute  équation  k  deux  coordonnées  est  la  défini- 
tion d'une  certaine  courbe.  Nous  arriverons  bientôt  aux  conditions  et 
formules  qui  expriment  les  relations  de  situation  de  points  et  de  droites 
dans  un  plan.  Dès  lors,  pour  démontrer  une  propnété  d'une  figure,  on 
n'aura  plus  qu'à  se  servir  d'eipressionsanalytiqucs connues  aies  combiner 
entre  elles  afin  d'arriver  à  la  relation  algébrique  qui  exprime  la  propriété 
indiquée.  On  remplace  ainsi  toute  démonstration  graphique  par  une 
opération  de  calcul. 

§   i.    CLASSIFICATION    DBS    UGNE8   PLANES. 

flS.  On  divise  d'une  manière  générale  les  lignes  planes  en  lignes 
algébriquet  et  en  lignes  tranicendatites .-  les  premières  sont  représentées 
par  des  équations  qui  ne  renferment  que  des  opérations  algébriques  i 
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effectuer  sarxcttfj  les  lignes  transcendantes  ont  des  équations  où  se 
trouve  un  sinus,  un  logarithme  ou  tout  autre  signe  transcendant  qui  se 
rapporte  à  ces  variables. 

Les  lignes  algébriques  se  partagent  en  diiîërcnts  ordres  suivant  le  degré 
de  leurs  équations  :  ainsi  une  ligne  est  dite  du  second  ordre,  si  son  équa- 
tion est  du  second  degré  en  x  et  y;  une  ligne  de  l'ordre  m  est  celle  dont 
l'équation  est  du  degré  m. 

La  nature  d'une  ligne  étant  indépendante  du  choix  des  aies  auxquels  on 
la  rapporte,  une  bonne  classification  doit  s'appuyer  sur  une  base  inva- 
riable avec  les  cbangements  d'ares  coordonnés.  Or,  nous  avons  vu  que  les 
formules  de  transformaUcn,  pour  passer  d'un  système  d'axes  è  un  autre, 
ne  changent  pas  le  degré  de  l'équation.  Donc  le  partage  des  lignes  en 
différents  ordres  comme  on  vient  de  l'indiquer  est  légitime  ;  une  courbe 
de  l'ordre  m  le  sera  toujours  pour  tous  les  axes  possibles. 

Chaque  ordre  renferme  aussi  plusieurs  etpècea  de  courbes  suivant  les 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  qui  entrent  dans  l'équation  générale. 
Cest  ainsi,  comme  nous  le  verrons  bientAt,  qu'il  y  a  Irois  espèces  de 
courbes  du  second  ordre.  Newton  a  prouvé  l'exislence  de  soixante-douze 
espèces  de  courbes  du  troisième  ordre,  et,  deptis,  ce  nombre  s'est  accrd 
de  plusieurs  espèces  nouvelles. 

19.  Une  ligtu  de  l'ordre  m  ne  peut  être  reneontrte  par  une  droite  «i 
plu»  de  m  points. 

En  effet,  rapportons  cette  ligne  à  deux  sxes  dont  l'un  OX  coïncide  avec 
la  droite  donnée.  Avec  ce  système  d'axes,  l'équation  de  la  courbe  est  du 
degré  m.  Pour  les  points  d'intersection  avec  l'axe  des  x,  on  a  ^  =  o  ;  cette 
hypothèse  introduite  dans  l'équation  fera  disparaître  les  termes  qui  ren- 
ferment y  et  il  restera  une  équation  en  x  qui  sera  au  plus  de  degré  m; 
elle  donnera  au  plus  m  valeurs  pour  les  abcisses  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  avec  la  droite  XX'. 

Il  suit  de  cette  propriété  qu'une  ligne  du  premier  ordre  ne  peut  élte 
rencontrée  par  une  droite  qu'en  un  point;  toutes  les  lignes  de  cet  ordre 
seront  des  droites.L'hyperbole,qui  est  une  ligne  du  second  ordre,  ne  peut 
être  rencontrée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points;  le  lemniscate  en 
plus  de  quatre  i)oint3,  etc. 

99.  n  arrive  quelquefois  qu'une  équation  du  degré  m  se  décompose 
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co  UD  produit  de  plusieurs  l'actcurs  de  degré  inférieur.  Dans  ce  cas,  elle 
représente  plusieurs  lignes  d'un  ordre  moins  élevé.  Ainsi  une  équation  du 
troisième  degré  qui  pourrait  se  mettre  sous  la  forme  : 

représenterait  une  ligne  du  premier  ordre  donnée  par  l'équation 

et  une  ligne  du  second  ordre  par 

mx»  +  pxy  +  çy*  4- s  =  o . 
De  même  l'équation  du  degré  m 

(a(X-|- 6iy  +  Cl)  (a^x -f-  6iy  +  ci)-—  (a^x  -j-  b„y  +  e.)  =  o 
donnera  un  système  de  m  lignes  droites;  c'est  un  cas  particulier  d'une 
ligne  de  l'ordre  m,  et  il  arrivera  quelquefois  qu'une  propriété  de  cette 
dernière  s'appliquera  au  système  de  ces  m  droites. 

Bemarqde.  De  toutes  les  lignes  planes,  les  plus  remarquables  et  les 
mieuE  connues  sont  les  lignes  du  second  ordre.  I.es  géomètres  de  l'anti- 
quité en  ont  fait  la  découverte  en  coupant  par  un  plan  un  ctlne  droit  à 
base  circulaire  ;  c'est  ainsi  qu'ils  ont  été  amenés  aies  étudieret qu'ils  sont 
parvenus  à  en  démontrer  plusieurs  propriétés  importantes.  Apollonids 
(247  ans  avant  J.-C.)  a  réuni,  dans  va  traité  en  huit  livres,  ses  propres 
recherches  sur  ce  sujet  avec  tout  ce  qui  avait  été  fait  avant  lui.  D'après  les 
principes  de  la  géométrie  analytique,  ces  courbes  sont  représentées  par 
l'équation  générale  du  second  degré  eu  x  et  y.  Avec  cette  équation  et  par 
desproc^dés  inconnus  aux  anciens,  on  a  pénétré  plus  avant  dans  la  nature 
des  lignes  du  second  ordre,  et  augmenté  considérablement  le  nombre  de 
leurs  propriétés;  aussi  leur  théorie  fera  l'objet  d'une  grande  partie  de  la 
géométrie  plane  :  il  est  indispensable  de  s'y  arrêter  un  certain  temps  pour 
aborder  plus  facilement  l'étude  des  courbes  d'un  ordre  plus  élevé. 
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CHAPITRE  II. 
LIGNE     DROITE. 

(cooiDonniu  ctiTtsiiiiNu). 

SoHWAiRi.  —  Formti  tUvenei  de  Viquation  du  premier  degré.  —  Prohlèmet.  ~-  Droite 
maginairt.  Equalioni  de  degré  lapérieiir  rtpréieniani  dee  ligne*  droites.  — Rechtrcke 
dt  Utma  géamitriquee  du  premier  degré. 

%    1.    ÉQUATION    hV    PReHlBR    DEGRË. 

SI.  L'tiqufttion  Is  plus  simple  du  preniier  degré  est  c«llc  qui  ne  ren- 
ferme qu'une  coordonnée,  par  exemple 

81  +  0  =  0. 


X  =  a. 
Pour  1  interpréter,  menons  k  volonté  dans  le  plan  {fig.  ii)  deux  axes 
OX,  OY  et  prenons  sur  le  premier  une  abscisse  OA  =  a.  Le  point  A 
appartient  au  Iilu  de  1  cc[uation,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points 
M  li'l^  WM^^^Kf  J  ^'^  '"  droite  DC  parallèle  à  OY  et  travei^ 
|*ljW^^àw*^^^^^^  sant  le  point  A  :  car  ils  ont  tous  pour  abscisse 
B»\  t^f^UvAv^^^â  '^  *'  °'"<^"^^)  Bucun  autre  point  du  plan  ne 
^1  AVViV^tf J^^^K  pouvant  satisfaire  à  cette  condition,  l'équa- 
tion proposée  représente  une  droite  paral- 
I  lele  a  l'axe  des  y.  De  même  l'équation 
Wf  ^^  '  F  Ay  +  G  =  o 

'        -    -ï-     -    on  peut  ramener  à  la  forme 
S  =  6, 

sera  celle  d  une  droite  EF  parallèle  à  OX  et  qui  rencontre  OY  en  un  point 
B  tel  que  OB  =  b. 
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Ainsi  toute  équation  du  premier  degré,  qui  ne  renferme  qu'une  coor- 
donnée, représente  une  droite  partUléte  d  la  coordonnée  gui  n'y  entre  pas. 

99.  Considérons  maintenant  une  équation  qui  renferme  les  deux  varia- 
bles X  et  y  sons  terme  coaslaat;  elle  est  de  la  forme 
Ay+ftr  =  o. 

En  la  résolTant  par  rapport  à  (/  et  posant  m  =  —  -,  elle  devient 
y  =  »tx. 

Dans  le  cas  où  m  est  positif,  il  est  évident  qu'on  ne  peut  saUsfaire  à 
l'équation  qu'en  attribuant  aux  coordonnées  x  et  y  des  valeurs  de  même 
signe;  les  points  du  lieu  doivent  se  trouver  dans  l'angle  XOY  où  les 
coordonnées  sont  positives,  et  dans  l'angle  opposé  où  elles  sont  négatives. 

De  l'équation  on  tire 


Si  donc  Mi,   Mi,   Mi  (/îy.  16)  sont  des   points  du   lieu,  on  aura 
Ml  P.M^Pt— M.P, 
OP,  ~  OP,  ~  —  OP,    ~^'"' 

Les  triangles  H<OPi,H.OP,,HjOP. 
sont  semblables  et  les  angles  HiOPi, 
MiOPi,  HiOPi  égaux;  les  trois  points 
Kl,  Ml,  Hi  sont  en  ligne  droite;  et 
eomme  ils  sont  quelconques,  le  lieu 
de  l'équation  sera  une  ligne  droite 
qui  passe  par  l'origine,  l'ëquation 
étant  satisfaite  pour  x  ^  o,  y  =^  o,  f,^.  ik. 

Un  raisonnement  identique  prouverait  que  le   lieu   de    réquatjon 
y=  —  mx, 
est  une  droite  qui  traverse  l'origine,  et  qui  esldirïgéedanslcsanglcsYOX', 
XOY'  où  les  coordonnées  ont  des  signes  contraires. 

Donc  toute  équation  de  la  forme  Ay  +  Bx  =^  o  ou  y  ^  mx  représente 
une  droite  qui  passe  par  l'origine. 

99.  Prenons  enfin  l'cquation  la  plus  générale  du  premier  degréenxcty 
Ay  +  Bi4-C  =  o. 
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Posons  :  m  =  — --  ,  6  :=  — —  ;  nous  aurons  ù  considérer  l'équation 

Soit  OHi  une  droite  passant  par  roriginc  et  représentée  par 
y  =  ffli. 

Pour  une  même  valeur  de  x,  l'y  de  la  première  équation  surpasse  l'y 
de  la  deuxième  de  le  quantité  constante  b.  Les  points  du  lieu  de  l'équation 
proposée  seront  donc  situés  sur  une  ligne  PQ  {fig.  16)  parallèle  h  OHi  et 
qui  intercepte  sur  OY  une  longueur  OB  =  6. 

Lorsque  b  est  négatif,  on  a 

y^mx  —  6; 
c'est  l'équation  d'une  droite  RS  parallèle  &  OMi  et  de  l'autre  cAté  de 
l'origine. 

On  prouvera  de  ta  même  manière  que  les  deux  équations 
y=  —  ffli  +  ft      et     y=—mx  —  6 
représentent  deux  droites  parallèles  ii  celle  de  l'équation  y  =  —  mx. 

Aprèscettedi3cuasion,onest  endroit  de  conclure  que  iouU  éq^taiion  au 
premier  degré  mtr«  lea  variabUi  x  ety  reprétente  une  ligne  droite. 

94.  Réciproquement,  une  droite  quelconque  lera  repriaentée  par  une 
égualion  du  premier  degré. 

En  effet,  si  elle  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  tous  ses  points  auront  une 

même  abcisse  ou  une  même  ordonnée  et  son  équation  sera 

X  =  a      ou      y  =  6. 

Si  elle  passe  par  l'origine,  en  prenant  plusieurs  points  de  la  droil«  Mi, 

Ht, H)  et  abaissant  les  ordonnées,  on  aura  des  triangles  semblables,  et  par 

suite,  les  relations 

M|P._M.P._ 
OP,  ~  OP. 
Soit  m  le  rapport  constant  de  l'ordonnée  ù  l'abcisse;  on  aura  pour 
chaque  point  de  la  droite 
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Enfia,  si  la  droite  donnée  rencontre  les  axes,  on  peut  toujours  mener 
par  l'origine  une  droite  qui  lui  soit  parallèle  et  qui  ait  pour  équation 
y  ^  mx    ou    y  ^  —  mx. 

Or,  pour  passer  de  celle-ci  à  la  première,  il  suffit  d'augmenter  ou 
de  diminuer  l'ordonnée  d'une  quantité  constante  h;  l'équation  de  la 
droite  proposée  sera  nécessairement  du  premier  degré  et  sous  l'une  des 
formes  indiquées  dans  le  numéro  précédent. 

XS.  Lorsqu'on  connaît   l'équation  d'une   droite,   il    suffit  pour  la 

construire  de  chercher  deux  points  qui  lui  appartiennent.  On  donnera 

donc  à  X  deux  valeurs  x,,  Xt  choisies  à  volonté;  l'équation  Toumira  les 

valeurs  correspondantes  j/t  >  ^t  pour  l'ordonnéey.  La  droite  des  deux  points 

Hi(xi,yi),  Hi(xt,t/i)  est  celle  qui  répond  à  l'équation  donnée.  Pour 

plus  de  facilité  ou  détermine  d;  préférence  les  points  où  elle  rencontre 

les  axes  ;  pour  x  ^  o,  l'équation  donne  l'ordonnée  du  point  d'intersection 

de  la  droite  avec  OY,  et,  pour  y  =  o,  l'abcisse  du  point  d'intersection 

avec  l'axe  des  x. 

Ex.  1.  Que  signifient  les  éqottiana  m^O,y^of 

B.  Lt  première  représente  l'ue  des  y,  U  tecoode  l'tie  des  ». 

Ex,  •.  Figurer  le  parallëlogninme  dont  les  côtés  oat  poor  éqattions 

301-3=0,         3»-t.5=o; 

5y  =  i,         3ï  =  5. 

Ex.  ■■  Que  représentent  les  équations 

jr  — «  =  o,  y-*-it  =  o? 

B,  Les  bissectrices  des  ues. 

Ez.  4.  Construire  le  triangle  dont  les  côtés  ont  ponr  équitions 

y  — 2«-*-5  =  o,  3y  — »  =  4,  3y  +  5«  — 5  =  0. 

El.  •■  Figurer  le  quadrilatère  dont  les  tàUa  sont  donnés  par 

•  — 5  =  o.         y  =  i>         5^-i-3V~7  =  o,         3y  — 3i»  =  4. 

Ez.  •.  Bbntrer  qne  les  équations  A]/  +  Ba-t-C  =  o,  k'f-t-Wx-t-C  =  o  repréiea- 

.       ..--.,  ABC 

lent  la  même  droite,  si  Ion  a  ;      TJ^^'S^'c'' 

ne.  Coefficient  angulaire.  Lorsque  l'équation  d'une  droite  PQ  {fig,  16) 
est  ramenée  k  la  forme 

y  =  mx  +  6( 
le  coefficient  b  représente  l'ordonnée  du  point  d'intersection  de  la  droite 
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avec  l'axe  des  y;  car,  pour  x  =  o,  y=-&.  Cette  longueur  s'appelle 
l'ordonnée  à  l'origine  .*  sa  valeur  n'a  aucune  iaflueoce  sur  la  direction  de 
la  droite;  elle  ne  fait  qu'indiquer  si  celle-ci  passe  plus  ou  moins  prte  de 
l'origine. 

Pour  obtenir  la  sîgniQcation  de  m,  menons  OHt  parallèle  k  PQ;  son 
équation  sera 

y=  mx. 

Pour  un  point  Hi,  on  aura 

M,P,  =  m-OP,;     d'où    in.=4^  =  T  "jP^'- 
'  OPi       sinOMiP. 

Soit  S  l'angle  des  eues  et  a  celui  de  la  droite  avec  OX  ;  il  viendra,  en 

remarquant  que  OU|Pi  =  Q  —  a. 


Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,   6  =  go",  sin  (S  —  «)  =  cos  a, 

et,  par  conséquent, 

m  =  tang  a. 

Le  coefficient  de  x  dans  l'ëquation  s'exprime  donc  en  fonction  de 

l'angle  <x  ;  on  l'appelle  coefficient  angulaire  ou  congtante  de  lUrection. 

Lorsque  l'équation  est  de  la  forme 

Ay  +  Bar  -t-  C  =  o, 

il  faut  la  résoudre  par  rapport  i  y  pour  obtenir  la  valeur  du  coefficient 

...  B 

angulaire;  on  aurait  ainsi  m  =  — —  • 

97.  Il  existe  encore  deux  formes  très  employées  de  l'équation  d'une 
droite  en  coordonnées  cartésiennes  que  nous  allons  faire  connaître. 
Reprenons  l'ëquation 

Ay  +  Bi  +  C  =  o 
d'une  certaine  droite  AB.  Appelons  a  et  b 
les  distances  à  l'oriKine  des  points  d'inter- 
section de  la  droite  avec  les  axes,  et  intro- 
duisons ces  quantités  dans  l'équation. 
Pour  y  =  o,    x  =  OA  =  a  ;     d'où 

Pour  X  =  o,    y  =  OB  =  6     et,  par  conséquent, 
A64-C  =  o. 
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C  f 

On  en  tire  B  = , 

a 

après  la  suppression  du  facteur  commun  C, 

■     o  +  i 
si  00  imagine  un  parallélogramine  dont  les  sommets  se  trouvent  sur 
les  axes  aux  distanœs  :t:  a  et  ±  (  de  l'origine,  les  «équations  de  ses  côtés 
seront 

.^6       '        S     o       • 


Lorsque,  dans  les  formules 

a—l  b- 


on  pose  A  =  o,  B  =  o,  les  segments  interceptés  par  la  droite  sur  les 
axes  sont  infinis.  Il  en  résulte  que  l'équation 

o.y  +  o.x-l-C  =  o  ou    C  =  o, 
c'est-à-dire  une  constante  égalée  k  zéro»  doit   être  regardée  comme  la 
déGnition  analytique  d'une   droite  située   à  l'infini  et  nécessairement 
indétermioée  de  direction,  puisque  le  coefficient  angulaire  se  présente 

sous  la  forme  ~  •   Cependant,   si  on  avait  à   considérer  une   droite 

Aj^  -f-  Bx  +  C  •=  o,  lorsque  les  coefficients  A  et  B  tendent  simultanément 

vers  o,  et  que  le  rapport  —  -7 reste  constant,  l'équation  limite  C=  o 

représenterait  une  droite  à  l'infini  paraUèle  à  une  direction  déterminée. 

SS.  Abaissons  de  l'origine  {fig.  17)  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
AB;  soit  p  la  longueur  de  cette  perpendiculaire,  et  a,  ^  les  angles  qu'elle 
fait  avec  les  axes  positifs  OX,  OY.  Les  triangles  rectangles  donnent 

.-- L.      '-- £^- 

cos  Ot  cos  p 

La  substitution  de  ces  valeurs  fournit  cette  nouvelle  forme  de  l'équation 
d'une  droite 

a:  cos  a  +  y  cos  P  =  ;). 
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Pour  un  système  d'axes  rectangulaires  cos  j3  =  sin  «,  et  on  aurait  alors 

a:cosa+ysina  — p  =  o. 
L'équation  d'une  droite  A'B'  parallèle  h  la  première  de  l'autre  eàlé  de 
l'origine  mais  à  ta  même  distance  de  ce  point  serait 

ICOS  (180"  —  a)  +  y  cos  (180"  —  |3)=P> 
OU  bien 

X  cos  «  -J-  y  cos  j3  =  —  p  ; 

et,  en  coordonnées  rectangulaires, 

a;  cosa  +  tf  sina  =  — p. 
Dans  ces  équations  p  doit  être  regardé  comme  pouvant  être  positif  ou 
négatif  et  les  angles  a  et  p  comme  compris  entre  les  limites  o  et  i8o*. 
L'équaUon  générale 

Ay4-ftt-l-C  =  o 
peut  toujours  être  ramenée  h  la  forme 

a'  cos  a -]- !/  sin  a  —  p  =  o; 
c'est-â-dire  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  une  quantité  p  et  un 
angle  a  propres  Ii  passer  de  l'une  ii  l'autre.  En  efTet,  multiplions  l'équation 
par  un  facteur  indéterminé  ft,  et  identifions-la  avec  la  seconde;  on  aura 
les  relations 

^A^sincc,        ^B  =  cosa        et        (iC  =  — p. 
En  élevant  les  deux  premières  au  carré  et  ajoutant,  on  trouve 
f*'(A*  +  B')=i,        d'où 


et  par  suite, 
cos  «  :=  ±  — 


(/Â*4^B*' 


sin  a  =  ±  - 


j/A'  +  B* 


'  =F  -, ^ 


l/Â*  +  B« 


U  suffit  done  de  diviser  l'équation  proposée  par  ±  |/A*  +  B*. 

99.  Équation  de  ia  droite  en  coordon- 
néet  polaire».  Soit  AB  une  droite  {fig.  18), 
0  le  pélc  et  OX  l'axe  polaire.  Abaissons  OP 
perpendiculaire  à  AB  et  posons  OP  =  p, 
POX=a;  ces  quantités^  et  a  sont  constantes 
pour  une  même  droite.  Si  p,  u  sont  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  H,  le  Irianglc 
p%.  18.  OSIP  nous  donne 

p  C0s(w  —  a)  =  p; 
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d'où 

P 
P      coa(M  — «) 

C'est  l'équation  de  la  droite  en  coordonnées  polaires  :  elle  s'obtient 
immédiatement  de  l'équation  du  N*  28,  en  remplaçant  x  par  p  cos  û>,  et 
*/  par  p  sin  a.  En  dé?eloppant,  elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

»_. £ 

'       C  COS  u  -|-  D  sin  (d 

§    2.    PROBLÈMES    SUR    LA    LI6NB    DROITB. 

3V.  Étant  donnée  t'iquation  d'une  droite,  trouver  l'angle  qu'elle  fait 
avec  taxe  de»  x . 
Si 

y  ^mx-{-b 
est  l'équation  de  la  droite  donnée  en  coordonnées  rectangulaires,  od  a 
pour  déterminer  a  la  relation 

tang  a  =  m. 
Avec  des  axes  obliques,  il  faut  prendre 


sin  (6 -a)        •' 
en  développant  et  résolvant  l'équation  par  rapport  A  tang  a,  on  trouve 


'         I  +  m  cos  8 
Afin  d'avoir  une  formule  calculable  par  logarithmes,  écrivoDS 

tang  (a 1 

m  —  I      sin  «  —  sin  (6  —  «) \    .     2/ 

m+i~'sin«  +  siu(e  — «)■"       ^^fl        ' 
d'où  on  lire,  pour  déterminer  a, 

langfa  — -1  =  — — -tang-. 
V        2/      m  +  i         2 

Ex.  *.  Dptfnoiiicr  l'iDgle  lie  la  droite  V  =  3(D-i- 5  arec  l'axe  des  a. 

R.     K  =  63' 26' 5'' 8... 
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El.  s.  Étint  donDJet  les  droilei  jr^m»,  y  =  vi'*,  tronTerrindinaïwo, rarTaxc 
des  Et  de  U  biuectrice  de  l'angle  qu'ellM  tommA  entrt  allés. 

KH-o' 

Soita"cetaDgICi«ii*:  g"=  ■  lUU 

En  (Mrekippant,  et  dÎTÏMDt  les  deux  lenuf  de  la  fraction  pir  cm  a  cm  ■',  on 
(rouTew 

„  m  +  m' 

t«"g '    = -■■  • 

,_  ««,'-1-1/(1  H- «•)(!  + ai™) 

El.  S.  Trourer  lei  cosinua  des  iDglei  de  la  draile  Ay-^Bff +  C:=oaT«c  lei  axes. 

Menons,  par  l'oHgine,  1*  droite  Ay  -t-  B>  se  o  parallèle  à  la  droila  donnée,  Premitf 
ensnite,  1  partir  de  l'origine,  une  longueur  OH  ^  r,  ei  soient  p,  q  lei  coordonnée*  da 
peint  H.  On  aurra  Aq-t-Bp  ^o;  d'où 


Hais  p  =  reMa,q  =  raa^,ii  et  f  iUat  1m  Uglei  de  la  droite  ■< 
en  dédain  les  égalités 


*  »         ±|/A'-t-B* 

SapposoDj  maintenant  qae  leg  aiei  «ùenl  Dbli(|aes,  et  projetons  le  contai 
reapecliTeuient  lur  p,  q,  r.  Il  Tiendra  les  relations 

p-*-qeoi9:=rcoêa, 
p<iaêt't-i  =  rectp, 
pcosii  +  9eosp  =  r. 
En  éliBÛnaot  p,  f ,  r,  on  aura 

I      I  eos  Q        cos  a  I  ^  I, 

ces  B  I  cos  ^ 

ou  bien,  en  développant, 

(i)    cos' ■  +  cos* fi  —  3eosscos(!eost=3 tin' i. 

Cest  la  relation  qui  existe  entre  les  cosinus  d'une  droite  avec  deux  • 
elle  se  réduit  1  eos*  ■  +  cos*  ^  =  i,  pour  des  aies  rectangulaires. 

Cela  étant,  les  deni  premières  équations  donnent 


p-t-qtoii      ptMt  +  ç 


A  —  BcosB      AcosS  ' 


Kcos'  a-t-cos«ff  —  acosacosgcosB I 

^  (  A— Beos  e}*-t-(A  eosB-B)'-  2(  A— Bras  a)(A  eosS-  B)cose      ^A'+B*— «ABcosS 
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Ces  égilità  déterminent  cos  «,  cm  jl. 

Ex.  4.  fiimener  l'équation  Ay-t-Ba  +  C  =  o  d'une  droite  rappMtée  k  des  tie( 
«bliquei  i  II  forme  x  eoa  ■  +  y  tos  p  —  f>  ^  o. 

Si  on  idenliSe  le  prenuire  ëquilioa  avec  la  seconde,  eprù  l'avoir  multipliée  pu  un 
lacieiir  indéterminé  i,  on  aura  le*  relation! 

/iAe=>cos^,        /ifi^cof  s,        /iC=i—p; 

en  sahstituant  dam  la  relation  {k)  du  numéro  précédent,  il  rient,  pour  déterminer^, 
l'équation 

fi>  (A'-K  B*  —  2AB  CM  »)  =a  ain*  6. 
II  faudra  donc  multiplier  l'équation  proposée  par  le  factenr 


iV/At  +  IP  — aABcoae 
SI.  Trouver  VangU  de  deux  droileg  données. 

Les  équations  des  droites  donnëes  peuveDt  toujours  se  ramener  à  la 
forme 

(i)  y  =  «1x4-6,        {2)y  =  m'i4-6'. 
Menons,  par  l'origine  (fig.  19),  deux  droites  parallèles  aux  premières  : 
elles  auront  pour  équations 

(i')ï  =  mx,        (2')y  =  m'x, 
et  feront  entre  elles  le  même  angle  que  les  droites  proposées.  Soit  9  l'angle 
cbcrché,  a.  et  «'  les  angles  d'inclinaison  des 
droites  (i')  et  (2')  sur  OX. 
On  a  ëTidemment 

a^»'  —  «J 
d'où 


(A)  tangç  — 


Ung  «'  —  Ung  » 


i  +  tang<x-Ung«'  ^^^  ^^ 

Or,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  tanga'=^m',  tanga  =  m;  on 
lura  donc,  .pour  délerœiner  f,  la  formule 

tangqi  = 


I  -i-fam' 
Lorsque  les  droites  sont  perpendiculaires,  ç  =  -  >    lang  ç  =  co  ;  par 
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telle  est  la  reUtioa  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires  de 
deux  droites  pour  qu'elles  soient  perpcDdiculaircs. 
Si  elle  s  sont  parallèles,  9  ^  o  et  tang  <p  =  o;  d'où  tn^m'  sera  la  con- 
dition du  parallélisme  de  deux  droites. 
Quand  les  droites  proposées  ont  des  équations  de  la  forme 
(i)  Ay  +  Ba;  +  C  =  o,        (2)  A'y  +  B'x  4- C  =  o, 


ona  :  m  =  — -»    m' = 

=  —  —  ;    et,  dans  ce  cas 

BA'  ~  AB' 

La  condition  de  perpendicularite  est 

AA'  +  BB'  =  0  ; 

et  celle  du  parallélisme 

BA'- 

-  AB'  =  0        ou        ■^= 

c'est-â-dire  que,  si  deux  droites  sont  parallèles,  les  coefficients  des  varia- 
bles sont  proportionnels. 

Supposons,  maintenant,  que  les  axes  soient  obliques;  an  a  alors 
m  sin  6  ,  m' sin  S 


UDga 


h  m  cos  6  I  +  m' cos  5 

et  l'on  trouve,  après  la  substitution  dans  la  relation  (k), 
{m'  —  m)  sin  6 
*■■*  f  =  H_  mm'  +  (m  +  m')  cos  9  ' 

Avec  la  seconde  forme  d'équations,  on  aurait 
_  (BA'  —  AB')  sin  9 

La  condition  de  pcrpendicuiarîté  pour  les  coordonnées  obliques  est  donc 
I  +  mm'  +  (ttH-  m')  cos  d  =  o  ; 
ou  bien 

AA'  +  BB'  —  (AB'  +  BA')  cos  6  =  o. 

Ex.  t.  Chercher  l'aigle  dei  droilM 


B.i9»39'... 
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Ex.  •.  Ecrire  rëqoation  d'une  droite  quelconque  (aÎMDt  nu  angle  de  45*  itm  U 
droite  y  ;=  nue  -1-  6. 

R.  v  =  î-— ^»  +  l. 

Ex.  •.  HoDtrer  qu'on  ne  peut  ivoir  en  m  Jme  lempï 

Ex.  «.  Déterminer  Ttugie  de  deux  droites,  coniuiasuit  les  conniu  des  ingles 
qu'elles  font  tvec  les  axes. 

Supposons  que  le  point  (i'),  dans  la  figure  prccUenle,  ait  pour  coordonaées  p  et  7, 
et  Mit  p  M  dislance  à  l'origine.  Projetons  le  contour  p-t-  q  -t-,r  respectivement  sur  p, 
q  et  oz'.  11  Tiendra 

p-t-fcosQ^pcosa; 

I>coss  +  g  =  r  cosp; 

pcoss'  -t-çcos^^rcosf. 

Bd  éliminant  p,  q,  r,  on  trouvera,  pour  déterminer  f,  la  relation 

an'll  co*;^cosbcos«'  -t-  eosjtcos^ —  (c«s  ac(isjS'-t-coi^cosa')cos6j 

elle  M  réduit  1 

eos  f  :=  cos  a  Eos  a'  +  cos  ^  cas  ^, 
si  les  aies  sont  rectangulaires. 

S9.  Trouver  Péquation  générale  des  droites  parc^léUs  à  une  droite 
donttée. 

Supposons  d'abord  que  la  droite  donDëe  soit  représentée  par 
y  =  mi  +  6. 

Od  sait  que  les  coefficients  angulaires  de  deux  droites  de  mémo  dircc- 
tioD  sont  égaux;  par  suite,  l'équation 

y  =1  mx  +  }., 
où  >  est  arbitraire,  ddfiaira  toutes  les  droites  parallèles  à  la  première. 

Si  la  droite  donnée  est  At/  4-  fix  +  C  =  o,  la  condition  du  parallélisme 
peut  s'écrire 


On  y  satisfait  en  posant  :  A'  =  kX,  B'  =  AB.  Il  en  résulte  que  l'équation 
*  (Ay  -H  Bjc)  +  C  =  o. 


D,gnz.dbvC00gle 


représentera  uqc  droile  parallèle  k  l'autre  quel  que  soit  C.  En  posant 


X  =  -7-,  elle  devient 


Ay  +  Ba;  -h  i  =  o. 


IS.  Trouver  Véquaiûm  générale  des  droite»  perpendievlaù-ea  à  «m 
droite  donMe. 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  on   a,  pour   les  conditions  de 
perpendicularité, 

1  4-  mm'  =  o, 
AA'  +  BB'  =  o. 

De  la  première,  on  tire  m'  =— ^;  par  suite,  l'ëquation 

représentera  une  droit*  perpendiculaire  ky^mx-j-b,  quel  que  soit  l. 
Dans  le  second  cas,  la  condition  peut  s'écrire 

d'où  A'  =  BA,  B'  =  —  AA;  et  l'équation 

ft  (By  —  Aar)  4-  C  =  o, 
^        C 

OU,  en  posant  ^  =  r  » 

By  —  Ax  +  X  =  o, 

définira  une  droite  quelconque  perpendiculaire  Jila  droile  Ay+Bi+C=*o. 
Lorsque  les  axes  sont  obliques,  les  conditions  de   perpendicularité 
peuvent  s'écrire 

1  +mm'  +  {m  +  m')  cos9  =  o, 
A'  (A  —  B  cos  e)  —  B'  (A  cos  6  —  B)  =  o. 
D'où 

^  1 4-  m  cos  6 

m  +  coBS  ' 

a; ^      B' 

A  cos  e  —  B      A  —  B  cos  6  * 


D,gnz.dbvC00gle 


—  57  — 
Les  équations  cherchées  seront  alors 

i-\-mcosQ 


+  >, 


^  m  +  costJ 

(A  C06  e  —  B)y  +  (A  —  B  cos  0)  1 4-  i  =  o. 

S4.  Déterminer  U  point  d'intersection  de  deux  droùes  donniei. 
Soient 

y  ^  mx  +  6.        y  =  m'x  +  6' 

les  équations  des  droites  données.  Les  coordonnées  de  leur  point  commun 

doivent  satisfaire  à  la  fois  à  ces  deux  équations  :  il  suffit  donc,  pour  les 

obtenir,  de  résoudre  les  équations  par  rapport  à  x  et  y. 

En  égalant  les  valeurs  de  y,  on  a 

f>'  —  b 

mx  +  6  =  m'x  +  6'       d  ou      x  = , 

'  m  —  m^ 

et,  par  suite, 

mb'  —  bm' 


Lorsque  m  =  m',  ces  valeurs  sont  infinies,  et  cela  doit  être  puisque, 
dans  ce  cas,  les  droites  sont  parallèles. 

lu.  1.  Qnd  eu  le  poÎDt  d'iotenectioD  des  drailet 

3«  +  3ï  —  8  =  o       et       5«  —  1/  —  9  =  oT 

R.     (2,1). 

Kl.  s.  IVoaver  Ici  coordonDées  des  «omraeu  d'un  triingle  dont  Im  cAtéi  ont  pour 


2ï  — «  =  3,    y  +  *  — 1  =  0,    stx  +  yam- 
H.       A{o,i),      B(-2,o),      C(-5.+ 

Ex.  a.  Chercher  le  point  d'intersection  des  droites 

(6  —  ft')  I  —  (o  —  «')  V  =  a'6  —  a/(' 
(6  —  6*)  « .+-  (a  —  o*)  y  =  06  —  a'*'. 


..     [e^,    i±ï]. 


Ex.  a.  Mène  recherche  pour  les  droites 

]>-t-aic-l-a*^o,  y  +  i«!  +  i'  =  o. 

R.       [-(0  +  6),  a*]. 
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Ex.  S.  DétermiDGT  le  point  cominni)  des  droites 


1    nft'  —  fco'   '  06'  —  fta' 


El.  •.  Même  calcul  pour 


f  est  l'angle  des  deni  droites. 

Ex.  V,  Avec  les  mjmes  équatioDs  que  dans  l'exemple  précédent,  calculer  la  distinee 
da  poinl  d'tnterseelioD  des  droites  k  l'origine. 

On  a,  en  appelant  p  cette  distance, 

f  ■  =  a*  +  K'  =   .        [p*  +.  p'«  —  ^/p'  eos  e] . 
sin"  f 

Si  00  désigne  par  D  la  distance  entre  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
l'origine  sur  les  droites,  on  aura  cette  relation 


55.  L'équation  géaërale  de  la  ligne  droite  y^mx+b  ae  renferme 
que  deux  coefficients  ou  paramètres  inconnus.  Il  en  est  de  même  de 
l'ëquation  Ay-|-Bx-{-C  =  o;  car,  si  on  divise  par  C,  il  reste  les  deux 

A  B 
coefficients  ^  et  ^  dans  k  premier  membre.  Les  deux  conditions  géomé- 
triques auxquelles  une  droite  peut  être  assujettie  servent  à  trouver  deux 
équations  de  condition  où  entrent  les  paramètres  et  des  quantités  don- 
nées :  équations  qui  suffisent  pour  les  déterminer.  Dans  les  problèmes 
qui  suivent,  on  s'occupe  de  la  recherche  d'équations  de  lignes  droites  sou- 
mises i  certaines  conditions. 

56.  Trouver  l'iQu<aion  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés. 
Une  droite  quelconque  est  donnée  par  l'équation 

y  =  mx  +  6, 
en  déterminant  convenablement  les  coefficients  m  et  b.  Soient  M'  {x',y^, 
H"  [x",  y")  les  points  donnés.  Si  l'un  de  ces  poinls,  par  exemple  M',  doit 
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appartenir  à  la  droite,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à  l'équation  :  on 
a  donc  la  condition 

y'  =  mx'  +  b. 
On  peut  profiler  de  cette  relation  pour  éliminer  une  inconnue,  par 
exemple  b;  ce  qui  s'obtient  par  la  soustraction  des  équations  membre  à 
membre;  il  rient  ainsi 

y_j,'  =  M(X  — X'). 

Cette  équation  représente  une  infinité  de  droites,  puisqu'elle  renferme 
un  eoeOicient  indéterminé  m;  et  toutes  ces  droites  jouissent  de  la  pro- 
priété de  passer  par  le  point  M'. 

Hais,  comme  la  droite  cbcrcbéc  doit  aussi  passer  par  M",  on  a  cette 
seconde  condition 

v"  —  y'^tn(x"  —  a:'),      d'où      »b^~ —  -■ 
y        9  \  »  x"  — x' 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  obtient,  pour 
la  droite  cbercbée, 

on  bien,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

y  — y'  _^  —  ^ 
y"-y'      x"  —  x'' 
En  chassant  les  dénominateurs  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le 
premier  membre,  on  peut  encore  écrire 

(y"  ~y')x~  (x"  —  x')y  +  y'x"  —  x'y"  =  o. 
Il  est  boA  de  retenir  que  le  coefficient  angulaire  d'une  droite  qui  passe 
par  deux  points  est  égal  au  rapport  de  la  différence  des  ordonnées  i  la 
différence  des  abcisses  de  ces  points. 

Ex.  1.  Que  devient  l'^qattiou  d'une  droite  qui  pisse  par  d«ai  poiott,  si  on  bit  sne- 
eeuivenwnt  y"  =  y',  •"  =  a:'* 

Ex.  «.  Écrire  réqaalion  de  U  droite  qui  joint  l'origine  au  point  H  {>',|r'). 

H.    c'y  — y'ir  =  o. 
Ex.  •.  TroDTer  les  équations  des  c6tés  d'no  triangle  dont  les  sommets  sont  (—  i,  2)f 
(a.  3).  (-  4.  5)- 

H.    3y  — •  — 7  =  0,        y  +  ai  — 1  =  0,        3y  +  a>  — 11  =  0. 


D,gnz.dbvC00gle 


Ex.  «.  Let  wnimeti  d'un  triingle  Mot  A  (OtO),  B  {o,f"]  C  (m'" fi);  tnjuer  let  équa- 
tions des  médiaDes. 
R.    a"'j/  —  j/"x  =  o,     ay"*  +  «"'y  —  «'"y"  =  o,     v"a>  +  3n)"')r  —  «"V'  =  o- 
Ex.  B.  Trouver  la  coudilion  pour  que  les  trois  points  (m',  jr*),  (a",  jr"),  («"',  |r"0 
soienlen  ligne  droite. 
L«  droite  das  deux  premiers  pointa  est 

iS"  —  jf')ai^{œ'  -«")|r-HïV  — «y'  =  o. 
D'aprfa  II  question,  le  troiiiëme  point  devra  utisbire  à  cette  ëquatiou,  et  la  condi- 
tion cherchée  sera 

(y"  -  s')  *"'  +{^-  «'T  f"'  +  jr'»"  -  «y  —  o, 
ou,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

«' (y"' -  y'T  +  »"  (y  _  ir"') -1- *"' ù^' -  ,-)  =  o. 
Ex.  •■  TroaTcr  les  médianes  do  triangle  dont  les  sommets  sont  :  A(x',y'),  B  («"ijr")i 
C(-"'.y"'}. 
H.     (aa'  — •"- •'") y- (a»'  — y"  —  /")»! +  !''(''"-*-«'")  — œ'(y"  +  |("'>  =  0; 
(»"— ai'-»"')y  — (ay"  — y'  — y"')«-|-y"(«'  +  «"')  — B"(y'  +  y"')  =  o; 
(w'"  —  «'  -  x")  y  —  (ay'"  —  y'  —  y")  «  -t-  y"'  (»>'  ■+■  »")  -  «'"  (y-  -t-  y-O  —  o, 
Ex.  «.  Hontrer  que  la  droite  passant  par  les  milieux  de  deux  cdiés  d'un  triangle  est 
parallèle  an  Iroisiime  e£të. 

Ex.  •.  Trouver  le  rapport  des  segments  qu'une  droite  Ay  -4-  Bb  -t-  C  ^  o  détermina 
sur  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  H'  (o',  y').  H"  {m",y"). 

Désignons  par— ce  rapport,  et  par  C  [n,  y)  le  puint  d'intersection  de*  droto. 
<hi  aura  (N*  S) 


Sabstitnons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  droite  donnée  ;  il  viendra 
A  {m^'  ^-  ny')  +  B  (me"  -j.  n»-)  -«-  C  (m  -•-  n)  =  O. 


Ex.  •.  Trouver  le  rapport  suivant  lequel  la  droite  des  pointa  D  (x'  y'),  E  {x",  y") 
est  rencontrée  par  {aligne  qui  joint  deux  autres  points  P  {«"',y"'),  G  (*",  y"). 

n     ^_  »'  ly"  -  y"')  -t-  »•"  (y'  -  y")  -*-»"(/"  —  /) 

n       b"  {y'"  —  y")  +  «"'  (y"  —  y")  +  x"  (y"  —  y'") 
Ex.  ■•.  Une  droite  rencontre  lescôtés  AB,AC,BC  d'un  triangle  aux  pointsF,B,D; 
démontrer  la  relation 
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Ex.  a  1 .  Pur  les  somioeti  d'un  triiDgle  ABC,  on  mené  Iroù  droites  panant  par  un  même 
point  0  et  conpaDt  les  cCtës  opposëa  ani  points  D,  E,  F  ;  prouver  que  l'on  a  (onjours 
BP-CE-AF  _ 
DC-EA-FB~"'* 
Ex.  ts.  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  on  mène  les  diagonales  du  parallélo- 
gramme ayant  pour  iomniels  les  milieux  des  câtës;  soit  I  leur  point  d'intenectioD, 
et  F,  G,  les  milieux  des  diagonales  dn  quadrilatère.  Les  points  I,  F,  G  sont  en  ligne 
droite  et  le  point  I  est  le  milieu  de  FG. 

ST.  Trouver  téquaiion  d'une  droâe  qui  passe  par  vn  point  et  qui  est 
partdlète  à  une  droite  donnée. 

Soit  M{x',y')etjf^=px-i-q  le  poittt  et  la  droite  donoés.  La  droite 
cherchée  aura  une  équation  de  la  forme  (N'  32) 

et,  comme  elle  doit  passer  par  le  point  M  (x',  y'),  on  a  la  condition 
y'=px'  +  A. 
En  retranchant  membre  h  memhre,  le  cocfScient  indéterminé  X  dispa- 
raît, et  il  Tient,  pour  l'équation  demandée, 

y-y'=p(x~x'). 

Ex.  fl.  Quelle  est  réquation  d'une  droite  passant  par  H  (n',  y")  et  parallèle  à  l'une 
des  droites  tnirtntes  : 


R.    A{y-i^  +  B(»-»')  =  o.  ^__+ï_>=o. 

Ex.  a.  Va  triangle  a  pour  sommets  A  (1,3),  B(— 1,1),  C  (3, 2)i  trouver  les  droites 
menées  par  les  sommets  pirallèlemeot  aux  «6lës  opposes. 

R.    4S(  — a  =  7,       y="i,       2y  — «— ie=o. 

SS.  Trouver  l'équation  générate  des  droites  qui  passent  par  le  point 
d'intersection  de  deux  droites  données. 
Soient  les  équations  des  droites  doDoées, 

y  —  tïii  —  fc  =  o,         y  —  m'x  —  fc'  =i  o  ; 
l'équation  demandée  sera 

(ft)         y^mx  —  6  =  X(y  —  m'x  —  b% 
dans  laquelle  X  est  indéterminé.  En  effet,  elle  est  du  premier  degré  en  x 
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et  y,  et,  À  cause  de  la  présence  de  X,  elle  représente  une  infinité  de  droites  ; 
de  plus,  toutes  ces  droiteg  passent  par  le  point  d'intersection  des  deux 
premières;  car  les  coordonnées  de  ce  point  ennuient  le  premier  et  le 
second  membre  de  l'équation,  quel  que  soit  ).. 

Une  condition  nouvelle  permettre  de  déterminer  À;  si,  par  exemple,  la 
droite  est  assujettie  à  passer  per  un  point  H  (x*,  j/'),  on  a  la  relation 
y'  —  mx'  —  5  ^  i  (y'  —  tn'x'  —  6'). 
Par  l'élimination  de  X,  on  trouve  l'équation 

y  —  mx  —  6        y  —  m'x  —  6' 
y'  —  nu;'  —  6      y'  —  m'x'  —  o' 
qui  représente  une  droite  issue  du  point  d'intersection  des  deux  premières, 
et  passant  par  le  point  donné. 

Pour  exprimer  que  l'une  des   droites  (k)  doit  être  parallèle  à  la 
droite  y  —  px  —  q^o,  il  faudrait  d'abord  écrire  ainsi  l'équalion 

(i  —  À) y  4-  (m'A  —  m)x  +  b'X  —  6^o; 
et  la  condition  du  parallélisme  serait 

I  —  ).      m'A  —  m 
I     ~     — p 
Cette  relation  sufGt  pour  déterminer  ).. 
En.  t.  Droite  painnt  par  H(i,  —  s)  et  le  poinl  d'interaection  dei  droites 


F.x.  M,  Droite  pissonl  par  l'origine  et  le  point  commun  dci  droites 


-0-i)-G-0- 


Ex.  S.  Droite  pirallèle  à  sy  -¥-  31  =  5  et  puiuil  pir  !e  point  d'intersMtioD  des 
droite*  de  l'exeinple  i. 

R.     2y-t-3«-4  =  o. 

Ex.  a.  Les  riléi  d'uo   triingle  sont :--t-^=  i,   »  =  o  «l  y  =  0,   Ttoutct   Iw 
médiuies. 


«     z-i-'- 
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S9.  Reeonnaitre  êi  trois  droites  concourent  en  un  mémepoint. 

CoDsidërons  les  droites  représentées  par  les  équations 

Ay  +  Bx  +  C  =  o,     A'y  +  B'x  +  C  =  o,     A"y  -^  B"x  4-  C"  =  o. 

Od  cherche  les  valeurs  de  x  et  de  y  du  point  d'inlerseetion  des  deux 
premières  :  si  les  valeurs  obtenues  satisfont  ïi  la  troisième  équation,  les 
trois  droites  proposées  passent  par  un  même  point.  On  trouve  ainsi,  pour 
la  condition  génémie, 

A"  (BC  —  CB')  +  B"  {CA'  —  AC)  +  C"  (AB'  —  BA')  =  o. 

n  est  un  moyen  pluscommode,  c'est  de  chercher  trois  constantes  ï,f<,v 
telles  qa'en  multipliant  respectivement  les  équations  par  ces  constantes  et 
ajoutant,  on  ait  l'identité 

;  (Ay -h Bi  +  C)  +  p  (A'y  +  Wx  -{-C')  +  v  (A"y -}- B"x 4- C")  =  o; 
c'est-à-dire  une  équation  qui  soit  satisfaite  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  X  et  de  ^.  En  effet,  les  coordonnées  du  point  commun  aux  deux  pre- 
mières droites  annulent  séparément  les  deux  premiers  trinômes,  et  elles 
devront  également  annuler  le  dernier,  puisque  l'équation  est  satisfaite 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variables;  donc  les  trois 
droites  eoneourent  en  un  même  point,  si  on  peut  arriver  à  une  telle  iden- 
tité. Souvent  il  suffit,  pour  la  trouver,  de  combiner  par  addition  ou 
soustraction  les  équations  des  droites  données. 

Ainsi,  dans  l'Ëx.  4  du  numéro  précédent,  les  médianes  du  triangle  sont 

h^— 1=0,      _+-5— r=o      et ^  =  0; 

a       b  a       b  a      b 

si  on  change  les  signes  des  deux  dernières  équations  et  si  on  ajoute,  on  a 

l'identité 

(t+I-)-G+I-)-G-0=- 


Dans  cet  exemple  les  constantes  sont  :  /  =  i,  ft^  —  i  etv  =  —  i 

El.  1.  Montrer  que  les  droites  guivanlM 
""'V  ~  y""  =•  o,    ay"*  +  *"'i/  —  »'"!("  =  o,    y"»  +  2a>"'y  —  «'"j"  —  o 
M  coupent  en  nn  même  point. 
Le  point  d'intenection  du  deni  dcmiira  «  pour  coordoaDJes  «  =  —  ,y=.  — 
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vileurs  qui  utiiTonl   à  U  premicre  équation.   Autrement,  si  on  retrancba  les  deux 
deniiires  éqnilioDS  on  retrouve  ts  première.  Donc,  etc. 

Ex,  a,  Héme  recherche  pour  les  droites 

y4-a>  +  B*  =  o,      y -I- fci -t- ft*  =  o      et      »  +  (B-»-à)=o. 

Si,  tprès  iToir  retranché  les  deni  premières  équations,  on  ijoute  au  résultat  li 
dernière  multipliée  par  (6  —  a),  ou  trouve  0  =  0. 

4#.  Trouver  t'^ualion  de  la  perpendiculaire  abmtsée  d'un  point  sur 
un«  tbroùe  donnée. 

SoientM(x',y')ely  =  mx-}-6  le  point  et  U  droite  donnés.  La  perpen- 
diculaire est  représenhie  par  une  équation  de  ta  forme 

SI  on  exprime  qu'elle  passe  par  le  point  H,  on  a 

,■ — ^+).. 

En  retranchant  membre  à  memJire,  on  trouve,  pour  l'équation  de- 
mandée, 

x  —  x' 

Lorsque  la  droite  donnée  est  définie  par  Ay  +  Bar  +C  =  o,  m  =  —  j . 

et  on  a  pour  la  perpendiculaire 

y  —  y'      X  —  ^' 
__=      -_  . 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  on  arriverait  de  la  même  manière 
aux  équations 

y— y'     ^        x—x' 
I  +  "»  C08  9  m  +  cos  6 

y  — y'     _     ig  — J'     , 
B  cos  9  —  A      Aco8  0  —  b' 

El.  fl.  Droite  istue  du  point  (—  i,  2)  et  perpendiculiire  à  U  droite  5>  —  2y  =  5. 

R.    5yH-M=8. 
El.  S.  Les  sommets d'uQ  triangle  sont  A(i,2),B( — i,  t),  €(—2,3);  trouver  lei 
équations  des  perpendiculaires  abaiisées  des  sommets  sur  les  cAléi  opposés. 
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Eqiulioiu  des  cdtéi  : 

ay  — «  — 3  =  0i       3y  +  «  — 7  =  0,       y-*- ï»-«- i  =0. 
EquttioDi  dei  perpendiculures  : 

y-(-;MH-i=o,         [T  — SX  — 4  =  0,         2y  — *  — 3  =  0. 

Ex   S.  Droite  pissant  pir  H  (a/,  y')  et  perpendieulaire  à--i-  ^^  i. 

£1.  4.  Les  Irais  hauteurs  d'un  triangle  passent  par  ud  même  point. 

Ed  effet,  si  on  choisit  deux  axfs  rectangulaires  de  maniire  que  lus  coordoimto 
des  sommets  soient  :  A  («',  o],  B  (o,  y"),  C  {"'",  o),  an  tronvera,  pour  les  équations  des 
htuleurs 

jl"y  —  »'{m  —  a"')t=a,        y"y  —  a!"' (*  —  «T  =  O,        a!  =  o; 
on  Toit  facilement  que  la  dernière  est  une  eaïuëquenee  des  deux  autres  ;  donc,  etc. 

Ex.  ».  Les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  câtës  d'un  triangle  passent  par 
DO  même  point. 

Avee  le  triangle  de  l'exemple  précédent,  on  aura,  pour  les  équations  des  perpen- 
diculaires, 

jr"y  — •'«-»--{«''— s'")  =  0.  y"s  —  !''"''-*■-{'''"*— y"')=Oi  » — =°- 

En  retranchant  les  deux  premières,  on  retrouve  la  troisième;  donc,  etc. 

Ex.  a.  Droite  passant  par  te  point  H{^,}'}etperpendicnUireà*co*aL-i-ysina— p=«. 

Ex.  •.  Droite  menée  par  le  point  d'intersection  des  droites  j/  —  2«  —  5^o, 
y  -t-  M  —  I ^ o.  et  perpendiculaire  à  2^  —  $x^g. 

R.    5ï-+-a»  — g=o. 

41.  Chercher  l'exprtttion  de  la  dittanee  ^un  fiomt  à  une  droite. 

Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires.  La  distance  d'un  point 
H  (x*,  y*)  à  une  droite  donnée  y  —  mi  —  6— ose  compte  «up  la  perpen- 
diculaire représentée  par  l'équation 

y  _  y  _      x~x' 

Soient  x,,  1/1  les  coordonnées  inconnues  du  pied  de  la  perpendiculaire 
et  P  la  distance  cherchée;  on  aura 


Or,  en  vertu  d'une  propriété  des  fractions  égales,  on  peut  écrire 
y  —  y'  __  —  {^  —  "')     y—y'  —  mfx  —  x')  _  —  y'  +  ntaZ  +  y  — mx 
I  m  1  +  wi'  1  -|-  m' 
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Remplaçons  les  coordonnées  courantes  x  et  y  par  Xi,  yi  :  comme  le 
pied  de  la  perpendiculaire  appartient  à  la  fois  aux  deux  droites,  y,  —  mxi 
=  6;  il  viendra  donc,  pour  calculer  les  différences  Xi  —  x*,  t/i  — y\  les 
équations  suivantes  : 

yi  ~.y'  _—ixi  —  x'}_—(n'~m^  —  f>) 

I  m  I  -1~  m'  ' 

si  on  substitue  leurs  valeurs  dans  le  radical  précédent,  on  trouve,  pour 
l'expression  cherchée. 

Lorsque  l'équation  de  la  droite  donnée  est  de  la  forme  Ay-4-Bx4-C^o, 
m^  —  j»    0  =  —  TJ"  vient,  dans  ce  cas. 


Le  numérateur  de  ces  fractions  est  le  premier  membre  de  l'équation 
de  la  droite  où  x  et  y  sont  remplacés  par  x'  et  y'.  De  là  découle  cette 
règle  :  Le  premier  membre  de  l'équation  d'une  droite  Ai/  +  Bx  +  C  =  o, 
diviië  par  [/  A'  -j-  B*,  représente  la  distance  d'un  point  guelconque 
H  (i,  y)  du  plan  à  celle  droite. 

Enfin,  si  la  droite  donnée  est  représeolée  par  l'équation  x  ct>6a.-i-y  sin  a 
—  p  =  o,  on  a  pour  la  perpendiculaire 

„      x'eos  a-|-v'sin  a  —  p        .    ,  ,  ,      ,   , 

P  = ^ =  ±  (x'  cos  a  -)-y'  sin  a  ~  p). 

j/cos'  «  -J-  sin'  a 

Donc,  «I  on  subêlilue  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  droiie 
X  cos  a-}' y  sin  a  —  p  :=  o  les  enordonnées  d'un  point  ^[x\  y'),  on  obtient 
une  quantité  x'  cos  a  -\-y'  sin  «  —  p  qui  mesure  la  distance  de  ce  point  à 
la  droite. 

Pour  attribuer  des  signes  différents  à  la  perpendiculaire  suivant  la 
position  du  point  par  rapport  à  la  droite,  il  faut  remarquer  qu'avec  x'=o 
et  y'  =  o,  on  a  :  x'  cos  «  -j-  y'  sin  a  —  f  =  —  p.  La  distance  de  l'origine 
il  la  droite  est  négative;  il  faudra  regarder,  comme  négatives,  les  perpendi- 
culaires qui  se  rapportent  aux  points  du  plan  situés  du  même  cdté  de  la 
droite  que  l'origine;  car  la  fonction  x  cos  a -(-y  sin  a  — p  est  contioue; 


D,gnz.dbvC00gle 


—  47  - 

.elle  reste  négative  jusqu'à  ce  que  le  point  H  arrive  sur  la  droite;  elle 
passe  «lors  par  o  et  devient  positive  par  un  point  situé  au-delà. 
Lorsque  les  axes  sont  obliques,  la  distance 

P  =  /  {a:,  —  X')'  +  (y.  —  y')'  +  2  (x,  —  X')  (j/,  —  y')  cos  6 
se  compte  sur  la  perpendiculaire  qui  a  pour  équation 

y~~y'      .__.._.        3=  — a:' 
1  4-  m  cos  e  m  +  cos  9  ■ 

De  U,  on  aura  comine  tantôt  les  relations 

y —y'  ^—{X'-x')  ^y~y'~~m(x^x')  _  —  y'+mx'+y—mx 
i-{-mcos6  m-J-cosO  1 4-»»'+ 2W» cos 9  i -j- m' -{- am  cos  6  ' 
et,  pour  le  pied  (xi,yi)  de  la  perpendiculaire, 

S'— y'    __  —  {^'  —  ^')^  — (y'- 


-  m  cos  9        m  +  cos  9        i  +  m'  -f-  zm  cos  9 
En  substituant  les  valeurs  de  x,  — x',  yi  — y'  lirces  de  ces  équations 
dans  le  radical,  on  trouve,  après  les  réductions, 
p  ^  _j.  (y'  —  mx'  —  b)  sin  9 
(/  I  +  m*  -H  2m  cos  ô 
Cette  valeur  de  P  est  aussi  proportionnelle  à  la  quantité  y'  —  mx'  —  b, 

Bemarque.  L'expression  de  P  pour  ta  distance  d'un  point  (x,  y)  k  une 
droite  est  de  la  forme 

P  =  p(Ay  +  Bx  +  C) 
avec  des  axes  obliques  et  rectangulaires,  p  étant  une  constante  qui  est  la 
même  pour  tous  les  points  du  plan.  Menons,  par  le  point  M,  une  oblique 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  droite;  soit  ^  l'angle  qu'elle  fait  avec  celle- 
ci;  la  distance  P*  du  point  h  la  droite  suivant  cette  directioa  est  égale 
à  P  divisé  par  sin  <f>.  Nous  aurons  encore 

I"  =  P'(*Ï  +  B»+C), 
p'  étant  une  nouvelle  constante. 

Cela  étant,  supposons  que  l'on  veuille  opérer  une  transformation  de 
coordonnées  en  prenant  les  droites 

(O'Y')  Ay  +  Bx  +  C  =  o,       (O'X')  A'y  +  B'x  +  C  =  o 
pour  les  nouveaux  axes,  la  première  pour  axe  des  y',  la  seconde  pour 
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ase  des  x'.  Les  coordonnées  nouvelles  sont  les  distances  obliques  d'uo 
point  il  ces  droites;  on  aura  donc 

x-  =  p'  {Ay  +  Bi  +  C),      y'  =  p"  (A'y  +  B'ar  +  C) 

ou,  en  posant  :        0=  —  )      »'=— -i 
P  C 

ax'  =Ai/  +  Bx  +  C,      a's'  =  A'y  +  B'a;  -f  C. 
Quand  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires  cl  passent  par  l'origiDe,  on 
a  simplement 

<rx'  =  Ay  4-  Bx,      n'y'  =  By  —  Ax. 
Il  faudrait  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  x  et  y.  Il  est  inutile 
de  le  faire  dans  la  plupart  des  cas  :  on  les  emploie  généralement  soos  la 
forme  précédente  pour  simpliGcr  les  équations. 
Ex.  1.  DisUDM  du  poÎDt  (—  1,3)  à  la  droite  z-l-3y  —  5^=0. 

H.      -'— 

Ex.  a.  BisUncesde  l'origiDeaiu  droileï  Ay-t-Bc-i-C^O  et — t-^^i. 

R.    P=--J P=       •»        . 

Et.  ».  Trouver  les  équations  des  bissectrices  d'un  triangle  dont  les  câlM  sont  : 
Ay  -+-  B«  +  C  =  o,        A'y  -t-  B'»  -t-  C  =  o,        A"y  -f-  B"x  4-  C"  =  o. 


|/ÂM^  1/  A"  -I-B''  p'  A"«  -•-  B"' 

on  aura  pour  lea  bUiectriaei  ialdrlenrei,  l'origiae  dtant  diiii  le  trîaDgle, 

A  (Ay  -»-  B»  -t-  C)  —  *'  (A  'v  +  B"*  +  C)         -sO. 

t'  (A'k  +  B'b  -f-  C'J  —  *■'  {A"y  +  B"»  +  C")  =  o. 

i"  (A "y  +  B"b  ■+■  C")  —  i  (Ay  -t-B»  -i-Q      =0. 

Ces  droite*  concourent  en  un  même  point;  la  somme  des  ëqualiput  donne  0  =  0. 

Ex,  é.  Trouver  les  coordonnées  des  pieds  des  perpendiculaires  ibeisséei  du  point 
Il  («',  y*)  sur  les  droite* 

Ay  +  Ba-i-C  =  o,        »cosa  +  ysin«  — ;^o. 

,      A{Aif'-*-Bi»'+C)  _,      B  [A/ -H  B*"  +  C) 

"■    "=' ÂMTBi '       '  =  '^ ÂM:!! • 

y  — y'4-sina(p— «"cosB— s'sina),        x  =  x' -t-  coia{p.~  b" coia  —  y' âaai- 
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Ex.  ■.  IMtcrminer  l'aire  d'un  irEangle  en  foDClioD  des  coordouDëes  dea  somineK. 
SoieDt  A(c',v'),  B{x'',y"),  C(ii'",  ff"')  les  sommets  et  S  le  snrfitee  du  triingle.  Oi 
sait  que  aS  ^  BC  X  ^>  ^  ^t">t  '*  perpendiculiire  abaissée  da  tonnnet  A  sur  BH.  Or, 

eij/"  —  ti"')  —  y'lx"—m"')+y"'  a"-  X-"  s" 


=»/(«"- OM-(F"-v"T,  P  =  - 


l/(«"-«,-")'-(-(/'-/'7 
par  anile,  il  viendra 

2S  =  «'  (y"  —  y"')  +  m"  {*/'"  —  y')  +  *'"  {s'— y"], 
ou  bieD 

38=  I  «'       ï'       II. 


Dans  le  eu  pvtlenlier  où  le  sommet  («''',  y"')  est  l'origiDet  cette  expression  si 


Quand  les  ixes  sont  obliqDet,  il  hul  multiplier  le  délenniDtnt  par  sin  t. 
Ex.  •-  Trouver  la  snr&ee  d'un  triangle  dont  les  cités  sont  repràentës  par  les 
équations 

Ay  +  Bac  +  C  =  o,       A'y  -h  B'«  +  C  =  o,       A"y  -t-  B"x  +  C"  =  o. 

11  but  ehercher  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  ees  droites  prises  deux 
ï  deux,  et  Ie«  substituer  ensuite  dans  l'expression  précédente.  On  trouvera 

[A  (h-C"  —  B"€')  -t-  A'  (B"C  - 


(AB'  —  BA')  (A'B"  —  B-A")  (BA"  —  AB") 


Ex.  *.  Cbercber  l'expression  de  la  surface  d'un  polygone,  connaissant  les  coordonnées 
des  tommels. 

SiHent  A(«',y'),  B(>'',y") L(>(*>,y<*))  les  sommets,  et  0(a,^]  un   point 

pris  dans  l'intérieur  du  polygone.  Joignons  ce  dernier  i  tous  les  sommets,  on  aura 
m  triangles  dont  la  somme  sera  !a  surface  cbercfaée.  Transportons  Torigne  en  0  et 
mettons  l'indice  i  aux  coordonnées  nouvelles  des  sommets.  On  peut  écrire 

aS  =  I  «'i     !>'»   j  +  I  «"i     V"t    I  -t- I  »'^"    y""'"  I  • 
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—  so  — 

Mail  s',  =  ai'  —  a,  «:"i  =  »"  —  a,  f ',  =  y'  —  f,  etc.;  pir  lotie,  il  vient 

iS=|  *'  — a     s'  — fi    |-^|B"  — B      y"— ^    I +  — ■+ I  B<">~a    y"l' 
j  „■'_„    j,"-^  I       [»'"-«    s"'-p1  I  a'-a       y- 

En  dcveloppinl  cbiqoc  ilétenaiDtDl  comme  tuit  ; 

Ib*  —  s     g'  —  fi   \=:\  m'     V'    \  —  |"^'|~|j'''''| 
«''  —  a    y"  —  fi\  k"    y"  \       \  '    V"  \       1  ^    *"' 

et  snbititaHil,  od  trouven 

aS=  I  •'      ï*    I  -t.  I  «"     s"    I  +  — ■  -«-  j  «M     y"^  I  .      . 


^    3.    DROITE    IHAGINAIRE.    ÉQUATIONS   QUI    RBPRÉ8BNTENT   UN   SYSTàllB   DB 
DROITES. 

49.  Jusqu'ici  nous  n'aTons  congidër^  que  les  valears  réelles  de  z  et  tf  : 
à  chaque  syatèmc  de  valeurs  pour  ces  variables,  correspond  un  point  réel 
du  plan.  Par  analogie,  si  on  attribue  à  x  et  y  des  valeurs  imaginaires  de 
la  forme  o  +  o'  y/ —  i,  b-\-b'i/ —  i,  on  dit  que  le  point  corres- 
pondant est  imaginaire.  Deux  points  imaginaires  sont  eonjiiguét,  si  leurs 
coordonnées  ne  Jiiïèrent  que  par  le  signe  des  termes  qui  renferment 
[/ —  I  ;  ainsi  le  point  M'  (i'^  a^a'  y  —  T,  */'  ^  b  -\' b'  y/ —'  i)  et 
M"(x"  =  o — a'|/ — I,    y"  =b  —  6' j/ —  i)  sont  eongugués;    on 

x'  -\-x" 
prend,  pour  leur  milieu,  le  point  qui  a  pour  coordonnées  x  = , 


La  droite  qui  passe  par  deux  points  Imaginaires  conjugués  est  réelle. 
la  effet,  si  on  substitue  dans  l'équation 


1— I' 

y-j' 

coordonnées  des  deux  poinU  M 

et  M",  on  trouve 

>■- »-«v^ 

,-6- 

i;/=7 

X 
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L'(!quatioD  {jénérale  du  premier  degré' 

Ay  +  ftr  +  C  =  0, 
dans  laquelle  A,  fi,  C  sont  rëeU,  représente  une  droite,  lieu  des  points 
réels  du  plan  dont  les  coordonnées  satisfont  ii  l'équation;  mais  celle-ci 
est  aussi  satisfaite  par  une  infinité  de  valeurs  imaginaires  de  x  et  de  y,  et 
on  peut  dire  que  cette  même  droite  renferme  une  infinité  de  points 
imaginaires. 

Soient  a -{-a'  |/ —  i  et  6  -f-  6'  (/ —  i  un  système  de  valeurs  propres  à 
satisfaire  à  l'équation;  on  aura 

A  (6  +  y  ,/rrr)  +  B  (a  +  a' v/=T)  +  c  _  o, 
d'où 

(*)  A6+Bo-l-C  =  o      et      A6'  +  Ba'  =  o. 

Les  nombres  (a,  6),  {a',  b')  des  coordonnées  imaginaires  correspondent 
toujours  à  deux  points  réels,  dont  l'un  est  sur  la  droite  Ay  -l"  ^^  ~i~  ^  =^  ^ 
et  le  second  sur  Ai/  4-  Bx  =  o. 

Les  relations  (k)  permettent  de  cslenler  les  rapports  p  et  -  qui 
entrent  dans  l'équation  de  la  droite  passant  par  un  point  imaginaire 
donné  (a -f- a'  ^^'--^  b-\-h'  \/ —  i).  On  aura  seulement  un  système  de 
valeurs  pour  ces  inconnues  :  donc  ■'/  n'y  a  qu'une  teuU  droite  réelle 
qui  passe  par  un  point  imaginaire. 

4S.  L'équation 

(A  +  A' |/:r7)  y  +  (B  +  B' i/ITT)  «  +  C  +  C /="i  =  o 
est  dite  l'équation  générale  d'une  droite  imaginaire.  Si  on  groupe  les 
termes  réels  et  ceux  qui  multiplient  |/—  i,  elle  prend  la  forme 
Ay  +  fi3:  +  C  +  (A'y  +  B'3:  +  C')l/:^  =  o. 

On  peut  satisfaire  k  cette  équation  par  un  seul  système  de  valeurs 
réelles  de  x  et  de  y  données  par  les  équations  suivantes  : 

Ay4-Bx-l-C  =  o         et        A'y-f-B'x-}-C'  =  o. 

Donc,  toute  droite  imaginaire  poste  par  un  point  réel  du  j^an  tt  un  seul. 
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Deux  droites  imaginaires  soat'^conjuguées,  si  elles  ont  des  équations  de 
la  forme 

(A  — A'(/^^)y  +  (B  — B'i/^3:4-C  — C'/^^  =  o. 
Si  on  écrit 

Ay  +  Bz  4-  C  +  (A'y  +  Wx  +  C)  j/^T  =  o, 

Ay  +  B*  +  C-{A'y  +  B'x  +  C'}(/^  =  o, 

on  voit  qu'on  satisfait  à  la  fois  bus  deux  équations  en  posant  : 

Ay  +  Ba;  +  C  =  o      et      A'y  +  B'i  +  C  =  o; 

celles>ci  déterminent  un  point  réel  commun  aux  droites.  Donc,  deux 

droites  imaginairei  conjuguées  ont  un  point  d'ùilersection  réel. 

Les  points  et  les  droites  imaginaires  ne  peuvent  pas  se  construire  géomé- 
triquement; mais  il  est  avantageux  et  nécessaire  de  les  introduire  en  géo- 
métrie, pour  interpréter  certaines  équations  et  donner  à  l'éuoncé  d'un 
théorème  toute  la  généralité  possible. 

44.  Il  arrive  quelquefois  que  le  premier  membre  d'une  équation 
r(x,i/)^ode  degré  supérieur  se  décompose  en  un  produit  de  plusieurs 
facteurs  du  premier  degré  en  x  et  y;  l'équation  est  alors  satisfaite  en 
posant  chaque  facteur  égal  à  zéro,  et  elle  représente  un  système  de  droites 
réelles  ou  imaginaires. 

45.  Considérons,  en  premier  lieu,  l'équation  du  second  degré 

Ax*-f  Bx  +  C  =  o. 

B  C 

Si  on  désigne  par  a  et  6  les  deux  racines  de  l'équation  x' -)~t  ^  H~T 

=  o,  la  première  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A(i  —  a)  (a;  —  b)  =  o. 

On  y  satisfait  en  posant  :  x  —  a==o,x  —  b  =  o.  L'équation  proposée 

se  partage  en  deux  autres  du  premier  degré  et  représente  deux  droites 

parallèles  k  l'axe  des  y.  Ces  droites  sont  réelles  cl  difFérenles  si  B'  —  4AC 

>  o,  imaginaires  si  B>  —  4AC  <  o,  et  elles  coïncident  lorsque  B*  —  4AC 

^  o;  car  ce  sont  les  conditions  pour  que  les  racines  a  et  b  soient  réelles 

et  différentes,  imaginaires  et  égales. 


D,gnz.dbvC00gle 


-  53  - 
L'équatioo  du  degré  m 

,-+A,i— '-i-A^— '4 |-A^<a:  +  A«  =  o 

doDDe  m  racines  réelles  ou  imaginaires  a,  b,  e,  d..,  l;  on  peut  écrire 
(x-a){x-6)(x-c){x-rf)...(i-0  =  o. 
D'où  on  tire  les  m  équations 

x^a  =  o,      X  —  6  =  0,      X  —  c^o,...,      X —  1^0, 
qui  représentent  m  droites  réelles  ou  imaginaires  parallèles  à  OY. 
De  même  l'équation 

y-  +  B,y— <H-B.y— 'H hB-_.y  +  B.  =  o 

définit  m  droites  pamllèles  ii  l'axe  des  x. 

Donc  toute  équation  du  degré  m,  qui  ne  renferme  qu'une  coordonnée, 
représmUe  m  droites  rieUes  ou  imaginaire»  paratlèlet  d  ta  coordonnée  qui 
ne  se  trouve  pa»  dam  l'équation. 

M.  Soit  maintenant  l'équation  homogène  du  second  degré 
Ay'  +  Biy  +  Cr'  =  o, 
c'est-à-dire,  une  équation  où  la  somme  des  exposants  des  variables  x  et  y 
est  égale  à  2  dans  chaque  terme.  Si  on  la  divise  par  x*,  on  a 

En  regardant—  comme  l'incoaaue,  l'équation  a  deux  racines  a  et  6,  et 
elle  se  transforme  en 

k('^  —  a\(^  —  bj  =  o    ou    A(s  — ax)(y  — 6x)  =  o. 

On  y  satisfait  en  posant 

y  —  ax  =  o,  y  —  6x  =  o  ; 

l'équation  proposée  représente  deux  droites  qui  traversent  l'origine. 
L'équation  homogène  du  degré  m  est  de  la  forme 

y-  +  A.y--'x  +  Aiy"-'x'  H H  A._(yx— ■  -j-  A»!-  =  o. 

En  U  divisant  par  z~,  elle  devient 

0)-+*,(|)-+..,+...,(|)+...„, 
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Soient  a,  b,  c,...,  l,  les  m  racines  de  l'équatioa  résolue  par  rapport  à 
-  ;  DO  pourra  remplacer  l'équation  donnée  par  les  m  équations 

y  —  ffx^o,        y  —  bx  =  o,,..,y  —  tr  =  o, 
qui  donuent  m  droites  passant  par  l'origine. 

Donc  toute  équation  homogène  du  degré  m  représente  un  tystéme  dt 
m  droilea  iêêues  de  l'origine. 

4T .  Trouver  Sangle  des  deux  droites  de  l'équa^n  Ay'4-  Bxy+Cx*=o. 
Les  équations  des  droites  étant  t/  —  ax  =  o  et  y  —  6x^=0,  on  a: 

tang  f  = 7;  mais  a  et  6  sont  les  racines   d'une  équation  du 

second  degré,  et  on  doit  avoir  0  +  6  =  —  -i    a6  =  -.  D'où  on  tire 


a  —  6  sa  ^/^a  4"  6)'  —  406  = ;  en  substituant,  on  trouve 

Ung9  =  |/B'-4AC 
A  +  C 
Les  droites  sont  perpendiculaires  si  A-|-C=o,  et  parallèles  si  B* — 4AC 
=  0;  mais  comme  elles  passent  par  l'origine,  elles  doivent  coïncider  dans 
ce  dernier  cas.  Avec  des  axes  obliques,  la  condition  de  perpendicularitè 
serait  ;     A  +  C  —  B  cos  9  ^  o. 

4S.  Chercher  l'éqvation  de»  bisiectricet  des  droites  reprisetOées  fur 
Ay*  +  Biry4-Cx»  =  o. 

On  sait  que  les  bissectrices   des   angles  des  droites  y  —  ox  =  o, 
y  —  bx  =  o  sont  représentées  par  les  équations 
y—ax         y  - 

/7+v     1/7+M 

En  multipliant  membre  b  membre,  il  vient 

(y  —  ax)*      (y  — &J^)'__ 
,+a»  1+6' 

Après  avoir  cliassé  les  dénominateurs,  on  trouve  l'équation  do  second 
degré 

(a  +  6)  y'  +  aary  (i  —  ai)  —  (a  +  6)  X*  =  o 
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qui  reprëeente  les  bisscctiices.  Si  on  substitue  à 
valeurs,  elle  devient 


Les  bissectrices  existent  toujours,  même  si  B*  —  4AC  <  o,  ou  lorsque 

les  droites  proposées  sont  imaginaires;  car,  si  on  pose  z=- >    l'équation 

,_    A— C_         _ 

B  toujours  des  racines  réelles. 

49.  Trouver  la  condUiott  pour  qut  l'équation  du  tecond  degré 

Ay*  +  îBxy  +  Cx*  H-  aDy  +  aEï  +  F  =  o 

repritente  deux  lignes  droùe». 
En  résolvant  l'équation  par  rapport  k  y,  on  obtient 

y  =  _5î±_±i(/(B>  — AC)i«  +  3(BD  — AE)a;  +  D«  — AF. 

Pour  que  le  second  membre  soit  du  premier  degré  et  de  la  forme 
mx  4-  b,  il  faut  que  le  polynôme  sous  le  radical  soit  un  carré  parfait,  et 
que  l'on  ait  la  relation 

(BD  —  AE)'  =  (B»  —  AC)  (D*—  AF), 
ou  bien 

ACF  +  2BDE  —  AE'  —  CD»  —  FB'  =  o. 

Les  deus  droites  dt  et  et  que  représente  l'équation  du  second  degré, 
lorsque  la  condition  précédente  est  satisfaite,  sont  parallèles  ans  droites  Di 
et  Bipassant  par  l'origine  et  données  par  l'équation  Ay*+2Bxy4-Cx*=o. 
Eo  effet,  soient  ^  et  A  les  coordonnées  incooDues  du  point  d'intersection 
de  Si  avec  j,;  transportons  l'origine  en  ce  point  sans  cbanger  la  direction 
des  axes.  Il  faut  remplacer  x  par  x'-^geti/  par  y' -^  A;  après  la  substi- 
tution, l'équation  devra  se  réduire  à 

Ay"  4-  sBi'y'  4-  Ci'*  =  o; 
car  les  coeflScients  des  termes  du  second  degré  conservent  la  même  valeur, 
et  les  droites  dt  et  3%  passant  par  la  nouvelle  origine  sont  représentées  par 
une  équation  homogène  du  second  degré  eo  x'  et  y'.  Donc,  les  droites 
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i,  et  St  issues  de  la  nouvelle  origine  sont  parallèles  aux  droites  Di  et  D* 
issues  de  l'origine  primitive,  puisque  l'équation  est  la  même  en  faisant 
abstraction  des  accents  donnés  aux  coordonnées  nouvelles. 

La  fonction  des  coefficients  qui,  égalée  a  zéro,  exprime  que  la  courbe 
se  réduit  à  deux  droites,  est  du  troisième  degré  par  rapport  h  ces  coefR- 
cients;  elle  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  lignes  du  second 
ordre.  Il  est  utile  de  remarquer  qu'elle  est  égale  au  déterminant 
symétrique 

C       B 


c'est-à-dire  au  discriminant  de  la  fonction 

f(x,y,z)  =  Ay»  +  2  Biy  4-  Ca:'  +  2  Dy«  H-  a  Ezx  ■+-  Fc*  ; 

car,  si  on  forme  les  équations  dérivées,  on  trouve 

r.  =  2(Cjc+By  +  Ez)  =  o, 

/;  =  2  (Bx  -1-  Ay  -1-  Dx)  =  o, 

/;  =  2  {El  +  Dy  +  Fx)  =  o. 

Le  déterminant  de  ce  système  est  précisément  celui  qui  précède. 

Ex.  i.  Que  repréMiUent   les    équations    :  [i)    «>  —  y'  =  o,    (s)    a^  -»-  y*  ^  o, 
(3)^  — o»=o,   (4) y' -H 4a!y  +  4**  =  o,    (5)  y' +  4«y -t- 3»*  =  o? 
R.  i)  Les  tùssecU-ices  des  aseï  y  -f-  >  =  o,  y  —  (i  :=  o,  2)  Deux  droites  inuginaires 

f—»\/^^=o,94-my^=o.3)Letàj<ùte»K~a=o,»—a(  — ~^  f^"' 

4)  Deux  droites  qui  coînddeDt,  y -t- 211^0.  s)  Lm  droites  y-|-3x:=o,  y  +  e^o. 
Ex.  ».  Que  faut-il  pour  que  les  deux  droites  imigintirei 

(A  +  A'l/^ï  +  (B  +  B'ï/^«-*-C-f-CV^T=o. 

■ieD(  un  point  réel  d'inlerseetion  ? 

R.  Les  droilssAy-t-Ba:-»-C=o,A'y-l-B'«-t-C'=0,ay-l-{i«+e=O,a'y-<-fc-He'=9l 
doivent  coueaarïr  en  un  même  point. 

El.  I,  QaeUeTtieur  fsul-il  donner  à  Jidsng  l'équation  B*+Jiy*-l-3asr-t-»-t-ji — i=a) 
pour  obtenir  deni  lignes  droites? 
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Ex.  4.  Que  représente  l'ëqlididii 

(,_A)-  +  A.{«-A)'-»(y-t)  +  A,(»-A)»-*to-*)'-*--A-(y-*r  =  0? 
R.  Un  système  de  m  driHles  qui  passeol  pir  le  point  (A,  I). 

§  4.    LIEUX  GÉOHfiTRIQUES. 

AO.  Les  principes  de  la  géométrie  analytique  donneDl  une  méthode 
uniforme  pour  la  recherche  dea  lieux  géométriques,  en  exprimant  par  une 
équation  la  relation  qui  existe  entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  de  chaque 
point;  la  nature  de  cette  équation  indique  celle  du  lieu  demandé.  Dans 
les  questions  de  ce  genre,  il  est  important  de  bien  choisir  les  axes  pour 
simplifier  la  suite  des  calculs  ainsi  que  le  résultat  final.  Comme  nous 
l'avona  déjà  fait  remarquer,  il  est  souvent  avantageux  de  seservir  d'axes 
rectangulaires.  S'il  y  a  des  droites  données,  on  les  prendra  de  préférence 
pour  les  axes;  de  même,  lorsque  deux  points  sont  connus  d'avance,  on 
fait  passer  l'un  des  axes  par  ces  points,  on  place  l'origine  au  milieu,  etc. 

El.  a.  Trouver  le  lien  des  poinls  tel»  qne  ta  diSërence  de  lears  dislaneet  1  deut 
droites  (iies  est  coDStonte  et  égale  à  k. 

Les  deui  droites  fiies  étant  prises  pour  axes  des  coordonnées,  soil  9  («,  jr)  on  point 

dn  lieu  ;  on  a,  d'après  la  Ggnre, 

MP=:ifsine,        MQ  =  «sinO; 

l'équation  cherchée  aéra 

k 
y  =  aH — r-:- 
uni 

C'est  un«  droite  ptrallèlc  a  la  bisseetrice  des  axes;  pour 
k  =  a,(iii»ims  =  x.     .  '*' 

Ex.  •.  Lieu  dea  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  fixes  est  conslaitte. 


Ex.  M,  ÎÀta  des  points  dont  le  rapport  dea  mêmes  distances  est  constant. 
R.    y  =  *,». 

El.  4.  Un  point  se  meut  dans  nn  plan  de  minière  que  la  dilTéreace  des  curés  de 
tes  distances  s  deux  points  fixes  est  constante.  Quelle  ligne  décrit  ce  point? 

Soient  F  et  F'  les  deux  points  fixes;  prenons  pour  origine  leur  milieu,  et,  pour  axa 
des  z,  la  droite  qui  les  joint.  H  {se,  y)  étant  un  point  du  lien,  on  trouvera  facilement, 
avec  des  axes  rectangulaires, 
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a  est  la  moitié  de  la  distance  FF';  n  on  reprcscnlc  par  k*  1*  ConsUnU,  od  h 
l'équation  du  lieu  demiodë, 


Le  lieu  est  donc  une  droite  pcrpeDdieuIiire  1  FF',  et  lito^  k  une  di>tuic«  — du 
milien  das  points  fixes. 

Et.  •■  D'un  pMDtU  on  ■buisclespcrpendieQlurctHPetUQsurdeuxdrMlMriiet; 
quel  est  le  lieu  des  points  H  tels  que  OP+OQ=fi 

Ont 

OI>  =  x  +  ycose,      OQ  =  v  +  zcojS. 


Ex.  •.  Dans  la  même  hj^lhèse,  trouTer  le  lieu  des  points  tels  que  la  droite  PQ  reste 
parallèle  à  une  droite  fixe. 

R.      z  +  y  cos  9  =  i  (y  +  *  ces  S). 
Ex.  V.  On  donne  une  droite  K  et  diux  points  fiici  0  et  0'  sur  cette  droite.  D'nn 
point  H  on  mène,  sous  des  inclinaisons  données,  les  droites  MB  et  HC.  TrouTer  le  Ben 
des  points  H  tels  que~-^  k  (const.). 

le  point  0  étant  pris  pour  origine,  00"  pour  axe  de  y,  les 
deux  droites  HC  et  UB  ont  des  équations  de  la  forme  j/=m,x+fi„ 
y  =  mi«-l-h;ai,  et  mi  sont  donnés. 

Hais  OC  =  ^i,  OB  =  ja,i  d'où  0'B  =  ii  — ^t,  d  étant  la 
dislance  des  points  fixes.  On  a  donc  la  relation 

>■  -t 

Si  on  substitue  à  ^i  et  ^  leurs  valeurs  y  —  m,>  et  y  —  mpi,  on  trouve  pour  l'équa- 
tion du  lien 

(i-t-*)y-KH-«,*)«  =  W. 

Cest  une  droite  qui  rencontre  l'axe  des  y  an  point  dont  redonnée  est  y  = r  ■ 

Sii=l,y  =  ^. 

SI .  Lorsqu'une  ligne  est  mobile  dans  un  plan,  son  équation  renferme 
au  moins  un  paramètre  variable  qui  prend  une  valeur  dclemiince  pour 
chaque  position  de  cette  ligne.  Il  arrive  souvent  que  tes  points  d'un  lieu 
géométrique  sont  déterminés  par  la  rencontre  de  deux  lignes  variables  de 
position  ;  on  a  alors  k  eombiocr  des  équations  dans  lesquelles  entrent 
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certains  coefRcients  iodéutrininés.  Il  est  nécessaire,  daos  ec  cas,  de  trouver 
des  relations  en  nombre  suflîsant  pour  éliminer  (eus  ees  paramètres,  et 
arriver  à  une  «Jqualion  qui  ne  renferme  plus  que  x  et  1/  avec  des  quantités 
données;  eelle-ei  éUnt  satisfaite,  quelle  que  soit  la  position  des  lignes 
mobiles,  sera  l'équatioD  du  lieu  géométrique  eherebé. 

A9.  ^tonl  donné  un  angle  XOY,  0»  mène  deux  géeantes  queleonquet 
PBA,  PDC;  (routier  le  lieu  du  point  cfinfer- 
section  des  droites  AD  et  BC. 

Soient  (—a,b)  les  coordonnées  du  point  P; 
les  sécanlfli  auront  pour  équation 
(PA)y_6  =  î,(x  +  a),(PC)y-6  =  X'(x  +  a). 

Si  on  bit  successivement  x  =  o  et  v  =  O1  on 

fit-  H. 

trouve 

0B  =  6  +  ;ia,     0D  =  6  +  i'a,     OA  =  -^i^,    OC ^1^/'"; 

les  équations  des  droites  qui  se  coupent  au  point  M  seront 

^     'b  +  ra      ia  +  b~'- 

Les  coordonnées  du  point  H  satisfont  a  la  fois  à  ces  deux  équations 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres  X  et  A'  ;  il  reste  à  éliminer  ces 
derniers;  on  y  arrive  facilement  îei  en  retranchant  les  équations  membre 
k  membre.  En  effet,  on  a  : 

^{):^^+i-Trfi)+^\w+b~)^+b)^°' 


ou  bien, 

«y  U-ÀO  +  fta:  (>'->)  = 

et,  finalement, 

ou  —  6x  =  0. 

■^  lieu  cherché  est  donc  une  droite  qui  passe  par  le  sommet  de 
raii};le  fixe.  La  droite  OM  est  appelée  la  polaire  du  point  P  par  rapport 
à  l'angle  YOX,  et  le  point  P  en  est  le  pôle. 

La  droite  OP  est  représentée  pary  ^= x,  ouay-|-6x  =  o.  La  polaire 

d'un  point  (xi,  i/i)  de  cette  droite  a  pour  équation  Xiy-f-yix  =  0,  ou 
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bien,  CD  remplaçant  t/i  par Xi,  ay  —  bx  =  o;  ainsi,  tous  les  points 

de  U  droite  OP  ont  In  même  polaire. 

Réciproquement,  un  point  quelconque  {c,  d)  de  OM  a  pour  polaire 
la  droite  OP;  car  l'équation  de  la  polaire  du  point  (c,d)  est  cy-^dx^o% 

mais  le  point  (e,  d)  étant  sur  la  droite  OM,  on  a  :  arf  —  6c  =  o,  ou  -  =  -^  ; 

çt  l'équation  précédente  devient  ot/  -j-  6x  :=  o  qui  représente  la  droite  OP. 

CI.  Soient  alinéa  «n  atiglê  LOS  et  deux  pointa  fixe»  P  e(  Q  en  Ugite 
(jrwfeatJW  jf  point  0.  On  mène  d'un  point  fixe  R  une  aéeaate  quelconque 
tt  d'intersection  des  droite»  PA  el  QB. 

Soit  0  l'origine  ;  prenons  la  droite  PQ  pour 
axe  des  x  et  OL  pour  axe  des  y.  Posons 
OP  =  a,  OQ  =  a'  ;  on  a  pour  les  équa- 
tions des  droites  qui  se  rencontrent  en  H 

(PAly  =  X(i  +  «),    m)y  =  i'[x~a'U 
où  ).  et  i.'  sont  des  coeificients  variables.  De 
Fig.  c  plus  la  droite  OS  a  une  équation  de  la  forme 

y^kx,  k  étant  une  constante  donnée.  Si  on  cherche  les  coordonnées  des 
points  A  et  B,  on  trouve 

A,„.^,,    .(^^^,  ^^y. 

l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  points  R  (p,  })  et  B  sera  donc 

En  exprimant  que  le  point  A  se  trouve  sur  cette  droite,  on  a  la  relation 

aa  -  q)  [k'a'  -p{\'~k)]. p  [A^'a'  -  7  (>'  -  k)]  ; 

ou  bien 

lo[(a'-f)J'+pt]_l'a'[j-*ri. 
Enfin,  après  la  substitution  des  valeurs  de  X  et  X'  tirées  des  équations 
(PA)  et  (QB),  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu 
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o'ot  donc  UDC  lignu  droite.  Il  scrnit  facile  de  prouver  que  cette  droite 
[lasse  par  le  point  N,  intersection  de  PR  avec  OS,  ainsi  que  par  le  point 
de  concours  des  droites  QR  et  OL. 

Lorsque  le  troisième  point  fixe  R  se  trouve  sur  la  ligne  des  dcuK  autres 
PQ,  on  a  9  =^  o,  et  le  lieu  est  alors  une  droite  qui  passe  par  le  sommet  de 
r.-ingle  Ose  et  dont  l'équatioa  est 

Dans  cette  hypothèse,  le  triangle  ABM  se  déplace  de  telle  sorte  que  deux 
de  SCS  sommets  A  et  B  parcourent  les  droites  fiies  OL  et  OS,  tandis  que  ses 
cAtés   passent    respectivement    par   trois 
points  fixes  P,  Q,  R  en  ligne  droite;  pen- 
dant ce  mouvement  le  troisième  sommet 
décrit  le  lieu  de  l'équation. 

Si  l'on  troitait  le  problème  dans  le  eas 
de  la  fig.  34,  où  le  point  One  se  trouve 
plus  sur  la  ligne  des  points  fixes,  on 
trouverait  aussi  que  le  troisième  sommet  M  f1|.  ». 

du  triangle  mobile  décrit  une  droite  qui  passe  par  le  point  d'intersection 
des  droites  fixes  OL  et  OS. 

On  peut  étendre  la  propriété  précédente  à  un  quadrilatère  variabtc 
ABCM  {fig.  25),  dont  les  côtés  passent  par  les  poinU  donnés  P..  P„  Pi,  P* 
en  ligne  droite,  tandis  que  ses  som- 
mets A,  B,  C  glissent  sur  les  lignes 
fixes  Di,  Dt,  Di;  dans  ces  conditions 
le  sommet  libre  M  décrit  une  ligne 

En  effet,  les  trois  côtés  du  triangle 
BEC  pendant  le  déplacement  du  quo- 
drilnlère,  pivotent  autour  des  points 
P.,  P],  P*  et  les  sommets  B  et  C 
restent  sur  les  droites  Dt  et  Di;donc,  pi|.  » 

le  sommet  E  décrit  une  droite  qui  passe  par  le  point  If,  intersection  de 
D(  avec  Di.  Cela  étant,  le  triangle  AEM  a  ses  trois  côtés  qui  passent  par 
Pt,  Pt,  Piet  deux  sommets  A,  E,  qui  glissent  sur  les  droites  fixes  D|  et  EH; 
donc  pendant  le  mouvement  du  quadrilatère  le  sommet  M  doit  décrire 
une  ligne  droite. 

En  passant  du  quadrilatère  au  pentagone  cl  ainsi  de  suite,  on  arrive  à 
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ce  llicorcmc  genvrol  :  Si  les  n  eûtes  d'un  polygone  jiivolent  autour  de 
n  pointa  fixes  siluéi  en  ligne  droite,  pendant  que  n  —  i  sommets  glitsent 
sur  n  —  I  droites  fixes,  le  sommet  libre  décrit  une  ligne  droileii). 

Ce  tNorèoie  donne  le  moyen  de  résoudre  cette  question  intéressante  : 
Étant  donné  un  triangle  tel  que  ODC  (fig.  24),  lui  inscrire  un  triangle  dont 
les  côtés  passent  par  trois  points  fixes  P,  Q,  R  en  ligne  droite.  On  iroagioc 
un  triangle  variible  ABH  dans  les  conditions  indiquées  préccdcmmeat  ; 
le  troisième  sommet  décrit  une  droite  qui  rencontrera  le  càtë  CD  en  ud 
point  M;  la  position  ABH  du  triangle  mobile  satisfera  à  la  question.  En 
étendant  cette  solution  successivement  au  quadrilatère  etc.,  on  a  un 
procédé  géométrique  pour  inscrire  k  un  polygone  de  n  cdtcs,  un  autre 
polygone  d'un  même  uombre  de  ciVtcs  passant  par  n  points  fiscs  en  ligne 
droite, 

Xxaraloea  but  1*  Uga»  droite. 

:   Ex.  a.  DisUncg  cotre  deux  lignes  paiillèles  Ajr-^B«-t-li^o,  A'jr+B^«-t-}i  =  o, 

H.    P.= 


/A'  +  B* 

Ex.  «.  Droite  puum  pir  l'origine  et  pcrpcodlcnlaire  i  la  ligne  qui  jmdI  lef  pointi 
(o,  J),  (o',  *-). 

R.     (o-it')«  +  {*  — 6')y  =  o. 
Ex.  S.  Droite  paHuil  par  lea  poinli  (t/,p'),  («t",p"). 

R       ^  P'f>"»ia  {<-"-"')  _ 

p'tin(tt  —  u')  —  p"iiaitt—»i") 

El.  4.  ADgledefdroile«:0=3T ^■-. —  (    p  =  tt sr-- — • 

"  '       A  rni  u  ■!- R  *in  u       '^       A  '  ma  u  ■4.  Ir  «m  u 


AA'-t-  BB' 

Ex.  t.  Si  1  cil  un  cocOlcienl  indéterminé,  que  rcpréscoleot  les  cquitiont 

,= ; ,  „ ' , 

AcoiM-f-Bsinii       '^      fi  co»  u  —  A  lin  w 


(Ij  Ce  ihcorcme  est  une  couscqucDce  d'une  proposilioti  plus  gcnëralcdueè  Htc-Lautlo 
le  npportinl  bu  lieu  décrit  par  le  somnicl  libre  d'un  polygone,  lonqne  les  points  fixes 
on  pôlci  ne  «ont  pus  en  ligne  droite  :  Pokcilit,  Propriiléi  projrelivtt  de*  fi/nret, 
tomeJ,  p.SSl. 
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Ex.  •    Surface  du  triangle  fonllë  par  les  ligDM 
(..■<-.)■ 

El,  t.  Aire  du  parallélogriiiiine  dont  les  eàtéa  ont  poor  équations 

A*  +  By  +  C  =  o.    Ai  +  By  -t-  C  =  o,     o*  +  6y  +  n  =  o,    m  -»-  ty  +  r*  —  o. 
<C-C'U'-0 
«■     .       A6-Ba 

Ex,  a.  Interpréter  r^ation  lia  3  «^o. 

R.  Elle  repréMDte  les  lignes  h^o,  ti^~<    u=  — • 

Bi.  ».  Que  repr^enteot  les  Rations  P-t-lQ^o,?  —  1Q  =  C,  PetQ  élinl  des 
ptdynËmes  do  premier  d^ré  en»  et  y? 

Ex.  a».  Un  point  H   se  ment  de  manière  que  la  somme  des   carres  de  ses  dis- 
taneei  i  deux  points  (f„  yi),  (^,  yi)  soit  égale  i  la  somme  des  eirrés  de  ses  dif lances  à 
deai  antres  points  (x*,  yj,  (xt.yi);  montrer  que  le  lieu  dn  point  H  est  la  droite 
«(ir,-»-!,— i,— «j)-*-ay(y,-|-yi— y.— yj)=»i'-t-«i''  *j'— a!«'+Vi'+J'i'— y.*— Vi'- 

Sx.  11.  Qusml  une  droite  so  déplace  de  maniire  que  It  somme  des  réciproques 
des  segments  qu'elle  détermine  sur  les  axes  est  conslanle,  elle  passe  par  un  point  llxe. 

Sx.  f  •.  Sor  les  câtés  d'un  triangle  pris  comme  diagoualei,  on  forme  des  parallélo- 
grammes  ajint  leurs  calés  parallèles  ï  deux  lignes  fixes  ;  montrer  que  les  autres  diago- 
nales passent  par  uD  même  point. 

Ex.  ±B.  Dans  tout  Irapèie,  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  est  parallèle 
■nx  deux  bases. 

Ex.  té.  Le  milieu  de  la  droite  qui  jmnt  les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
est  le  centre  des  moyennes  dislances  des  quatre  sommets. 

Ex.  ■•,  Si  AL,  BH,  CN  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les 
câl^  BC,  CA,  AB  d'un  triangle,  montrer  que  les  droites  HN,  NL,  LU  rencontrent  les 
edtcs  BC,  CA,  AB  en  trois  pdnts  en  ligne  droite. 

El.  <•.  Dans  tout  triangle,  le  point  de  concours  des  hauteurs,  le  point  de  concours 
des  médianes,  et  celui  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  câtés  sont  en 
ligne  droite. 

Ex.  la.  Dans  nn  triaugle  OAB,  ou  mène  une  parallèle  DE  i  la  base  AB;  trouver  le 
lieu  du  point  d'intersection  de  BD  avec  AE. 

Soient  OA  eL  OB  pris  pour  axes  et  a  =  OA,  A  =  Ofi;  la  parallèle  détermine  sur  les 
axes  des  segments  proportionnels  i  a  el  b.  Posons  OD^/ia,  OE^=^b;  les  lignes  qui 
déterminent  le  point  du  lieu  seront 


D'au,  en  éliminant  ^i  par  la  soustraction, 

-  — ''— n. 

le  lieu  est  une  droite  qui  passe  par  le  milieu  de  la  base' du  triangle. 


D,gnz.dbvC00gle 


—  64  - 

Ex.  -18.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  rectangles  inscrits  dins  an  triangle  donne. 

Menons  la  hauteur  CR  du  triangle;  prenons  cette  droite  poor  aie  des  y  et  Rfi  [loor 

axe  des  z.  Si  on  pose(i;^RA,a' =  RB,CR  ^p,  les  équations  des  câtés  àa  triangle 

p       a  p       a 

La  droite  DEpartlIèle  à  la  base  est  représentée  par  y  s;;!,  où /i  est  indctenniiié.  En 
remplaçant  y  par  /i  dans  les  éqoalioiu  préeédcotes,  on  Irouvera 


a  =  RP  = 


.(.-.),     .=»»=..(.-;). 


Or,  l'abcisse  du  point  H  est  évidemment  la  denù-somme  des  valenrs  qu'on  Tient 
d'écrire,   c'est-à-dire,   a:  = (   i ];  d'an 


r(-î> 


autre  cdte  l'ordonnée  du  même  point  est-  ft;  d'rà 
Il  =r  zy.  L'équation  du  lien  sera 

Ex.  !•.  Mener  dans  an  plan  une  droite  telle  que  U  samme  des  perpendicoUirea 
abaissées  de  m  points  sur  cette  droite,  iDul:ipliécs  respectivement  par  les  constantes  kt, 
*„»,...*■  soit  égale  èïéro. 

Prenons  pour  les  coordonnées  des  points  (»i,Vi),  («i,  Va),— ('■»  ynji  et  poar  l'équa- 
tion de  la  droite 


On  a  la  condition 

t,(9,cosa+v,sina— p)-hil>(i'a«Osa-t-]FiSinK— p)-f— -l'M««<M*  +  ir.tinB— 1()=4>; 

ou  plus  simi^ement 

COI  a  liis,  •¥■  tin  K  Ikn/,  —  p  2*1  =  O, 
dans  laquelle  ZJt,iisiliXi  + it*s-i-"-  JUim  ^iVi  =  ^iTi-^-"  ■*■  l'mjim  et  ^i^ 
*. -h  *.+  •■■  t- 

Si  OD  tire  de  cette  relation  la  Taleur  de  p  pour  la  substituer  dans  l'équition  de  la 
droite  cherchée  on  tronve 

alk,  ~  Ilix,  -h  [>£*,  —  »4ri]  tang  s  =  0  1 
équation  qui  renrenne  encore  un  coefficient  incoonn  a.  Il  y  a  une  inCnilé  de  droites  qui 
répondent  i  la  question  et  elles  passent  pon  un  point  Gie  dont  las  coordonoées  sont  ; 

>  =  —'—,     y  =     ''^'  ■  Ce  point  est  le  cenlre  des  dbtances  proportionnelles  des 
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Ex.  M»,  EUnt  àoBoie»  d«ai  droitea,  on  hit  tonrnar  mMur  d'un  point   Bie  une 
sécante  qui,  dms  une  certaine  position, ree contre  les  droites  ini  points  A  et  B.  On 

(veod  lur  U  tétanie  une  loDgueur  OM,  telle  que  l'on  ait:  777:^777  ~^itï^*  Trouver 

le  lien  du  point  H. 

PrenoDi  la  poiilioD  primitiTe  de  la  sécante  pour  aie  pdtire  et  le  point  O  pour 
pdej  les  droites  données  ont  pour  équations 

p,  =  p  cos  (h  —  a  J,        Pi  =  p  cos  (m  —  et,)  i 
mais,  en  développant  et  désignant  par  a,,  b,,  oi,  bt  des  eonttanles,  on  peut  mettre  ces 
équations  sous  la  forme  : 

-=:a,c«su-f-A,  sinti,  -^b.cm  »  +  bi*în  ti. 

P  P 

L'4i|iMlian  du  beu  sera 

-  =  K  H- a»)  M)  » -I- (ft, -(- 6,)  »in  a. 

Si  l'on  avait  «dignes  droites,  le  lieu  d'un  point  M,  tel  que  l'on  ait  : 

m~ôâ"*'ôb"*"ôc"*""' 

serait  la  droite  de  l'équation 


Zoiisa, +  ai  +  ■■'  <'tn        ^li,:=ài-\-bt-t-  — ■*■  b^. 

PoncELET,  danj  son  Titsiti  dtt  propriitii  jtrojactivt*  deë  figure»,  tome  II,  (S, 
s'est  occupé  de  la  relation  qui  précède  ponr  généraliser,  d'après  les  principes  de 
projection  centrale,  ta  notion  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  syslème  de 
de  point!  donnés. 

El.  SI.  Lien  d'un  point  tel  que  la  somme  de  ses  distances  t  m  points  donnés  soit 
égale  à  la  somme  de  ses  distances  b  m  autres  points  fixes. 

Ex.  ■«.  Dans  un  parallélogramme  ABCD,  on  mïne  une  droite  PF  parallèle  i  AB, 
et  une  droite  QQ'  parallèle  h  BC.  Qnel  est  le  lieu  do  point  d'intersection  des  droites 
Wî.  P'Q  ■ 

Ex.  «a.  Étant  donnée  la  base  AB  d'un  triangle  et  la  relation  :  cot  A  H-  m  col  B  =  i, 
troBTi^  le  lieu  du  troisième  sommet. 

Ex.  «4.  Étant  données  m  lignes  a,  b,  c,...  t,  chercher  te  lieu  d'un  point  H,  tel  que 
la  somme  des  aires  des  triangles  ayant  ces  lignes  pour  buet  et  le  point  H  pour  sommet 
cnmman  soit  égale  i  m'. 

Ex.  t«.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  l'un  sur  OX,  l'antre  «nr  OY,  on  prend 
deux  antres  points  A' et  B' tels  que  l'on  oit  rOA' -(■  0B'  =  OA  4- OB.  Trouver  le  lieu 
du  point  d'intersection  des  droites  AB',  BA'. 
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Ex.  ••.  tt  wmiDe  det  perpendicultirM  ibuttéBi  d'un  point  quelconque  prit  dw* 
l'intàîeur  d'on  polygone  régulier  sur  lei  e&tét  est  coustautE.  Si  le  pdjgoae  e*l  nn 
triangle  équilaténl,  celte  gomme  est  égale  i  I*  baulenr  du  Iriangle. 

Ex.  S9.  Dans  tout  polygone  fermé,  la  somme  algébrique  des  produilt  de  chaque 
câté  par  le  sinus  ou  le  cosinus  de  l'angle  qu'il  fait  avec  une  droite  quelconque  est  anUe. 

£i.  >S.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  fasse  dee  angles  ^ui  avec  deux 
droites  données. 

Ex.  99.  Mener  une  droite  qui  dirise  un  triangle  en  deux  parties  éqnirtleDles. 

Ex,  s*.  Trouver  un  poiol,  dans  l'inlérieur  d'un  triangle,  tel  que  lei  droites  qui  le 
rdunissent  aux  Mmioets  déterminent  trois  triangles  équivalents. 

Ex.  M.  Ëttnl  données  denx  droites,  mener,  par  un  point,  une  droite  qui  détermine 
sur  elles,  k  partir  de  leur  point  d'interseclion,  des  segments  dont  le  rapport  soit  égal  à 
une  quantité  donnée. 

Ex.  W9.  Partager  nn  triangle  en  denx  parties  dans  le  rapport  de  m  :  m,  par  une 
droite  menée  par  un  point  donné. 

Ex.  sa.  Par  tu  point  donné,  mener  une  sécante  qni,  par  sa  rencontre  aTW  denz 
droites  fixes,  détermine  on  triangle  d'une  aire  donnée. 

Ex.  mé.  Étant  donné  un  angle  BOC,  mener,  par  un  point  A,  une  sécante  qn 
rencontre  les  cAtés  en  des  points  H  et  N  tels  qne  le  produit  AH-AN  tait  minimum. 

Ex.  as.  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OT,  on  construit  un  rectangle  ivriaUe 
OABC  d'un  périmètre  donné;  montrer  que  la  perpendiculaire  abaissée  dn  sanimet  C 
sur  la  diagonale  AB  passe  par  un  point  fixe. 

Ex.  ■•.  Étant  données  cinq  droites,  on  en  prend  quatre  pour  former  nn  quadrilatiic 
eomplet  dans  lequel  les  milieux  det  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite;  les  ônq 
droites  analogues  dans  les  ciuq  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  le*  droite* 
données  passent  par  un  même  point. 

Ex.  Sf .  Etant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  on  «n  prend  trois  poor  formv  un 
triangle  dont  on  construit  le  point  de  concourt  des  hauteurs.  Les  quatre  points  aimi 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Ex.  M».  D'un  point  II  ifig.  30)  on  abaisse  les  perpendiculaires  HP,  HQ  sur  deux 
droites  fixes  ;  trouver  le  lien  dn  milieu  de  PQ  quand  le  point  H  décrit  une  droite  donnée. 

Ex.  S».  Dans  nn  triangle  ABC,  on  donne  la  base  AB  et  la  tomme  h  des  denx  antres 
cités  ;  du  sommet  C,  on  tire  la  bauteur  CP  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  PK  égale 
à  l'un  des  câtés  du  triangle.  Trouver  le  lien  du  point  H. 

Ex.  «•.  On  a  nn  triante  ABC  dont  let  ettét  variables  AC  et  BC  rencontrent  sns 
pdnts  H  et  N  une  droite  donnée  FG  parallèle  1  la  base.  Trouver  le  lien  décrit  par  le 

PH 
point  C,  lorsque    j^q  =  *- 

Ex.  «fl.  Sur  la  base  AB  d'un  triangle  ABC  on  prend  les  longueurs  AR  et  BF 

telles  que  ronait--=-=Km;  on  tire  ensuite,  par  les  points  K  et  F,  det  droite*  parallèles 

i  une  droite  fixe;  soient  G  et  H  leurs  points  de  rencontre  ivee  iC  et  BC.  IVoutw  le 
lieu  du  pùnt  d'intartectioD  des  drntes  BA  et  GB. 
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Bi.  «t.  Soient  A  et  B  deux  poiiitf  fixes  ;  pu  la  point  B,  on  mène  uni  droite  qoel- 
eonqoe,  et,  pir  le  point  A,  la  perpendicnlure  AP  i  celte  droite;  on  prend  ensuite  inr 
AP  tm  point  H  lel  que  AH.AF  =  conituite.  Trouver  le  lieu  du  point  H. 

Ex.  «a.  Cn  triangle  OAB  dont  le  gommet  O  eit  fixe  tourne  autour  de  c«  point  en 
Tarianl  de  gnndiur  naît  en  restant  semblable  à  lui-m^me  ;  si  le  sommet  A  décrit  une 
drale,  tjael  sera  le  lieu  du  sommet  B? 

Ex.  4M.  D'un  point  donné,  on  mène  des  droite*  k  une  ligne  donnée,  «t  l'on  partage 
cet  distances  en  deux  parties  suivant  un  rapport  donné.  Trouver  le  lieu  des  points  de 
firidon. 

hi.  «».  Étant  donné  un  angle  XOY,  on  mène,  par  un  point  H,  deux  dnntes  aux 
lignes  OX,  OY,  chacune  soua  un  angle  constant;  soient  P  et  Q  les  întcrMctions  des 

drates;  trouver  le  lieu  du  point  M,  quand  Ti^=^  i  (const,). 

Ex.  <•.  Etant  données  trois  droites  qui  concourent  en  un  même  point,  bvuver  le 
liin  des  points  tels,  que  si  l'on  mène  de  chacun  d'enx,  sous  une  incUnaisoo  donnée,  des 
sécantes  aux  lignes  droites,  la  distance  entre  ce  point  et  la  première  droite  soit  égaie  au 
produit  des  dislances  du  même  point  aux  deux  antres, 

Ex.  «s.  Étant  données  qnatre  droites  qui  passent  par  nn  mjme  point,  trouver  le 
lien  d'an  point  Ici  que,  menant  de  ce  point  une  sécante  qui  rencontre  les  quatre 
droilei,  la  somme  des  distances  du  point  d'où  part  la  sécante  et  ceux  o£i  elle  rencontre 
les  deux  preauèreg  soit  égale  k  la  somme  des  deux  autres  distances  analogues. 

Ex.  «S.  Les  s<anmets  d'un  triangle  glissent  sur  trois  droites  Gies  OA,  OB,  OC  qui 
concourent  en  un  même  point  ;  si  deux  cttés  AC  et  BC  passent  chacun  par  on  point 
fixe,  le  troisième  cdlé  AB  tournera  aussi  autour  d'un  point  fixe. 

Ex.  4*.  Étant  donné  nn  polygone  de  i»  câtés,  si  on  le  déforme  en  faisant  glisser  ses 
sommets  sur  «  droites  qui  concourent  en  un  même  point,  tandis  que  m  —  i  de  ses 
côtés  pivotent  autour  de  m  —  I  pointa  fixoa,  le  m''»  cité  tourner*  aussi  autour  d'an 
point  fixe. 

Ex.  >•.  D'un  point  H,  on  mène,  sous  des  inclinaisons  données,  deux  sécantes  qui 
reneoatrent  une  droite  fixe  XS'  aux  points  C  et  D  ;  trouver  le  lieu  dn  point  H  tel  qne 
le  rappmt  des  segments  AC  et  BD  eomplés  sur  XX'  a  partir  de  deux  points  A  et  B  soit 
eonttant. 

Ex.  ftl.  Lorsque  deux  triangles  sont  tels  que  le*  perpendiculaires  abaissée*  des 
sammets  dn  premier  sur  les  eâtés  du  second  passent  par  un  même  point,  réciproque- 
ment, lea  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  second  sur  les  cotés  du  premier 
passent  aussi  par  un  même  point. 

Ex.  m».  Etant  donnés  m  pomt*  Ai,  Ai, ,  A.  sur  une  droite  et  nn  point  O  sur 

la  même  ligne,  ou  appelle  eintre  /larmonique  du  système  par  rapport  au  point  0,  nn 
nouveau  point  C  tel  que 

ôÂl'^'ôÂi'*' ■*'ôâ;~ôc' 

Snt  F  tin  point  quelconque  du  plan  ;  menons,  de  ce  point,  des  rajons  aux  poioto  0, 
A,,  Aa A«,C;  montrer  que,  si  on  tira  une  transversale  qui  rencontre  lea  rayons 
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:9ux  points  u,  Qi,  ai a*,  -/,1e  point  ■/  sera  le  canlra   harmoniqac  de  t*  demior 

Ex.  ■«.  Sait  un   gysUme  da  m   points  A„  Ai A.  dlïtriUié»  d'une  nuière 

quelconque  dan$  le  pUn,  et  une  droite  fixe  OX  ;  joignom  un  poinl  qucEcoaque  0  4e  la 

adroite  fixe  aux  poiota  Ai,  Ai,  A, A^j  nienans  ensuite  une  Innsvfrule  quelconque 

•qoi  reueoDlre  Ira  njooB  OX,  OA,,  OAa OA^  aux  points  «,  u,,  a, a_  Si  y  est 

ile  oeotre  bimwniqoe  du  «yslàne  Oi,  oa d.  par  rapport  an  point  b,  la  droJlr  O/ 

:paueM  tntijoiirs  par  un  point  fixe  C,  quelle  que  soit  la  IraniTenalfl  employée  etqncl 
^ue  «oit  le  point  0  pria  sur  OX.  Le  point  C  *e  nomme  le  centre  harmonique  du 
âjitêmephu  Al,  Ai ...  A^  p^r  rapporta  la  droite  OX.  (Poncuit.) 
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CHAPITKE  111. 
POINT     ET     LIGNE     DROITE. 

(cnWDONÎlÉM  TI 


SoHsiiBi.  —  Caordùnnces  Iriangutairrt  et  polggiutaUi,  E^uolion  de  la  ligiu  droite.  — 
Pnblèmrt  —  Coordonniei  laH^eiilii-llet,  équation  du  point.  —  Rapport  anAarirumiqut 
etka''m<iiiiiiie;Aontographit;  iitvolution. 

%    1 .    DÉFIMTIONS  ;    ÉQUATION    DE    LA    LIGNB    DHOITE    EN    COORDONNÉES 
TniANGULAinES    ET    POt.Y<iOMALES. 


-  pi,B^xcûsat-^ifsinix- 


94.  Considt^rons  un  triangle  fixe  a^y;  nous  nommerons  A,  B,  C,  les 
eûtes  opposés  aux  sommets  a,  {3,  y,  les  équalions  do  ces  eôtcs  étant 

A  =  o,  B  =  o,  C  =  o, 
dans  lesquelles  A  ^  a;  cos  «i  -| 
C  ^  a;  cos  aj+y  sin  «j  —  pj. 
les  coordonnées  triangulaires 
d'un  poiut  M  du  plan  sont  les 
distances  orthogonales  MP, 
HQ,  MR  de  ce  point  aux  côtés 
du  triangle  fixe,  appelé  trian- 
gle de  riférence.  Or,  si  {x„y,) 
sont  les  coordonnées  rectan- 
gulaires du  même  point,  ces 
distances  sont  les  nombres  po- 
sitifs ou  nëgatirs  x<  eosai-|-yt 
sin  «1 — pi,    X,  co3a»  +  yÉ  f'»-»'- 

sin  ixt  —  pt,  Xt  cos  (ti-\-i/i  sin  x,  —  p^;  nous  les  désignerons  par  A|, 
Bi,  C<,  et  les  coordonnées  d'un  point  variable  par  A,  B,  C.  D'après  une 
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remarque  faite  précëdemmeat,  l'une  quelconque  de  cea  coordonnées 
triangulairee,  par  exemple  A,  sera  négative  si  le  point  se  trouve  dins  la 
même  région  que  l'origine  par  rapport  à  la  droite  A,  et  positive  dans  la 
région  opposée.  Ainsi,  dans  l'hypothèse  où  l'origine  des  coordonnées  se 
trouve  dans  le  triangle,  les  trois  coordonnées  du  point  H  sont  négatives; 
pour  te  point  H«,  la  coordonnée  C  est  seule  positive  tandis  qne  pour  le 
point  Hi  ce  serait  la  coordonnée  B  qui  deviendrait  positive  etc. 
Les  coordonnées  triangulaires  sont  liées  entre  elles  par  la  relation 
—  oA  —  6B  —  cC  =  2S, 
où  a,  bf  c  désignent  les  longueurs  des  cAtés  du  triangle  de  référence  A  S 
SB  surface.  En  effet,  d'après  la  figure,  on  a,  pour  le  point  H, 

triang.  H^-j-triang.  H/a4~triang.  HaJ3i=3triang.  ABC; 
ou  Inen 

—  oAi  —  6B,  —  cCi  =  aS. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  relation  existe,  quelle  que  soit 
la  position  du  point  H  ;  ainsi,  pour  le  point  Mt,  on  a 

triang.  TA^y  4-  triang.  M»ya  —  triang.  Hto^  =  triang,  ABC, 
on  bien 

—  oAf  —  fcBi  —  cCi  =  aS; 

car  la  coordonnée  Ci  est  positive;  il  serait  facile  de  vérifier  la  fonnnle 
pour  toute  autre  position  du  point  M.  Si  on  désigne  par  Ai,  Ai,  Ai  les 
hauteurs  du  triangle,  on  a  :  oAi^^zS,  bkt  =  2S,  gAi=3  2S;  et  la 
relation  fondamentale  peut  encore  s'écrire 

En  vertn  de  cette  relation,  il  suflSt  de  connaître  les  rapports  dedenx 
coordonnées  h.  la  troisième  pour  calculer  numériquement  chacune  d'elles. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  coordonnées  d'un  point  soient  propor- 
tionnelles aux  quantités  f,$,h;  on  aura 

A      B_C      —  gA  — 6B  — cC 2S 

7     g~h^  ~af~bg  —  ch~'      af^bg  +  ck' 
D'où 

A  =  -— ?/5-_      B-  =yS  c^  ^'^         . 

af+bg-^ck'  af+bg-i~ch'  af+bg  +  <k 
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Ud  point  du  plan  est  aussi  déterminé,  si  on  prend  pour  les  coor- 
données triangulaires  non  pas  précisément  les  perpendiculaires  cUes- 
mémes,  mais  ces  perpendiculaires  multipliées  respectivement  par  des 
constantes  1,  (*,  v,  c'est-i-dîre  en  posant  : 

A'  =  iA,        B'=f*B,        C'  =  vC; 
A',  B',  C  étant  les  coordonnées  nouvelles;  celles-ci  sont  liées  par  la 
relation 

oA'      bV      eC' 

=: =2S. 

À  (t  V 

Dans  le  cas  particulier  ofi  A  =  a,  ft='betv^c,  on  aurait  très 
simplement 

—  A'  —  B'  —  C  =  îS. 

Lorsque  les  équations  des  côtés  du  triangle  de  référence  sont  de  la  forme 

aix  +  bty  +  e,  =  o,    a»a:  +  t«y  +  c»  ^  o,    a>3c  +  6»!/ +  c»  =  o, 
on  peut  dire  que  les  coordonnées  triaogDlairesd'nn  point  sont  les  nombres 
positifs  ou  négatifs  aiXi4-6,yi-)-ci,  atx^~^-bty,■^ct,  aiX,-\-b^i-\-Cs;  car 
ces  quantités  sont  proportionnelles  aux  perpendiculaires  A,  B,  C;  on  a, 
dans  cette  hypothèse,  A  =p/o,'+6i',  (j.  =  |/o»*-|-V,  v  =  (/oi'+6i'. 

Enfin,  si  on  prenait,  pour  tes  coordonnées  d'un  point,  les  rapports  des 

triangles  partiels  au  triangle  de  référence,   e'est-à-dire  les  quantités 

oA       68       cC  ... 

-i ,    —,     -5 ,  on  aurait  simplement 

A'4-B'  +  C'  =  — I. 

Ce  sont  les  coordonnées  triangulaires  proprement  dites,  tandis  que  les 
autres  se  nomment  souvent  coordonnées  tr^inéaireg  ou  coordonnée*  trUq- 
tères.  Dans  ce  cours,  nous  donnerons  toujours  le  nom  de  coordonnées 
triangulaires  aux  dislances  orthogonales  A,  B,  C  d'un  point  aux  côtés  du 
triangle  de  référence. 

Arec  ce  mode  de  détermination  du  point,  on  adopte  trois  coordonnées, 
nne  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  trouver  sa  position  dans  le  plan.  Ce 
système  présente  le  grand  avantage  de  conduire  k  des  équations  homo- 
gènes entre  les  coordonnées  triangulaires  pour  représenter  les  lieux 
géométriques. 

Nous  nous  sommes  basés  sur  les  coordonnées  cartésiennes  dans  les 
définitions  précédentes  j  cependant,  la  théorie  des  coordonnées  triangu- 
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lak!»  ftnX  être  exposée  d'une  manière  indépendante,  et  c'est  ce  qae 
nous  ferons  gënëralement  dans  ce  qui  va  suivre.  Ce  syslème  se  suffit 
à  lui-même  et  il  est  bon  de  le  regarder  comme  t«l  pour  ne  pas  le  con- 
fondre avec  la  méthode  dite  de  nolatùm  abrégée,  comme  on  l'a  fait  à 
l'origine. 

Il  est  quelquefois  avantageux,  dans  certaines  questions,  de  prendre, 
pour  figure  de  référence,  non  pas  un  triangle,  mais  un  polygone  d'an 
certain  nombre  de  côtés.  Dans  ce  cas,  on  appelle  coordonnées  polygonalu 
les  distances  positives  ou  négatives  d'un  point  aux  côtés  du  polygone. 
Comme  deux  de  ces  longueurs  sufGsent  pour  fixer  la  position  du  point, 
les  coordonnées  polygonales  ne  sont  pas  indépendantes  les  uoes  des 
autres  :  elles  ont  des  valeurs  déterminées,  quand  d'eux  d'entre  elles  sont 
connues. 

Enfin,  il  est  utile  de  remarquer  que  le  système  des  coordonnées  cai^ 
tésiennes  n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent.  Supposons  que  l'on 
prenne  le  côté  ya.  (fig.  S7)  pour  axe  des  x  et  le  côté  yj3  pour  axes  des 
y;  on  aura 

k'^xtiay,  B 1=  y sin y. 

Soit  K  la  distance  du  troisième  côté  a^  à  l'origine.  Si,  dans  les  formules 
précédentes,  on  prend 

sin  y  sin  y  K' 


Admettons  maintenant  que  le  côté  o^  s'éloigne  &  l'infini  :  les  quantités 
C  et  K  augmenteront  indéfiniment  et  leur  rapport  aura  pour  limite 
l'unité.  Dans  ces  conditions,  les  deux  premières  coordonnées  trilalcres 
sont  X  ety  et  la  troisième  est  égale  à  l'unité  pour  tous  les  points  du  plan. 
Le  système  des  coordonnées  cartésiennes  demande  seulement  deux  axes; 
mais,  on  n'y  change  rien,  en  supposant  un  troisième  axe  à  l'inlîni 
formant  un  triangle  avec  les  deux  autres.  On  peut  ne  pas  faire  mention 
de  la  troisième  coordonnée  qui  est  l'unité  et  se  servir  d'équations  non 
homogènes  en  x  et  y;  mais,  dans  beaucoup  de  cas,  il  est  préférable  de 
désigner  la  troisième  coordonnée  par  s  pour  faire  usage  d'équations 
homogènes  en  x,  y,  s. 
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5fi.  Trouver  Us  coordoimie»  triangulairea  d'un  point  H  (jui  tlivist 
une  ligne  PQ  dans  un  rapport  donné—  ■ 

Soient  (A,B,,C|),  (A*,  Bi,  C|)  les  coordonnées  des   points  P  et  Q, 

et  (A,  B,  C)  celles  du  point  M.  Abaissons  des  perpendiculaires  sur  le 

côté  A  du  triangle  de  référence  et  menons  les  parellcles  PR  et  MS. 

^,      ,   ,  .       PM      m        . 

D  après  la  question,  —  ^  —  ;  mais,  par  les 

triangles  semblables,  on  a 

PM_MR_A  — A, 
MQ~QS~At  — A* 

d'où  Fig.  n. 

A  —  Al      m  .         .       wAi-f-nAi 

7  =  —         el        A= ; 

Al  —  An  m  +  H 

On  trouverait  de  la  même  manière 

mBi  +  nB.  mC  +  iiC, 


Les  coordonnées  du  milieu  de  PQ  seront 

A,  4- A.      B,-fBt      C, +C, 

2  2  2 

fttt.  Trouver  l'aire  d'un  triangle  dont 
tes  sommets  sont  :  a'  (A(,  B|,  C|),  |3'  (Ai, 
B,.  Ci),  -/  (A„  B„  Cï). 

Par  les  points  «',  (i',  -/  menons  des 
parnllcles  ou  côté  C  du  triangle  de  réfé- 
rence, et  soit  S'  la  surface   cherchée; 

S'  =  trap.  VQ^y  +  trap.  QRa'/  —  Irap.  PR/'^'. 
Or, 

trap.  PQVa'  =  ^(A,  +  A,)  PQ  =  i(A,  +  A.) {C'Q  -  fiP), 

car  sa  hauteur  est  égale  îi  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  «('|B' 
sur  le  côté  A.  De  plus, 
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Donc 

PQ- 

PP--^(c.-c.). 

tr.p.  P0V 

-ï1sp(*'+*'"<^'- 

-C). 

On  tpooTera  aussi 

tp.p.«»«v 

-îièp<*'+*''<'^- 

-C) 

mp-PR/P' 

=dïïp(*-+*''<'='- 

-C). 

fia  substituant,  on  aura 

S'-J^[(A,+A,)(C.-C)-HA.+A.)(C.-C,)-(A.+A,)(C.-C,)] 

-J^[A.(C._C,)  +  A,(C.-C.)  +  A.(C,-C,)1; 

ou  bien,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 
Al,  Ai,  a. 


S'. 


~aS-2sioP 


A„ 

A>, 

Al 

2S, 

»s, 

2S 

C, 

Cl, 

C. 

c,  Cl,  Cl 

On  peut  remplacer  chaque  terme  de  la  seconde  suite  horizontale  par 
2S  -f-  oAi+eCi,  2S4-aAi+eCi,  aS+oAt+cCi,  c'est-à-dire,  k  cause  de 
la  relation  —  oA  —  bS  —  <^  =  2S,  par  les  quantités — &B|, — 6Bt, — &Bi. 
Donc,  on  aura  finalement,  au  signe  près, 


i 

A, 
B, 

A„  A. 

b,   B, 

oie 
SS' 

A, 
A, 

Bi,  C, 

2S.  2  sin  p 

B„  C, 

C, 

C,   C. 

A, 

B„  C, 

Ex.  a.  Trouver  Im  coordonnëei  triangulaire*  du  somiMti  du  trûiDgle  de  tiUrmtt. 
R.  Poorlepoiiita, «0,0  ou  — k„o,Oi 


•  ï.    0.0, on   0,0, —  A,. 

Ex.  •.  Itimt  calcul  pour  loi  milieux  iei  côiéi. 
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Pour  le  milieu  du  ejté  A,  od  ■ 
produit  de  b  par  B  ut  le  double  de 
OD  a  doue  :  —  6B  ^  Sj  de  même,  - 


l'tbord  A  ^  o  ;  ensuite,  peur  ce  mime  point, 
Il  surface  de  le  moitié  du  triuigle  de  r^éreDce; 
eC^S.  Les  coordonnées  du   point  milieu  de  A 


;  et  celle*    des  milieux  des  deux  s 


Es.  S.  Quelles  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  iiuerit  an  briuigle  de 


"  "         _(o4-fc+e)  a  +  6  +  c 

Kl.  4.  TrooTer  les  coordonnéei  da  centre  du  cercle  eirconserit. 

Sr  estlenyon  de  ce  cercle  on  a  :A^reoia,  B^rcos^,  C^=reosy. 

ST.  Toute  droite  têt  reprétentée  par  une  équation  du  premier  degré  et 
homogène  entre  les  coordonnée»  triangulaires. 

Eu  effet,  soient  (A,  B,  C),  (A.,  Bi,  C,),  (Ai,  Bi,  Ct)  trois  pmnts  d'une 
droite  dont  le  premier  est  variable  et  peut  être  pris  à  volonté  sur  cette 
droite.  L'flire  du  triangle  formé  par  ces  trois  points  est  nulle;  de  sorte 
que  les  coordonnées  A,  B,  C  d'un  point  quelconque  de  la  droite  satisfont 
&  la  relation  (N'Se) 

A,    B,    C,     =o. 
,  B.,  C, 


ii  l'on  pose 

1=  I  B„  C.   j 

Bi,  C. 


n=  I  Cl,  A. 
C«,  A. 


A„ 


l'ëqaation  d'une  droite  est  de  la  forme 

/A  +  mB  +  nC  =  o. 
Réciproquement  toute  équation  homogèoe  du  premier  degré  repré- 
sente une  ligne  droite;  car  elle  est  aussi  de  premier  degré  en  x  et  y, 
d'après  la  signification  des  fonctions  A,  B,  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  l,  m,  n,  sont  remplacés  par 
a,  b,  e,  on  a  l'équation 

flA  +  6B4-cC  =  o, 
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qui  revient  n  une  voDStaote  sS  égalét  ù  téro;  elle  définil  donc  uae 
droite  située  à  l'infini  dans  te  plan.  Si  on  substitue  aux  c6tésa,  6,  c  les 
sinus  des  angles  opposés,  l'équation  précédente  peut  être  remplacée  par 

A  sin  a  -f-  B  sin  |3  +  C  sin  y  =  o. 
L'équation  du  premier  degré  entre  les  coordonnées  polygonales 

M+mB+nC  +  pD^ |-rR  =  o 

représentera  une  ligne  droite,  puisqu'elle  est  aussi  du  même  degré  par 
rapport  aux  coordonnées  cartésiennes  x  ety;  mais,  comme  elle  renTermc 
plus  de  deux  constanteg  arbitraires,  on  voit  que,  dans  rc  système,  iinc 
droite  pourra  être  représentée  d'une  infinité  de  manières  par  une  équa- 
lion  du  premier  dt^ré. 

i§.  Trouver  l'équation  d'une  droite  renfermant  les  perpenMcutairet 
p,  q,  r  abaiesies  de*  xommelt  du  triangU  de  référence  mr  celle  droiU. 
Soit  D  une  droite  ayant  pour  équation 

/AH-mB  +  nC  =  o. 
Menons  par  les  sommets  a,  (i,  y  les  perpendiculaires/*,  q,  r;  appelons 
Al,  Bi,  Cl  les  coordonnées  du  point  I  où  la  droite  rencontre  le  coté  B. 
On  a  B(  =  o,  et  /Ai  -f  "Ci  =  o.  D'où 

t  Cl Iiz-sîna      psiax 

n~       A,"       Ij-siny'^rBinî. 
en  attribuant  11  p  et  r  des  signes  contraires.  On  trouvera  au  moyen 
du  point  r 

l      psioa 
m      f  sin  (3 
D'où,  on  déduit, 

l     m  n 

p  sin  «      q  sin  j3      r  sin  j  ' 

donc,  si  on  substitue  les  côtés  a,  b,  c  aux  sinus,  les  coefficients  l,  m,  n  de 
l'équation  de  la  droite  sont  proportionnels  à  ap,  bq,  cr,  et  on  peut  écrire 

odA  +  6oB  +  erC  =  o,     ou     ^A+i-B4-^C  =  o. 
Al  ht         A( 

Ces  II 'équation  demandée. 
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Comme  la  droîlc  D  est  dcterminée  de  posilion  avec  deux  pcnpendi- 
cuEaircs,  il   doit  exister  une  1 

rclalion  entre  les  quantités 
p,  q,  r.  Pour  la  déterininer, 
menons  par  un  point  M  de  la 
droite,  Ha,  AI6,  Me  respecti- 
vement paralièles  aux  côtés 
A,  B,  C;  appelons  6, 9  et  <^  les 
angles  IHa,  III6,  lUc  comptés 
daDS  le  même  sens  à  partir 

de  MI.  On  aura,  eu  égard  aux  Fig.  n.  ' 

sif^nes, 

t]  —  r  =  a  sin  0, 

r  —  p  =  b  sin  <p, 

p  —  q^esm<if. 

Mais  ç  —  fl^TT  —  yctiji  —  ç^n  —  a;  d'où  sin  9  ==  —  sin{ip-|-j') 

cl  sin  iji  ^  sin  (a  —  9),  On  en  lire 

gin  6  ^  —  sin  !p  cos  y  —  cos  <p  sin  y; 
par  suite, 

(sin  6  +  sin  (p  cos  y)'  =  (i  —  sin'  ç)  sin*)'; 
et,  finalement, 

(y)  sin*  6  +  sin'  9  +  2  sin  S  sin  9  cos  y  =  sin'  y. 
On  trouvera  de  même 

(a)  sin'  9  +  sin'  if"  +  2  sin  9  sin  ij/  cos  a  ^  sin'  «; 
et,  par  analogie, 

(p)     sin*  4"  +  sin*  6  +  2  sin  ij;  sin  6  cos  P  =  sin'  |3. 
Si  on  sufasitue  aux  sinus  leurs  valeurs  dans  l'une  des  équations  précé- 
dentes, par  exemple  dans  l'égalité  (a),  on  aura 

fr-p)-    fcii)!4.,('-y)()' -1) ,„,._,!„■ ., 

6*  e*  oc 

ou 

fr'  (p  —  qY  +  c'  (r  —  pY  +  afcc  (r  —  p)  (p  —  q)  cos  a  =  6'c'  sin*  a. 
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En  développant,  il  vient 

6»(j'-j-c'r'-J-e'p*-l-6»p'— 26*^5)— 26'fif4-(rp—ry— p»-fpg)  (**+«•— «*) 

=  fr'e'  gin'  «, 
ou  bien, 

<iy+6V+eV'~îr(fr'+c'-<i*)-fy(a'+c'-6')-pî{a»+6*-c*) 

=  b*e^  sin'  a, 
c'est-à-dire,  ' 

a^*  +  ft*î*  +  c*!*  —  ibeqr  cos  a  —  2007)  cos  P  —  ^abpq  cos  jt  =  ^. 


n  mettre  lous  U  forme 

Pour  abréger,  nous  indiipierons  ee  résultat  pur  U  notation 
\<q>,  bq,  er\  =  2S, 
on 

(A,  *    &.'    A,j 

SV.  Chercher  réquation  d'une  droite  ftnpMsepar  un  point  {At,  Bi,  Ci). 
Les  coordonnées  A,  B,  C  du  point  qui  décrit  une  droite  satisfont  anx 
équations 

f A  +  mB  4-  nC  =  o, 
—  aA  —  6B  —  cC  =  2S. 
Pour  le  point  particulier  (Ai,  Bi,  Ci),  on  a  les  relations 
lAi  -f  mBi  +  nCi  =  o, 
—  aAi  —  6B,  —  cCi  =  2S. 
Par  la  soustraction  des  équations  membre  à  membre,  on  obtient 
/(A  — Ai)  +  m(B  — B,)  +  ti(C  — Ci)-=o, 
„(A  -  A.)  +  6(B  -  B.)  +  e(C  -  Ci)  =  o; 
d'où  on  tire  les  égalités 

A--*,_B-B,      C-C. 
"  X  u  ,      • 
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dans  lesquelles  X,  ft,  v  sont  proportionnels  aux  déterminants 

I  m,  n  j,  I  n,  I  L  H,  m  j, 

I  6,     c  j  I  c,  a  I  j  a,  6 

c'esl-à-dlre  que  les  constantes  X,  pL,  v  doivent  satisfaire  aux  équations 

ak -^  b(ji -{- CD  ^  o. 
Soit{fig.  30)  D  une  droite  qai  passe  par  un  point  M  (Ai,Bi,Ci),  etPnn 
point  variable  ayant  pour  coordonnées  A,  B,  C;  menons,  par  ce  dernier, 
de*  perpendiculaires  sur  Ha,  Mb,  Uc.  Si  p  représente  la  distance  HP, 
on  aura 

PA      A  — A, 
PM  p       ' 

de  mfme 

B  — B.  .     ,       C  — C. 

ElD  ip  =  ,       sin  ili  = 

p  ^  p 

Donc,  ea  admettant  que  A,  /x,  v  soient  les  sinus  des  angles  9,  <f  et  iji,  on 
peut  égaler  chacun  des  rapport  {k)  à  p,  et  les  équations  d'une  droite  qui 
passe  par  un  point  seront  : 

rt)  A-A,^B  — B._C-C._ 

En  vertu  des  relations  (a),  0),  (y)  du  nnmëro  précédent,  les  constantes 
)^  fietv  satisfont  aux  équations 

a>  +  fcfJL  +  ev  =  o, 
(*•-[-»'  4-  Sf*"  ws  «  =  sin*  «, 
V*  -f-  ^*  +  21"^  cos  P  =  sin*  |3, 
i*  -j-  f*  +  SfxX  cos/  ^  sin*  y; 

oa  enewe  i  toute  antre  condition  obtenue  par  une  combinaison  quel- 
conque de  ces  équations.  Si  l'on  roulait,  par  exemple,  troarer  une 
seconde  relation  symétrique  en  i.,  ft  et  v,  on  prendrait 

aX  +  6f*  -4-  ^  =  o 
(*•  +  v'  +  aftw  cos  a  ES  sin*  a. 
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En  transposBDl  et  élevant  au  carre,  on  tire  de  la  première 

(J*Jt     fftfjt    gtyW 

6y*-)-e*i'*  +  26cftv  =  a'A*;      d'où      2fiv^ — '■ j^ 

Si  on  substitue  dans  la  seconde,  on  aura 

6eu*  +  bev*  ■+■  (a*i.*  —  6';**  —  c*v*)  cos  x  =  bc  sin*  «  ; 
d'oii 

a' A»  cos  (c  4-  ^f'  +  6***  —  (* V*  +  ^**)  {  — ^^-j, )  =  6e  «in'  a, 

ou  bien 

a,*).*  cos  «  +  f*'"'  cos  P  +  w'oc  cos  y  =  6c  sin*  a . 
Or,  a,  A,  c  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  a,  P,  y  et  on  peut 
écrire 

A*sîn  acosoE  +  fi'  sin  j3cos  ^-]-v*sin7Cos^  ^sinasin  ^sin^'; 
par  suite, 

i.*  sin  2a-  4-  ft*  sin  2|3  4-  ^*  Gin  2/  ^  2  sin  a  sin  ^  sin  y. 

Il  faut  remarquer  que  toutes  ces  relations  entre  ^,  fi  et  k  ne  foment 
que  deux  équations  distinctes. 


§   9.    PROBLÈMES, 

••■  Déterminer  le  point  tfùitersection  rfes  droifet  /A  +  mB  +  nC  =  o, 

l'A  +  m'B  +  n'C  =  o. 

.  A     B 
Il  faut  résoudre  ces  équations  par  rapport  a  t^  et  r;  ;  on  aura 


m,   n    1          «t     i  \ 

1  ', 

m    1  ' 

m',  n'  1           »',    t'  1 

1  1'. 

m'  i 

-oA-tB-«C 

2S 

—  a  1  in, 

Il     -»|.,     1     -«1 

^    6.    c 

1  m' 

1  »■,    f            1 

',   «1' 

1,   m,    », 
1',  m',  n' 
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11  est  facile  au  moyen  de  ces  relations  d'ëcrire  les  valeurs  des  inconnues 
A,  B,  C.  La  côbdition  du  parallélisme  des  deux  droites  sera 
b,    < 
/,    ffl,  t 

l;  m;  t 

•1 .  Trouver  la  eoadition  pour  qu«  les  trois  JroittB  lk-\-mB-\-nC='0, 
l'A  -\-  m'B+fl'C  =  o,  /"A4-m"B-|-B"C  =  o  pattentpar  un  mime  point. 

n  faut  que  ces  trois  équations  soient  satisfoites  en  même  temps  par  un 
système  de  valeurs  pour  A,  B  et  C,  et,  par  coDséqueat,  que  le  déterminant 
de  ces  équations  soit  nul. 

Autrement,  les  droites  concourent  en  ud  même  point,  si  l'on  peut  trouver 
trois  constantes  k,  k',  k"  telles  que  l'on  ait  identiquement 

t{(A4-mB+nC)+it'(rA-fm'B+n'C)+it"(/"A+m"B+«"C)=o; 
car  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  deux  premières  annulent 
les  deux  premières  parenthèses  et  elles  devront  aussi  annuler  le  trindme 
de  la  dernière;  donc  ce  point  est  commun  aux  trois  droites. 

Bi.  1.  Les  biueetrice*  ifuD  triangle  pauent  par  au  même  point. 

Toute  droite  qnî  piue  par  le  «ommet  (■)  du  triingle  de  réf<érflne«  ■  une  ëquition  de  h 

f6niienB-t-aC  =  o;onen  tire-— — •— .  Le  rapport  des  coeffidenta  metN  eit  ëg*] 

«I  da  signe  contraire  tu  rapport  algébrique  des  perpeudîenliires  atuiasées  d'an  point 
de  la  droite  inr  les  eôt^  C  et  B;  pour  une  bissectrice,  ces  perpendiculaires  sont  ^alet, 

et — ^  —  I  ;  par  suite,  les  équations  cherchées  seront  ; 

B-C  =  o,      C-A  =  o,      A  — B  — o; 
leur  somme  est  identiquement  nulle. 

Ex.  ».  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés  concourent 
on  on  même  point. 

On  trouTora,  pour  la  perpendiculaire  issue  dn  sommet  (a),  —^= -t    et  son 

équation  sera:  Bcos^— CcDay<soi  de  même,  pour  les  autres,  on  aura:  Ccosy — Acosa^O, 
A  coa  x  —  B  eoi  ^  =  o.  L'addition  de  ces  équations  donne  o  bio. 
El.  1.  Les  médianes  se  coupent  en  un  même  point. 

Panrlamédianeducâlé|i-/,  ona:  — = : —  ,  et  son  équation  est:  Bsin^Cainr=o; 

pmr  les   deux  antres,  on   trouvera  :  C  sin  y  —  Asinn^o,  Aains  —  Bsin^^O.   Si 
an  ajoute  membre  k  membre,  on  a  O  ^  o. 
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Ex.  «.  Les  bittedriew  itt  angles  extjrienr*  d'un  triangle  reneoutreat  l«f  tMt 
oppofà  en  troii  pointl  aitait  ea  ligna  droite. 

Leiëqnttions  de  cm biueclrices  sont;  (i)B  +  C^o,  (3)C-I- A^o,  (3)Ah-B^o; 
ellei  rencontrent  les  eâté*  A,  B,  C  du  triangle  en  trois  pointe  qui  m  trouTcot  f nr  la 
droite  A  -»-  B  +  C  =  o. 

El.  k.  Par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mine  trois  droilei  qui  se  eonpent  en  un 
point;  elles  reneontreut  les  cAlês  du  trisngJe  en  trois  points  I,  F,  K.  Hontrer  que  les 
droites  IF,  PE,  Kl  rencontrent  les  eâtés  eu  trois  points  en  ligne  droite. 

Les  équations  des  droites  qui  passent  par  les  sommets  et  qui  concourenl  en  nu  même 
point  sont  de  la  forme 

(I)    «B  — nC=o,       (a)    nC  — iA  =  o,       (3)    lA  —  mB  =  Q. 
Pour  le  point  F,  Intersection  de  (3)  avec  le  cité  C,  on  a 

C  =  o       et       JA— mB  =  o. 
De  même  ponr  le  point  I,  intersMiion  de  (i)  avec  A,  on  a  aussi 

A=o       et       mB  — nC=o. 
L'ëquatioo  de  la  droite  IF  est  donc 

(IF)  (A-mB+iiC  =  o. 

On  trouTen  ponr  les  deas  antres 

(FK)  — U  +  MB-i-nC  =  o, 

(IK)  a  +  mB  — «C  =  o. 

Cela  étant,  pour  les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  les  eél^  on  a 
B  =  o,       (A  — mB  +  iiC=o, 
A  =  o,    —  JA  +  mB  +  «C  —  o, 
C  =  o,        U  +  mB— iiC=o. 
Si  on  mnltiplie  les  premières  équations  par  ans,  si,  2n  et  si  on  aujonte  membre  1 
membre,  on  voit  que  les  trois  points  d'intersection  se  trouvent  sur  la  droite 
fA  +  mB  +  »C  =  o. 
n  résulte  de  cette  propriélë  nne  construction  géométrique  de  la  droite  JA-HnB+nCso. 
On  prend,  dus  le  plsn,  le  point  0  déterminé  par  les  relations 

JA  ii>  mB  =  nC, 
«t  on  le  joint  aux  sommets  du  triangle  par  les  droites  (3),  (2),  (i)  ;  soient  F,  E,  1  leurs 
points  d'intersection  avec  les  côtés  a^,  af,  py  :  les  lignes  FK,  Kl,  IF  vont  couper 
respectivement  les  cétés  yfi,  fia,  rr  aux  points  ■',  ■/',  ^  qni  appartiennent  à  la  droite 
U  +  mB  -I-  «C  =  o. 
Ex.  •.  Étant  donnée  la  droite  IA'vmB+nC=o,  construire  le  point  /A=mB=«C 
Soient  A',  B',  C  les  points  où  la  droite  donnée  reneontre  les  cAlés  j»-/,  yt,  afi;  si  on 
réunit  ces  points  aux  sommets  du  triangle,  on  aura  trois  droites  aA',  ^B'.ïC  ayant 
pour  équations 

(«A'I  mB  +  hC  =  o,    (^B*)  nC  +  lA  =  o,    (7C')  /A  -^  mB = o  ; 
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dësignoni  par  C",  B",  A"  lu  points  d'inteneclion  dei  droite*  aA',  fiff  ;ak',yC'i 
pB',  tC  ;  si  on  tire  les  lignei  A"a,  B"^,  C'/j  elles  se  couperont  eo  on  même  peint  qui 
sen  le  point  cherché  ;  car  il  est  facile  de  vériBer  que  les  droites  A"a,  B''^,  C'y  sent 
représenlëes  par 

nB  —  tiC  =  o,       kC  —  JA  =  o,       lA  —  mB = o. 

Ex.  *■  Montrer  qne  les  droites  qui  passent  par  on  même  point  et  par  les  sommets 
d'un  triangle  déterminent,  aar  les  cêtés,  lii  segments  dont  le  produit  de  trois  non 
conséeutifs  est  égal  au  produit  des  trois  antres. 

Suent  (i|  mB  —  nC  =  o,  {3)  nC  —  tA  =  o,  (3)  JA  ~  mB  =  o  les  droites,  et  o,  A,  e 

les  points  où  elles  reDCootrent  respectivement  les  cAtés  A,  B,  C.  Ponr  le  point  a  on  a  : 

m      C      as  sin  a  ,       ,         n      b/  siny       l       eafiia  a  ,  .  ,-    . 

— =  =  ^ : — ;  ou  trouTera  de  même  :-;=■; — : —  et  -= : —  :  en  moltipbant, 

K      B      a-/  sin  7  J       63  sin  B      m      0^  sin  j9 

Kl.  m.  Quand  deni  triangles  sont  tels  qne  les  cAtés  se  coupent  deux  à  deox  en  trois 
points  situés  snr  une  ligne  droite,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  deux  i  deux 
conconrcnt  en  un  m^me  point. 
Soient  afif,  b'  ^  /  les  deux  triangles  et 

(H)  JA+  mB-i-NC=o, 

la  droite  qui  renferme  les  pdnisd'inlerseelion  des  côtés  A  et  A'iBetB',  C  et  C.  L' équa- 
tion du  c6lé  A'  sera  de  11  forme 

lA+mB-*-nC  +  kA  =  o, 
car  il  passe  par  le  point  d'intersection  de  A  et  H;  cette  équation  peut  s'écrire 
(A')  f'A-t-mB-i-nC  =  0. 

On  trouvera  également 

(B*)  IA  +  m'B-MiC=o 

iC)  M-t-«.B-*-n'C=o. 

S  on  retranche  ces  équations  membre  k  memhre,  on  obtient 
(C_/)A  +  (m— mOB  =  o, 
(m'-m)B-H(»-«')C  =  o, 
y-OA  +  K-«)C=o. 
Ces  droites  passent  parles  sommets  a', /S*,  y'  du  second  triangle,  puisque  ces  équations 
proviennent  des  précédentes  par  aouslraetion  ;  de  plus  elles  passent  aussi  par  les  som- 
mets «,  fi,  7.  Ces  trois  droites  concourent  en  un  point  :  en  ajoutant  ces  équations,  eu 

Deai  triangles  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  appelés  Aomolof ijuet;  la  droite 
B  est  Vaat  d'hûiHologic  et  le  point  de  concours  des  droites  xx',  ^^',  7-/'  en  est  le  rtntrt. 

PoNciLiT,  Traité  4a prop.proj.  4ti  fig.  p.  ISl,  a  établi  la  théorie  des  figures  bomolo- 
giqnes  et  son  application  a  la  recherche  des  propriétés  des  lignes. 
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•9 .  Trouver  Pangle  S  if  une  droite  /A  -(-  niB  -J-  iC  ^=  o  n 
triangle  de  rifirenee. 

Si  on  mène  par  le  sommet  y  une  parallèle  à  Ift  droite  donnée,  soo 
équation  est 

A  — *B  =  o, 
avec  la  condition 

— jfc,   o 


Mais  on  a 


me  —  bn  =  {na  —  ïe)  k;        d'où        il  = 
sine 


sin  (y  —  9)  ' 
l'équation  par  rapport  à  tang  0,  on  trouve 
A  sin  y 


en  développant  et  résolvant 


tangS 


cosj- 
Si  on  remplace  k  par  sa  valeur,  il  vient 

(me  —  fi6)  sin  y  (m  sin  y  - 


(no — le)-\-(me — n6)cosy      nsina — /siny-f-(»«siny — »sin^)cosy* 
et,  finalement,  en  remarquant  que 

sin  «  =  sin  (P  -f-  y)  =  sin  j3  cos  y  +  sin  y  cos  |3, 
on  obtient 

-  m  sin  y  —  »  sin  S 

m  cos  y  +  fl  cos  p  —  ( 
•S.  ïy«nierfflnj/ede»rfrotlM/A+mB4-nC=o,('A+m'B+»'C=o. 
Soit  V  l'angle  des  droites,  S  et  6'  les  angles  qu'elles  font  avee  le  cAté  A. 
On  a  :  V  =  6  —  6%  et,  par  suite, 

tanBV=  '"Se-t»"»"' 


UngV  = 


-f-  lang  G  taug  G' 

on  remplace  tang  S  et  tang  9'  par  leurs  valeurs,  on  aura  I 

(msiny — ns\a^){m'&tsy-\^H'eosp — l') — (m'siny — n'siDPXtico8y-|-neos^) 
(mcosy-j-ncosp — l){m  'cosy+n  'cos(3— ^  )-\-{m  siny — nsi  n  fJ)(™  'siny — n'âi^) 
En  développant,  on  pourra  mettre  cette  expression  sous  la  forme, 


/(m'siny — ii'Binp)4-w(»'sina — l'siay)-{~n{l'sia^ — m' sin  a) 
II' +mm' -\~nn' — (mn'-|-m'n)cosa — {nl'-}-n'l)coap — {lm'+l'm)c 


1)C057 
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lit  condition  de  pcrpendicuUritë  des  deux  droites  sera 
tt'+ntm'+iin'— (mn'+m'n)co8« — (n^+n'Qcosp — {lm'+l'm)eoay=o, 
on 
/'(' — «  COsP —  mcosj')-j-m'(m — ncoset — lcosy)-{~n'(n  — mcosa — /cosP)'=o. 

•4.  Chercher  l'expreaiion  de»  perpendieuîaù-es  abaùsées  de»  »ommft» 
du  triatigh  de  référença  tur  la  droite  lA  +  mB  +  nC  =  o. 
Soient p,  9,  r  ces  perpendiculaires.  Oa  a  (N*  S8) 
ap      bq      cr 
l      m      n' 
chacune  de  ces  fractions  est  égale  à  la  suiTante  : 
l  <g>,  bq,  er  ]  2S 

\l,m,n\        |ï,m,ttj" 
Oo  a  donc  pour  les  perpendiculaires 

=  £?  ^  _2S         m  _2S  n 

a    \l,m,ni'    "       b     |  /,  m,  n  (  '  c    W,  m,  n  l 

•S'.  Trouver  la  perpendiculaire  abaiuée  d'unpoint  (Ai,  Bi,  Ci,)  sur  h 
droite  igtA  +  bqB  -]-  erC  =  o. 

Menons,  par  le  point  (A|,  B,,  Ci),  une  parallèle  &  la  droite  donnée  et 

appelons  P  la  perpendiculaire  cherchée.  Les  distances  de  cette  parallèle 

aux  sommets  du  triangle  de  référence  sont  p  —  P,  q  —  P,  r  —  P,  ou 

bien,  p-l-p^y-i-p,  r  +  P;  l'éqoalion  de  eette  droite  sera 

a  (p  ±  P)  A  +  6  (ç  ±  P)  B  -f  e  (r  ±  P)  C  =  o. 

Comme  clic  passe  par  le  point  (Ai,  Bi,  Ci),  on  a 

a(p±P)A, -|-fc(çr±P)B,  +  e(r±P)C,=0. 

D'où  l'on  tire 

<yA«  4-  bqBi  +  crCi ayA,  +  bqii  +  erCt 

~      —  oAi  —  6B1  —cCi~  2S 


Si  l'équation  de  la  droite  donnée  était  de  la  forme 


h+t 
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on  aurait  simplement 

••.  Qvelle  est  l'expression  d«  la  distance  d'un  point  (Ai ,  B< ,  Ci)  d  la 
droite  (A  +  mB  +  nC  =  oî 

Si  on  écrit  l'équation  de  la  droite  sous  la  forme 
apA  -f-  bqK  +  erC  =  o, 
on  a 

aS 
En  remplaçant p,  q,  r  parleurs  valeurs  (N'  64),  on  trouve 

•7.  TVouver  IatIùtanceentre^(Ieuxpoin(s(Ai,  Bi,  Ci,),  Ai, Bt, Ct). 
Une  droite  qui  passe  par  le  premier  point  est  représentée  par 
A  — A,_B  — B,      C  — C, 

si  elle  passe  par  le  second,  on  a  les  relations 

At— Al      B«~B,      Ci— Cl 

.    On  en  déduit 

(Al  —  Al)*  sin  2a  +  (Bi  —  BQ'  sin  2^  +  (Ci  —  C«)'  sin  gy  ^   , 
X*  sin  2«  +  f  *  sin  2^  +  v*  sin  zy  °  ' 

ou  bien  (N->  ^9), 

,      (Al  — Ai)*sin2.n  +  (B«  — Bi)*5in2P  +  (Ct  —  Ci)*sin2y 
°  2  sin  ût  sia  p  sin  y 

•8.  TVouver  Njualion    (^  ta  perpendiculaire  abaitMée  tCun  poitU 
{&,,Bi,  Cl)  sur  la  droite  lA  +  mB  +  nC=o. 
La  droite  est  représentée  par 

A  —  A,      B  — B,      C  — Cl 
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avec  les  conditions 

ai  -)-  6fi  +  CT  =  o 
l'X  +  m'ft  +  n'v  =  o; 
l't  m',  n'   sont  les  coefficients   inconnus  qui  entrent  dans  l'équation 
/'A-^m'B-)-»'C  =  o  de  cette  droite  soub  la  forme  ordinaire.  La  con- 
dition de  perpendicularité  est  (N*  63) 

F{1  —  n  cos  fi  —  meosy)-\-m'(tn  —  n  cos  a  —  leosy) 
+  n'  (il  —  ffi  cos  a  —  /  cos  |3)  =  o . 
Par  la  comparaison  de  ces  relations,  on  voit  que  A,  ft,  v  sont  propor- 
tioanels  k 

l  —  nco8|3  —  mcoBy,  m  —  ncosa  —  Icosy,  n  —  mcosa  —  /cosjS; 
et  les  équations  de  la  perpendiculaire  seront  : 

A  — A. B  — B.  C  — C. 

l  —  mcos7 — ncosj3      m  —  ncosa  —  leosy      n  —  f  cosp  —  meosa 
Exeroloes. 
Es.  1,  Trouver  l'éqnatîon  de  la  droits  meaée  par  lis  deux  pointa 
ABC  ABC 


\  i.'  p'  ■/  \ 
El.  •.  Qn«lJe  ut  r^ttion  de  la  draita  menée  p*r  un  point  et  rinterseetion  de 
deux  antres  f 

JA  +  wB+nC   _  fAH-w'B  +  n'C 
lA,  +  mB,  +  »C,  ~  f  A,  +  m'B,  ■*■  n'C,  " 
Ex.  S.  Qael  est  le  nppwt  de*»egiiieiitsqne  la  ligne  JA-t-MB-f-itC^odéleriiiiite 
sur  b  droite  qm  passe  par  lei  point!  (A„  B|,  Ci),  (A|,  B,,  Ci)? 


Bx.  4.  IMtemÙDer  les  coordonnées  do  point  où  la  droite  U  + mB-t-oC^o  ren- 
contre lei  eélis  dn  triangle  de  référence.  Pour  le  côté  As  o,  on  tronvera 

me  — nb  «6  — me 

Ex.  K.  ^oiiTer  l'équation  de  1t  droite  passant  parle  point  d'intersection  des  lignes 
A^CcM^,  B:=Ccosaetle  point  de  référence  7. 

B.     A  cos  a  ^  S  cos  |S. 
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Ex.  •.  Uuell«  Mt  il  sorftce  du  Iriingle  dont  le»  tommeU  coîncideDt  ai 
de<  titét  da  tritngle  d«  Tétirtaet  ? 


£x.  f.  Écrire  r^atioo  générale  des  droites  pwallèleii /A  •t-mB-t-mC  =  0. 
R.     lA  -i-  mB  +  mC  + 1  (oA  +  tB  -t-  eC)  =  0. 

El.  •■  Trouver  la  candiiioo  pour  que  la  droite  U  -i-  mB  -i-  nC  =  o  wit  paralWe  u 
edt^  A  dn  triangle  de  réKireoei. 

R.    me  —  «b^o. 

Ex.  •.  Les  droites  A-)-Ccosp=:0,  B  +  C<oiai  =  o  sont  panllèles. 

Ex.  <■■  Chwcher  les  eoudîtionï  pour  que  li  droite  U-t-nB  +  nC:=a  soit  perpen- 
dicalura  aux  eètit  dn  triangle  de  rtrërence. 
R.     (  — ttcos^  — meoi7^0,  m  — ncosec  — lcos7  =  o, n  —  ncoscc  — Jcos/9^a 

Ex.  II.  L«s  perpendiealairet  élevées  sur  les  milieax  des  cAlés  du  triaDgl«A>B.C^o 
mM  représentées  par  les  équations 

Bsin^  — Csin7-»-Asin(fl  — 7)=o, 

C  ain  7 — A  sin  a  +  B  sin  (7  —  a)  =z  o, 

A  lin  «  —  B  stD  |l  -t-  C  ain  (b  —  jt) = o. 
Ex.  i«.  EtoBt  données  le«  droites 

(I)  U-«-mB  +  «C  =  o,        (3)  tA-*-mB  —  nC=o, 
(a)  JA  —  tnB  -i-  «C  =  o,        (4)  JA  —  mB  -  mC  =  o, 

on  forme  le*  groupes  (i,  2),  (3,4)i  U.3)- (a.4)i  U,4).(a.3)i  »ient  P  «  P',  Q  et  ff, 
R  et  R'  les  pointa  d'intersection  de  ces  lignes.  Xontrer  qae  lea  milienz  des  drmtet  PP', 
00',  RR'  sont  sitDé*  snr  la  droite 

PA      ^      «^_ 
o  ■**    6    "*"    c    ""■ 
Ex.  as.  Prouver  que  les  tiont  d'une  droite  avec  lei  tMt  dn  triumle  de  réHrenee 
satialbnt  i  la  relation 

lit  m  a -t- fi  An  p-t-i/A  m  y -t-àimûii  fi  tin  y  =  0t 
et  que  la  dittance  de  doux  points  a  pour  ezpreaiiMi 

(B,-B.)(C-C.)»ina+(C-C)(A,-A.)sin^-l-(A.-A.)(B,-B,)siny 
"  siD  a  sin  j9  sin  7 

El.  i«.  Tronverlei  sinnsdetangles  d'une  dr(HtetA-»-mB-»-<iC=aaTeele*cMét 
dn  triangle  de  réiérenee.  Les  sinus  cherchés  satisfont  aux  équalioni 
il-HBi/i  +  n»  =  b, 
1  sin  d -I- ^  sin  ^ -t- (  lin  7  =B  ol 
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^(nitiu]i— nsin^XnsiDa — t^nTitiay*-- 
I  «in  P  lia  V  1         |  lin  y  gm  a  |         I  sin  i  sin  |$  | 

En  •imidifitiit  U  deroi^  frictioD,  on  trouven 


Ex.  IB.  IWorflrraD^e  de  deai  droites  (),  /i,  •),  (X',  /,  /). 
Soit  O  (A^,  8,,  C,)  laur  point  d'intenection  j  prénom  nir  chacune  d'elles,  i  partir 
du  point  O,  les  Uingnenra  OP  =  OQ  =  i.  En  dësienaot  par  A,,B,,  C,  ;  A,,  Bj,  C,  les 
coordoiuiéet  des  points  P  «t  Q,  on  aura 

A,  =  A,-t-i,    P,=:B,-i-;«,    C,  =  C,+.; 
A,  =  A,4-X'.    B,  =  B,-H/.'    C,  =  C,  +  /. 
De  pins  le  trwngle  OPQ  donne 
.     j.a„---p^*-      (^-fO(— *')»in«  +  <.-/)(l->')sin^H-tl-x')Ot-^')»iiy 

Enëgard  aux  relations 

jHv  sin  a  -t-  «1  lin  ^  -|-  l/i  lin  ?  =  —  sïo  c(  sin  ^  md  y, 
^Vsina-H/l'sin  P  -4-l>'sin7^  —  sinctiin  Psiny, 


' ~  ~ ïïmâ'L  fl sin  y  '^^'''^  '/'')  wn  a  -»  {^l'  -t-  W)  wn  P  -t-  (V'  H- .■^')  «in 7]- 

c.  *•.  Cherdier  le  cosiniu  et  le  sinns  de  l'angle  desdroites  lÀ -4-mB-»->iC^o, 
4-ni'B+n'C  =  o. 

II'  ■+■  mm'  +  m»'— (««'  -i-iMn')cos  a — (nJ'H-fnOcosP  —  (J«»'  +n«f)cos7 


1    l  M 


sin  a  sfn  S  sin  } 


Ex.  «*.  Déterminer Fangle  des dr<ûtes(i))A-»-ifB-»-erC=o,(^A-i-6f'B+i)p'C=o, 


I  P    « 


R.    zS  sin  7  = 
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Eï.  m:  Li  droite  ^A+£fB  +  erC  =  0Mtperpeiidi<ti]ureaDG6téC,  m  i>—f=c. 
£x.  !•.  Let  droite! 


B  — B'      C— C 


eU'A-Hi«'B+«'C=o 


HDt  perpeadicDliiras,  si  on  •  1*  relatioD 

n-4-«V-*-ii'.=±  [  t',m',n'  \. 

Ex.  ss.  Sar  let  millciu  du  cAtà  d'uo  Iriaogle,  on  élève  des  perpen^calurei  pro- 
porlianuelles  micAtéSietoii  joiat  leur*  eitrëmitég  «as  sommets  opposés  da  trini^ 
Montrer  qne  les  trois  droites  ainsi  obtenues  te  coupent  en  tm  point  dont  les  eoorden- 
D^et  TMGenl  l'JqtutioQ 

Kn{a  —  y)      un  (r  —  h)      sio  (b  —  A 

— *— * B * C ="• 

Ex.  IX,  Trouver  les  baateurs  et  letcdt^dD  triuigle  Ibnné  par  les  draitM 
(i)  JA  +  f»B  +  «C  =  o,     (3)  t'A  +  m'B  +  •■€  =  o,     (j)  *"*  -+•  "«"B  ■♦-  «"C  =  o- 
Soit  P|  la  haulenr  relative  an  cote  (c).  On  ann 

_  lA  ->-  wB  -t-  wC 

où  les  coordooDëes  A,  B,  C  satisfont  aax  équations 


i'A+M'B-+-«'C=o, 
i"A  +  »i"B-i-n"C=o, 
oA -4- ftB + eC  =  —  aS. 


i<,.,.r 


On  atm  des  expressions  analogues  poor  les  hauteurs  P«,  Pc 

Soit,  maintenaot,  p  la  longueur  du  cMë  (i);  on  •  évidemment  p 
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substitnut  ■  P|  et  1  àa  (i,  2)  leon  nleon,  il  vmidrt 


t'   m'   n' 

-^\l.m,H\    ,,„      ,    ,,'""'''"" 

'  '    \  l"  m'  n"  \   ■      l  m       n 

J     M     n  r         m'       n' 

a    b     t    j         «in  a  nn  £t  lia  7 


Ex.  as.  Quelle  e*t  rex]wesnini  de  U  mrftce  du  triangle  de  l'exemple  précMmt? 


e   n^  n' 

l"  n^'  n" 

l   m    %    \.      r    m'    n'       ■      i"  m"  n' 
r  m'  n'  I"  m"  n"  t     m    n 

a    i     e    [         a     b     e  abc 


Ex.  «a.  Tnrover  !■  lurfiee  du  lrîui|^e  dont  les  etUt  tant  représenlêi  pir 
«pA  +  fiyB-i-erCsïo    0|»'A  +  6j'B  +  <t'C=o,    op"A  +  6î"B  +  (r"C=o. 


R. 

p     q     r 

pf   ,'    r- 

p"  ^'  ,/' 

p  q   r 

F'    9-    ^ 

.     p-',"r" 

I    I    I 

p"  ^'  r- 

p    ç    r 

.  a«.  Troorar  l'aire  dn  triangle  toaat  par  les  droites 

ftB-i<eC=o,    RC-t-aA=o,    aA-f'B~0. 


§    3.    COORDONNÉES    DE   LA   DROITE;   tODJtTlOH   DU  POINT;    COORDOKNËES 
TAnOENTlELLES   EN  CÉNfiRAL. 

••.  Considérons  une  droite  mobile  ayant  pour  équation 
(i)  II*  4- uy  +  I  =  o. 

A  chaque  système  de  valeurs  attribuées  aux  paramètres,  tel  que  w  =  « 
11  =  |3,  correspond  une  droite  déterminée;  on  dît  que  ces  quantités  sont 
les  coordonnées  de  la  droite^  puisqu'elles  suffisent  pour  la  construire  dans 
le  plan  de  la  figure. 
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Toutes  les  droites  fournies  par  IVquation  (i),  lorsqu'on  donne  è  u  et 
«  des  valeurs  qui  satisfont  k  la  relation 

(a)  OM  4-  '«'  +  I  =  0( 

passent  par  un  point  fiie;  car  si  on  élimine  v  entre  (i)  et  (2),  on  trouve 
l'ëquation 

{6x  —  ay)ii-}-6  —  y^o 
qui  renferme  un  coefScient  indéterminé  u,  et  représente  une  infinité  de 
droites  issues  du  point  d'intersection  des  lignes 

bx  —  1^  =  o      et      y  —  6^0, 
c'est-i-dire  du  point  a:  =  a,  y  =  6. 11  en  résulte  que  toute  équation  de  la 
forme  (2)  entre  les  coordonnées  d'une  droite  mobile  peut  être  regardée 
comme  Féquation  d'un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  les 
coefficients  de  u  et  t. 

En  général,  lorsque  les  coordonnées  u  et  v  satisfont  à  une  relatioa 
f(u,  v)  =  o,  la  droite  ux  4-  vy  4-  1 1=  o  doit  se  déplacer  dans  le  plao 
suivant  une  loi  déterminée;  il  faut  regarder  f(u,  v)  =  o,  comme  déter- 
minant une  suite  continue  de  droites  dont  les  intersections  successives 
forment  une  certaine  courbe  i  laquelle  elles  sont  tangentes.  De  là  vient 
le  nom  de  coordonnées  tangmtùllea  attribué  aux  variables  u  et  v,  tandis 
que  la  relation  f{u,  v)  ^  o  s'appelle  IV^^uotion  tangattieUe  de  U  courbe 
enveloppe  des  droites  ;  elle  détermine,  en  effet,  les  coordonnées  d'une 
tangente  quelconque  k  cette  ligne. 

Une  même  courbe  est  donc  représentée  en  coordonnées  pointe  par 
9  (x,  y)  =  o,  et  en  coordonnées  %nes  par  /"(m,  b)  =  o.  Le  degré  de  ç 
donne  l'ordre  de  la  courbe,  tandis  que  le  degré  de  /"donne  la  cloue  de 
la  courbe.  Généralement  les  fonctions  f  et  foal  des  caractères  différents 
comme  nous  le  verrons  plus  lard. 

ï#.  Quelle  est  l'équation  du  point  qui  divise  la   distance  de  deux 
points  donnés  en  deux  segments  dont  le  rapport  est  égal  à  — ï 
Soient 

(P)  aiU  +  6(W  +  r  i=  o      et     (Q)  atu  -j-  6it)  + 1  ^  o 
les  équations  des  deux  points.  Multiplions  la  première  par  m<,  et  la  seconde 
par  IHt;  on  aura,  en  ajoutant, 

{mifli  "1-  miui)  u  4-  (mtbi  4-  «iiM  e  4-  »•*  +  «i  =  o- 
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C'est  réquatioD  demandée:  car  elle  représente  un  point  qui  a  pour 


coordonnées  :  x  = 


lHl  -|-wit 
Pour  le  milieu  de  PQ,  on  aurait 

(ai  +  ot)  w  -h  (fci  +  6ï)  »  4-  2  =  o. 
7 1 .  Trouver  la  sur  face  du  triangle  dont  Us  tomnut»  »ont  : 
aiu-^biv  -\-ci  ^o,  UiU -{- btv -i- ct  ^  oetaïu-l-  btV-^ci  =o. 
On  sait  que  la  surface  du  triangle  des  points  (xi,  jfi),  (xi,  yi),  (xi,  y») 
»  pour  expression 


On  trouvera  pourl'aire  du  triangle  donné,  en  remplaçaol  yi ,  x«  etc.  par 


ai,  6i, 

71t.  Trouver  Céquation  dupoinl  ^intersection  de  deux  droites  données. 
Si  (ui,  «i),  (ut,  Vt)  sont  les  coordonnées  des  droites  et 
ou  +  6»  +  I  =  o, 
l'équation  de  leur  poiot  d'intersection,  on  doit  avoir  les  conditions 
aui  -\-bvi  -{-1  =  o 
aut  +  bvi  4-1=0. 
IToÙ 

a  b I 

ri  —  Vt      ut  —  ui      «it)i  —  UïBi  ' 
et  l'équation  cherchée  sera 

[Vt  Vt)U  -]-  («i  —  Ui)  V-|--<'lV«   —  "ï"!  =0' 

TS.  Quelles  sont  les  coordonnées  de  la  droite  qui  joint  les  points 
UiU  4-  tin  4- 1  =  o,  aiH  4-  6ip  4-  I  =  o? 

Les  coordonnées  de  la  droite  qui  passe  par  ces  points  doivent  satisfaire 
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k  la  fois  aux  deux  équations  ;  il  faut  résoudre  celles-ci,  en  regardant  u  et  r 
comme  les  iacoanues.  Oosura 


6i  —  fct      oi  —  Si      sib]  —  a>6i 
74.  Chercher  t'exjtreanon  de  la  dittanee  du  point  au  -{^  6ti  -)-  1=0 
à  ta  dr(nU{ut,  Vi). 
La  droite  donnée  a  pour  équation  en  coordonnées  cartésiennes 

MlJC  +  Biy  +  I  =0. 
La  distance  P  du  point  (a,  b)  h  cette  droite  sera  représentée  par 

p^tt».  +  &«.  +  !_ 
[/«.•+ t>,» 

n  importe  de  remarquer  que  le  numérateur  est  le  premier  membre  de 
l'équation  do  point  où  u  et  t?  sont  remplacés  par  ui,  Vi  j  de  Ui  cette  règle  : 
Si  on  divise  le  premier  membre  de  l'éqvation  au  ~\- bv -^  i  ^  o  p«r 
I/m'  +  tj',  U  quotient  exprime  la  dittanee  du  poinl  de  l'iquation  à  la 
droite  (u,  v), 

7t.  Trouver  la  condition  pour  que  troii  pointe  donnée  toient  en  Ugne 
droite. 
Soient 

aiu  +  6t«  +  Ci  =0, 
atu  +  btV-\-et  =0, 
aiu  -|-  fiiB  4-  Ci  =  o, 
les  équations  des  trois  points;  s'ils  sont  en  ligne  droite,  l'aire  du  triangle 
qui  leur  correspond  est  nulle,  et  on  a  la  relation 
ai,   bi,  Cl     ^o. 
oi,  6t,  Cl 
tti,  6|,  et 
Ces  trois  pointa  appartiennent  encore  b  une  même  droite,  si  on  peut 
trouver  trois  constantes  Jti,  kt  et  Ai  telles  que  l'on  aitl'identil^ 
Jt,(o,u  +  6,w  +  c.)  +  At(aiU  +  6n)+i)+A,(aiii+fcii*  +  Ci)=o; 
car  les  coordonnées  de  la  droite  qui  joint  les  deux  promiers  points,  annu- 
lant les  deux  premiers  termes,  devront  aussi  annuler  le  dernier,  et,  par 
eonséquent,  le  troisième  point  est  sur  la  droite  des  deux  autres. 
Tfl.   Trouver  Vangle  de  deux  droitei  donnée»  (ui,  vt),  {ut.  Va). 
Cette  question  revientà  déterminer  l'angle  des  droites  ropresentées,  en 
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coordoonées  cirtésieDoes,  par  les  équations 

uix-j-viy  +  i  =o,' 
VtX+Vttf-\-l  =o. 

D'après  ime  formule  connue,  on  aura 

•  lang  ç  == ; 

D  en  résuie  que  la  condition  de  perpendicularité  sera 

et  celle  du  parallélisme 

«I         Di 

c'est-t-dire  que,  dans  ce  dernier  cas,  les  coordonnées  des  droites  sont 
proportionnelles. 


El.  a.  InCerprétir  Ici  equitions  91 

ai  +  c  =  0,     te-t-e  =  o,    au-t-Ao^o,    e^o. 
El.  a.  Chercber  l'équalioii  d'un  point  «ilué  anr  uoe  droite  doDD^  («,,  t>t). 

B.    <i(«  —  «ij-t-ito  —  o,)^o. 
Bx.  M.  Qndle  «il  k  condiliaD  pour  one  trois  droites  pusent  par  an  même  point? 

B.    u,  (vi  —  «,)  -H  «1  {V,  —  V,]  +  «1  {«,  —  »,) = o. 
Bi.  «.  Ecrire  les  ëquttiont  dei  sommet»  d'nn  (riin^e  dont  les  eitit  sont  (—  i,  2), 
(I.— 3)><3."). 

R.    5M-i-at>  +  i  =  o,   «  +  40  —  7=0,   an  — o  — 5  —  a 
£1.  k.  Wterminer  les  coordonna  d'ans  droite  qui  pisae  par  le  point  de  concours 
des  drcHte*  («1,  t>i),  («■,  Vt], 

Ex.  ■,  Diitince  de  deux  points  a,u  +  b,v  +  i^o,  ai* -t- i^iD h-  i  =  O. 


R.     J  =  l/(a.-a.)'-l-t*.-M*- 
El.  *.  DisUnce  de  l'origine  i  II  droite  (hi,  v,). 


El.  s.  Dus  quel  rapport  une  droite  (iii,Ci)   divJse-l-oUe  la  distSDce  des   points 
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L'équitioa  d'un  paiat  qui  détennioe  deux  tepnenti  dont  le  rapport  est  éf^i  i— - 

peut  ï'toîre 

«•i  (oiH  +  biO  -I- 1)  ■«-  m,  (ogH  -+-  Ëi«  -I- 1)  =  O. 
Bd  sappouDt  qne  li  droite  doniiéc  («i,  v,)  puie  pu  te  point,  il  Tiendra,  pe«r  le 
rapport  chercM, 

m,  ttiu,-hb,vi-t-i  • 


ni  a,Hft-  fiidi-t-I 

Ex.  •.  Que  représente  l'équition  homogine  du  degré  m 

«"  +  a,u*^v  ■+  a,«"-*ii*  -f- -t-  0.0"  =  o? 

Si,  tptt»  tTÙr  dJTisë  par  b",  on  résoud  l'équetion  pu-  rapport  ■  -  >  on  tronren 
M  ndnM  a,  A,  c  .  •  •  .1  réelle*  ou  iimginuret.  Il  en  résulte  que  l'équitioo  pn^mée 
définit  M  poincs 

w  —  00  =  0,    «  —  bv  =  o, ....%  —  h  =  0 
utués  à  l'inOni. 

77.  Considërons  maintenant  trois  points  fiies  a,  P,  ^  ayanl  pour  coor- 
données rectangulaires  (xt,  y»),  (xi,  yi),  (xt,  yi),  et  représentas  par  les 
équations 

(«)U  =  0,         (P)  V  =  o,         (y)  W  =  o, 
OÙ 
U  =  xtH-|-jrftti-|-  I,     y^x,u-{-yiV+  I,     W^  j;iH-|-S«"  +  i' 

Une  droite,  qui  se  meut  dans  le  plan  suivant  une  certaine  loi,  peut  être 
déterminée,  i  chaque  instant,  par  ses  distances  aux  trois  points  fixes. 
Nous  les  représenterons  par  A,  B,C,  comme  les  coordonnées  triangulaires, 
afin  d'avoir  plus  d'uniformité  dans  les  équations.  En  vertu  du  N*  58,  les 
quantités  A,  B,  C  sont  liées  par  la  relation 

a'A*  +  6'B*  +  c'C»  —  aBCfie  cos  a  —  aCAeo  cos  ^  —  2ABa6  cos  y  =  4S*; 
de  sorte  que  la  droite  est  déterminée  de  position,  si  l'on  connaît  seule- 
ment les  valeurs  positives  ou  négatives  des  rapports  - .    -^  de  deux  de 

ces  distances  à  la  troisième.  Dans  ce  mouvement,  la  droite  mobile  reste 

tangente  à  une  certaine  courbe  qui  sera  représentée  par  une  équation  entre 

A      B 
les  rapports-)    p 


ir  ly 
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ou,  par  UDC  équalion  homogène  entre  A,  B,  C, 
F(A,B,Cl  =  o. 

Les  quantités  A,  B,  C  sont  les  coordonniei  tatigentieltea  de  la  droite 
mobile,  et  l'équation  précédente,  qui  sert  h  calculer  les  valeurs  des  coor- 
donnëcs  d'une  tangent*  quelconque,  est  Viqualion  tangenlietle  de  la 
courbe. 

D'après  la  signification  des  premiers  membres  des  équations  des  points 
fixes,  les  distances  A,  B,  C  pcurent  s'exprimer  en  (onction  de  u  et  o  ;  car, 
H-  74,  on  a 

D  „  V  ç_    W 


toute  équation  homogène  en  A,  B,  C  se  changera  en  une  autre  de  même 
nature  en  D,  V,  W,  puisque  le  radical  disparaît  nécessairement. 

78.  L'équation  homogène  du  premier  degré  de  la  forme 
(P)  ÏA4-»iB-f-nC  =  o, 

représente  un  point;  car  elle  revient  à 

m-hmV  +  nW  =  o 
qui  est  du  premier  degré  en  u  et  v.  Les  coordonnées  rectangulaires  des 
points  de  référence  étant  (X(,y«),  (xi,  t/i),  (ai,i/i),  celles  du  point  (P) 
seront 

ha  -f-  nixi  -\-  nxi  It/g  +  my<  +  «yt 

""^      f  +  m  +  n      '    ^  f  +  m  +  n 


Lorsque  l'un  des  coefiicients  est  nul,  par  exemple  n  =  o,  on  a  l'équation 
n  deux  termes 

(D)  M  +  mBi=o        ou        tV  +  mV  =  o, 

qui  représente  un  point  D  situé  sur  la  droite  des  points  fixes  a  et  |3;  car 
les  valeurs  U[=mi,  v:=vi,  qui  satisfont  Ii  la  fois  aux  équations  IT^o 
et  V  =  o,  satisfont  oussi  ii  la  relation  (D),  et  la  droite miX -\-vty-\-i=o 
doit  passer  par  les  points  a,  P  et  D.  Les  coordonnées  rectangulaircR  du 
point  D  sont 

Ixt  +  mxi  Itft  +  my< 

'^         i  +  m     '    ^~~     t-hm 
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Ce  pninldivÎAr'tloRcIniIist.irK'f!  ap  nn  deux  segments t«ls  que  jr;r  =  y; 

il  se  trouve  sui*  «p,  si  /  cl  m  sont  de  même  signe,  et,  sur  son  prolon- 
gement, si  ces  coefficients  sont  de  signe  difTtlrcnt. 

Lu  Gonsiruelion  du  point  (P)  rcpr<!scn(é  par  l'équation  à  trois  termes 
peut  se  faii-e  de  In  manière  suivsnte  :  on  prend  d'nbord  sur  a^  an 
point  z  représente  par 

(a)  i[I4-niV==o, 


;  il  aura,  pour  coordonnées, 

^ — T+iir    •"    ^ — î+^ 

Posons 

le  point  (P)  sera  donne  par  l'équation 

et,  pour  le  trouver,  on  divise  la  distance  xy  en  deux  segmente  tels  qoe 
Le  point  ainsi  obtenu  est  celui  qui  répond  il  l'équation  (P); 


Py      l  +  m 

car  SCS  coordonnées  sont 


h  ffly.  -H  «y> 


39.  TyoHuer  les  coordonnieg  triangulaires  du  point  défini  par  Céqua- 
-  (ii»iM  +  »iB+  mC  =  o. 

Désignons  par  As,  Bi,  Ca  les  coordonnées  cherchées  par  rapport  au 
triangle  «{Sy,  Nous  savons  qu'une  droite,  en  coordonnées  triangulaires, 
est  représentée  par  l'équation 

apA  +  bqB  +  erC  =  o. 
Si  elle  passe  par  le  point  (Ao,  Bo,  C«),  on  a  la  condition 

ap\t  -\-  bqRi,  +  crCt  ==  o. 

Or,  p,  q,  r  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  triangle 

de  référence  sur  la  droite,  c'est-ù-dirc  les  coordonnées  tangentielles. 

Par  conséquent,  en  regardant  p,  q,  r  comme  variables,  l'équation  préré- 
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deole  représentera  le  point  (A„  Bo,  C»).  Identifions  cette  éqnatïon  avec 
celle  du  point  donne  :  on  aura  les  ëgnlités 


m        n 

(  +  » 

+  «• 

—  2(S 

-M, 

.((+».  +  » 
-J»|S 

»4, 

—  2>lS 

Les  quantités  Ai,  At,  A,  sont  les  hauteurs  du  triangle  de  référence. 
De  ces  égalités,  on  tire 


ki      ht      ht 
et  réquaUon  liomogène  du  premier  degré  peut  encore  s'écrire 


M.  Trouver  Nquafion  du  potnl  d'interstetioa  de  dtux  droites  données. 
Soient  {A,,  B,,  C,),   (Aj,  B»,  C)  les   coordonnées    tangcntielles    des 
droites,  et 

/A+»mB  +  iiC  =  o, 
l'équation  de  leur  point  d'intersection.  On  a  les  deux  équations 
/A,  +  inB,  +  nCi  =  o, 
/Ai-f-mBi+»iCi  =  o; 

si  on  élimine  ^,  m  et  n  entre  ces  équations,   on  trouve,  pour  le   point 
demandé, 

A,    B,    C 

Al,  B„  C, 

At,  B„  C. 
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81 .  Chercher  l'txpreBsion  de  ta  dittance  du  point  ^A^-mB  +  nC^o 
à  la  droile  (Al,  B,,  C). 

Si  P  est  cette  distance,  une  parallèle  i  la  droite  donnre  men^c  par  le 
point  de  l'dquatioD  aura  pour  coordonnées  Ai  -|~  I*i  ^  +  !*>  Ct  +  P,  ou 
bien.  Ai  —  P,  B|  —  P,  C|  —  P  j  comme  elles  doivent  satisfaire  à  l'équation 
du  point,  on  a  , 

/(A.±P)  +  m(B,  ±P)  +  B{C.±P)  =  o, 
d'où 

„      ^fA.  +  mBi+nC. 
"-"^       t  +  m  +  n      ' 
Si  l'équation  du  point  donné  était 

^+^ 

on  IrouTeraît  de  la  même  manière 


-=*(^•+^■+^•> 


Ex.  1.  Uontrer  que  la  dtoilc  qui  joiui  tei  1111110111  de  deux  cdlcs  d'un  Irlinglc  est 
parallèle  lU  troisième  c6lê. 
Les  ^quitioDS  des  milieux  de  AB  et  fiC  soDt 

A  -t-B=o       el       B-f-C=o, 
et  celle  du  point  li  l'infini  sur  AC 

A-C=o. 
Si  OD  multiplie  la  première  pir  —  i  et  il  l'on  ajoute  menibrc  à  membre,  od  IniuTe 
0=  o;  CCS  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Ex.  •■  Trouver  l'cquilion  du  point  d'inlerieetion  des  médianes. 
Le  milieu  I  de  AD  ■  pouréqURtion  A-t-  B  =0;  donc  A-l-B-(-  C  ^  O  représcnt»  un 
point  de  II  médiane  -yl;  on  verra,  de  même,  que  ce  point  ipparlieiit  aussi  bdi  deux 
autres  médianes  ;  de   sorte  que  A  +  B  -t-  C  ^  □  cil  l'fquslion  de  leur  point  d'înlei^ 
section. 
Ex.  S.  QuadëEnisientleséqualioDBA  =  B  =  C? 
R.  Les  points  d'une  ligne  i  l'infini. 
El.  *.  Trouver  les  coordonnées  de  la  ligne  droite  qui  passe  par  les  points 

IA+  fliB-(-nC  =  o       el       ^ A -^  m'B  +  ii'C=o. 
R.  On  a 

A  _  B C 

I    m,    n     r  ~    I     n,     t      T  ~  1    *,     »•     I    ' 


D,gnz.dbvC00gle 


—  101  — 

an  ablÎBDdrt  les  vtleura  de  A,  B,  C,  en  y  ajoaUnt  U  rsUlion 
j  a\,        bB,        eC.\  =  aS. 
Ex.  •.  Sur  les  cdtës  i.B,  BC  et  CA  d'nn  triangle,  on  prend  trois  poiots  D,  E,  F  ei 
ligne  dnitei  montrer  que  le  produit  de  tras  stfoUDls  non  eonsccutib   est   égal   ai 
produit  des  autres. 

Dans  l'bypathbe  oiï  D  et  E  sont  prii  snr  AB  et  fiC,  tandis  que  le  pcÙDt  F  est  sur  |i 
prolohgement  de  AC,  les  équations  de  ces  points  en  ligne  droite  seront 

(D)  JA-(-mB=o,       (B)  MB-t-»C  =  o,       (F)  mC  — JA=o. 
Or, 

m_Ap      n_BE      1__^_^ 
i      DB'    t»~BC'    n~      FA^Af 
D'où 

iTt  .  a»  .  m 

AD  .  BE  ■  CF  =  BD  ■  CE  •  AF. 


BD  -  CE  ■  AP 
Ce  théorime  est  dû  il  Pythagore  ;  il  sert  de  base  à  la  théorie  des  tranivenales. 

S9.  Traaêformalion  des  coordonnée»  triangulaireSt  Soient  trois  droites 

<"î-;*+f:»+ë<=-  s*-^^+^-'-  ^+s''+É'=-° 

formaDt  un  triangle  ;  le  déterminant  3  de  leurs  équations  sera  différent 
de  zéro.  Désignons  par  A',  B",  C  les  coordonnées  relatives  k  ce  triangle, 
c'cst-y-dire,  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  du  plan  sur  les 
cdlés.  On  aura  (N*  63) 

^-î'+î'^î''  »'=^+S''+K''  '-F.'--I.'+T- 

En  les  résolvant  par  rapport  k  A,  B,  C,  il  Tiendra 

a.  A  =  it,A'  +  p,  B'  +  9,  C, 
(i?)  3.B=.ît,  A'  +  p,B'+ff,  C,  ■ 

J-C  =  n,A'  +  p,B'+ff,  C; 
les  quantités  tt,  p,  a  sont  les  mineurs  du  second  ordre  du  déterminant  6. 
Ces  formules  montrent  que  les  epordonnées  primitives  sont  des  fonctions 
linéaires  bomogèncs  des  coordonnées  nouvelles.  En  considérant  les 
équtitions  (a)  comme  représentant  les  sommets  du  nouveau  triangle  de 
référence,  on  arriverait  aux  mêmes  iormules  pour  la  transformation  des 
coordonnées  tangentiellcs,  les  quantités  p,  q,  r  étant  les  coordonnées 
ponctuelles  de  ces  sommets. 
Il  existe  !>caurDup  de  questions  où  il  ne  s'agit  que  de  la  direction 
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indélinie  des  lignes;  il  importe  peu  de  connaKrc  les  valeurs  exactes  des 
coordonnées;  on  prend  pour  celles-ci  les  perpendiculaires  A,  B,  C  ou 
pi,pt,  p%  multipliées  par  des  constantes.  Vu  la  signification  des  coefficients 
dans  une  équation  du  premier  degré,  on  peut  poser 
A'  =  /tA+/iB+fjC,  B'=m,A+m,B-)-m,C,  C'=jiiA+«»B+b,C 
et  regarder  les  quantités  l,  m,  n  comme  étant  les  coordonnées  des  cdlés 
du  nouveau  triangle  par  rapport  au  triangle  primitif.  Leur  résolution 
conduira  à  un  système  analogue  &  (^i)  dans  lequel  les  coefficients  de 
A',  B',  C  seront  les  coordonnées  des  cdtés  du  premier  triangle  par 
rapporta  l'autre, 

§   4.    RAPPOAT    ANHARHONIQUB   ET    HASIIOMQtJi:.    HOUOGftAPHIB.    INVOLUTION. 

§S.  Considérons  quatre  pointa  a,  b,  p,  q  sur  une  droite;  on  appelle 
rapport  laiharmonique  l'expression 

ap    bp 
Qf  '  bq 
lorsqu'on  regarde  les  points  a  et  b,  p  et  ^  comme  associés  ou  conjuyuét. 
On  obliendrait  d'autres  rapports  semblables  en  combinant  les  points 
diOéremnient.  Admettons  que 
a,  b,  p,  q  soient  des  nombres 
Fi|.  u.  représentant  les  abcisscs  de  ces 

points  rapportés  à  une  même  origine  0  de  la  droite  ;  on  aura 

ap    bp a — p  _  b  —  p 

aq  '  bq      a  —  q  '  b  —  q 
Il  est  utile  de  rappeler  que  les  segments  sont  positifs  ou  négalifs  d'après 
le  sens  suivant  lequel  on  les  parcoure. 

Supposons,  maintenant,  que  les  points  soient  rapportés  h  un  système 
d'axes  rectangulaires;  leurs  équations  seront  de  la  forme 
(a)    A  =  o,  {b)    B=o, 

W  (pj    A  — XB==o,  {^)    A  — f»B  =  o. 

A  et  B  étant  des  fonctions  du  premier  degré  en  u  et  v.  On  sait   que  : 

,      flp  aq  . 

X  =  J-       u=p.;  d'où 

bp      '^      bq 

i      ap   aq      "p   bp 
ft      bp'  bq      aq   bq 
Lorsque  A  et  B  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  x  et  y  du  la 
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forini;  i  cas  a  + 1/  sÎd  a  — p,  les  cqiialiuns  (i)  représente  ut  (juntrc  droites 
A,  B,  P,  Q  qui  se  coupent  en  un  inéine  puiiit. 

Le  rapport  anliarnioniquc  du  fuiscciiu  est  celui  des  points  a,  b,  p,  g  où 
ces  droites  sont  rencontrccs  par  une  séeantc  quelconque  S.  Or,  si  oii 
abaisse  des  points  p  et  q  des  perpendiculaires  sur  A  et  B,  on  a 
.  _pri_  siu  (A,  P)  9;i_siH|A,Q) 

'"  ~^"%iii  (B,  P)  '       ^  ~^~  ^b7q)  ' 

d'où 

t  _P''  PS  „  1'"  (^'*t   sin  {B,  P] 
f  ~  ÎÂ '  ç/-~  s~i<7{MÎ)  '  siu  (B,  Q)  ' 

mais,  en  vertu  des  triangles  semblables,  il  est  visible,  qu'au  rapport  des 
perpendiculaires,  on  peut  sub- 
stituer celui  des  segments  inter- 
ceptés sur  la  sécante;  par  con- 
séquent, -représentelerapport 

anharmoniquc  du  faisceau.  On 
voit,  en  même  temps,  que  l'ex- 
pression 

ap   bp 
aq'  bq 
est  constante  quelle  que  soit  la  >'■■■  "- 

direction  de  la  sécante,  cnr  elle  est  égale  au  rapport  des  sinus  des  nnglcs 
des  droites  (i\GS  :  c'est  pour  ce  motif  qu'elle  sert  Je  dérmilion  au  rapport 
anbarinoniquc  des  droites. 

Donc,  SI  quatre  points  ou  quatre  droites  sont  rejirèaenUs  par  des  équa- 
tions lit  la  forme  (i),  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  —  • 
Lorsque  les  points  ou  les  droites  ont  pour  équations 

(a)  A  —  >3  =  0.         (b)  A  —  ulï  =  o, 
(^*  (^)  A  —  ;.'B  =  o,         (q)  A  —  f*'U  =  o, 

on  pose  A  —  /B  =  A',  A  —  f*B  =  B'  :  en  cxpriinaut  A  et  B  en  fonclioii 
de  A'  et  D',  les  équations  précédentes  deviennent 

A'  =  o,     B'  =  o,     A'  — ^^^^B'  =  o,    A'— ^^-^,B'  =  o; 
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et  le  rapport  anharmoDique  a  pour  valeur 

Si  on  pose  :  A  =  1/,  0  =  3!,  l'expression  prccéilenlc  représente  encore 
le  rapport  anharmoniquc  des  droites 

y  —  'ix  =  o,    y  —  \jx  =  o,    y  —  X'x  =  o,    y  —  ul'x  =  o, 

S4.  Le  rapport  anharmonique  se  chanjjc  en  rapport  harmonique, 
lorsqu'il  a  pour  valeur  —  i  :  ainsi  une  droite  ab  est  divisée  harmoniqne- 
I   ment  aux  points  p  et  q,  si 

ap   bp 

'     aq' bq  ' 

a  de  quatre  droites  linrinoniques  A,  1),  P,  Q,  ou  doit  avoir 
gin  (A,  P)  _  siB  (B,  P) 
■in  (A,  Q)  ■  sin  (B,  Q)  '  ' 

Dans  l'hypotbèae  où  les  points  et  les  droites  sont  donnés  par  les  équa- 
tions (i)  et  {2%  on  a  les  conditions 

i=_  A-À'.?.-fi'_ 

ou  bien 

X-i-a  =  o,        iu— ^(À  +  fi)(î.'  +  u')  +  /y==o. 

Il  en  résulte  que  les  points  ou  les  droites 

A  —  JtB  =  o,        A  +  AB  =  o, 
seront  harmoniqucment  conjugués  avec  les  points  ou  les  droites  A  c=  o, 
B  =  o. 

Si  les  points  a,  b,  p,  q  sont  rapportes  à  une  même  origine  sur  la 
droite,  la  condition  pour  qu'ils  forment  un  système  harmonique  sera 
également 

a,  b,py  q  étant  les  abcisses  de  ces  points.  11  arrive  souvent  que  les  deux 
groupes  de  points  (a,  b),  (j>,  q)  sont  définis  par  des  équaU'ons  du  second 
degré 

aa:'  +  2  iï  4-  j8  =  o,         c^'x'  -f-  î  fît  -J-  P'  =  o 
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On  a,  dans  ce  cas,  les  relations 

.        (3  ,    .  2*  |3'  ,  2*' 

o6  =  c,    a  +  b  =  ~-  —  ,   V1='-,>   P  +  9  =  — ^ 
En  subslrtuant,  la  condition  précédente  devient 

Lorsque  quatre  points  a,  6,  p,  q  sont  h^rmoniquemcnt  conjugues  deux 
H  deux,  on  a  X  +  u  ^  o,  ou  bien 


Pour  que  celte  relation  soit  satisfaite,  il  faut  que  l'un  des  points  p  et  f 
se  trouve  entre  aîX  b;  alors  un  des  deux  rapports  est  ncgalif.  Si  le  point 
p  se  rapproctie  du  point  6,  son  conjugué  q  s'en  rapproche  aussi;  mais  si 
p  s'éloigne  pour  venir  vers  le  milieu  o  de  ab,  le  point  q  s'écarte  de  plus 

en  plus  du  point  6.  Enfin,  si  le  point  p  est  en  o,  on  07^=  —  t,  et  son 

bp 


conjugué  sera  à  l'inlïnî,  afin  que^=  i.   Un  segment  ai  est  toujours 


aq 

ie^= 

bq 

divisé  barmoniqucment  par  son  milieu  et  le  point  à  l'infini  sur  sa  direction. 

Si  quatre  droites  A,  B,  P,  Q  conjuguées  deux  à  deux  forment  un 
faisceau  harmonique,  l'une  d'elles  P  se  trouve  dans  l'angle  (A,  B)  et  sa 
conjuguée  Q  dans  l'angle  adjacent. Toute  droite  qui  coupe  le  faisceau  sera 
divisée  liormoniquement;  si  on  mène  une  sécante  parallèle  à  l'une  des 
droites,  par  exemple  ù  Q,  le  segment  compris  entre  A  et  B  sera  divisé  en 
deux  parties  égales  par  la  droite  P,  k  point  d 'intersection  de  la  sécante 
avec  Q  étant  à  l'infini. 

85.  Parmi  les  figures  où  se  rencontrent  des  divisions  harmoniques, 
une  des  plus  remar- 
quables est  le  quadri- 
latère complet.  Consi- 
dérons, dans  un  plan, 
quatre  droites  A,  B, 
C,  D  qui  se  coupent  en 
six  points  i 
5,6;  menons  les  lignes 

13,24,  56.  L'ensemble  Fr».  st. 

'  de  toutes  ces  droites  constitue  le  quadrilatère  compUl,  dont  tes  sommets 
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sont  les  poinls  i,  2,  3,  4,  5,  6,  et  les  diagonales  lus  droites  13,  24,  56. 
Prenons  pour  triangle  de  rérérencc  celui  qui  est  formé  par  A,  B,  C  et  soit 

(D)      A-l-B  +  C  =  o 
l'équation  de  la  droite  D. 

La  diagonale  13  passe  par  le  point  d'intersection  de  A  avec  D,  et  son 
équation  est  de  la  forme  A  4-  B  -)-  C  —  itA  =  0  ;  or,  elle  passe  aussi  par 
le  point  3,  el  la  relation  précédente  doit  être  salisraitc  pour  B  =  o,C=' o; 
il  faut  que  l'on  ait  it  ^  i .  Si  on  applique  un  raisonnement  analogue  aux 
tlroitcs  24,  56,  on  trouve,  pour  les  équntions  des  diagonales, 

{13)  B  +  C  =  o, 

{24)  A  +  B  =  o, 

(56}  C  +  A  =  o. 

Soient  0, 0',  0"  les  poinls  d'intersection  de  ces  droites.  En  rclran- 
chant  les  deux  premières  équations  membre  à  membre,  on  a  C  —  A  =  o 
qui  représentera  la  droite  05;  de  sorte  que  la  soustraction  des  équa- 
tions préeédenleg,  prises  deux  à  deux,  donnera  pour  les  droites  5O, 
3O'  et  2O", 

(5O)  C-A  =  o, 

(3O')  U  — C=3  0, 

(2O")  A  — B  =  o. 

Ces  équations  démontrent  l'existence  de  trois  faisceaux  de  droites  har- 
moniques ayant  pour  sommets  Ici  points  2,  3  et  5.  Les  droites  de  diaquc 
faisceau  sont 

A,  B,        24,        2O", 

B,  C,        31,        3O', 

C,  A,         56,         5O. 

Chaque  diagonale  se  trouve  ainsi  divisée  harmoniquement  par  les  deux 
autres;  de  plus,  les  conjuguées  harmoniques  des  diagonales,  c'est-à-dire 
les  droites  5O,  3O',  2O",  se  coupent  en  un  même  point. 

Ces  propriétés  du  quadrilatère  fournissent  une  construction  de  la  qua- 
trième droite  d'un  faisceau  harmonique,  lorsqu'on  connaît  les  trois  autres. 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  droite  conjuguée  à  3O'  relativement 
au  groupe  36,  35.  Par  un  point  quelconque  0'  pris  sur  la  droite  conju- 
guée du  celle  que  l'on  clierchc,  on  mène  deux  sécantes  quelconques  0'24, 
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0'65;  on  tire  les  droites  46, 35  qui  su  couperunt  en  un  point  1  apparlvDaut 
h  la  droite  demandée. 

De  même,  étant  donnés  trois  points  0',  6, 5  sur  une  droite,  pour  trouver 
le  poÎDt  0"  conjugué  de  0'  relativement  au  groupe  6,  5,  on  joint  ces  der- 
niers à  un  point  quelconque  3  du  plan  ;  par  le  point  0'  on  mène  une 
sécante  0*24;  un  tire  ensuite  les  droites  46, 25  qui  se  rencontrent  au 
point  I.  La  droite  31  coupe  la  ligne  des  points  donnés  en  O"  qui  sera  le 
point  cherché. 

£1.  1.  La»  bisMctrices  des  uîglea  adj  ace  nls  des  droites  A=:o,B=:o  «oiil  coiiju- 
guëei  barmouiquement  par  ripport  n  ces  droites. 

Ces biswctnces ëtaul A-»-B  =  oetA  —  fi  =  0, elles  forniEnl uii  faiicciiu  harmonique 
avee  A  et  B. 

Ex.  s.  Trouver  l'équiUoii  d'une  droite  qui  forme  un  bisccau  harmonique  avec  les 
Irois  lignes 

A  — /B  =  o,        A  — «>B=o,        A-n8=:o. 

Soil  A  — >B  =  oUdroite  cherchée;  oa  doit  avoir 

{/_«)(;-«)"        • 
D'où 

ml  —  smn  +  Hl 

m  —  al-t-n 
L'éqnalion  demandée  sera 

A  {m  —iil-*-n)+Biml  —  3mH-*-nl)  =  o. 
Ex.  s.  Par  un  poiut  od  mène  les  droites  i,  3, 3  aui  sommets  d'un  triangle;  tojcnt 
i',3',  3'  les  droites  qui  compliteut  les  faisceaux  aux  sommets;  deux  d'entre  cites  con- 
conrent  en  un  méuie  point  avec  l'uue  des  trois  prcmiires  droites. 
Les  équations  des  droites  sont  de  1*  forme 

(i)    /A  — mB  =  o,        (2)    «B  — tiC  =  o,        (3)    ni:  —  lÂ=o, 
(I')  M-t-B«B=o,       (3)  «iB-t-«C=o,       (3')  uC  +  U  =  o. 
Or,  si  00  relrauehe  membre  à  membre  (i')  et  (a')  on  trouve  l'équation  (3);  doue  les 
droites  i',  a'  et  3  sont  concoartutes,  etc. 

El.  4.  Avec  les  m^es  données  que  dans  l'exemple  précédent,  inoutrer  que  les 
droites  i\  z',  3'  rencontrent  les  cdtés  du  Iriangle  en  trois  points  situés  eu  ligne  druile. 
Ces  poinls  d'inleneclion  sont  sur  la  droite  fA-t-mB-t-wC^O. 
Ex,  a.  Un  coups  les  câtës  d'un  triangle  par  une  droite  et  on  construit  le  quatriènie 
point  harmouique  sur  deux  cdtésj  moulrer  que  les  deux  points  ainsi  ohtcuus  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  d'inlerscctiou  de  la  sécante  et  du  troisième  eâté. 
Les  poinls  d'inlcrscelion  de  la  sécante  avec  les  cdtés  ont  pour  équations 
/A-wB  =  o,        inB-«C  =  o,        nC  — a  =  0 
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et  leurs  coi^ugucs  hiirinimji]ucs 

/A  +  mB  ES  0,        irB  +  nC  =>  o,        nC  -h  JA  =  O. 

Li  MDJlnclÎDii  àes  dcmEèrca  cqualions,  prises  deux  i  deux,  reprodoît  Tone  Att  trois 
premières,  donc  etc. 

De  pluî,  les  droites  qui  joignenl  ces  derniers  poials  ■«  sommeU  dn  uiin^a  «»»• 
courent  en  un  point  dont  l' équation  est  JA  -■-  tnB  -t-  nC  =  o. 

89.  Invotulion.  Six  points  situes  sur  une  droite  et  coajugnés  deux  i 

I  deux  a  et  a',  b  et  b', 

I  e  et  «',  sont  dits  en 

''i-  "■  involution,   lorsque 

le  rapport  anbarmonique  de  quatre  d'entre  eux  pris  dans  les  trois  systèmes 

est  égal  h  celui  de  leurs  conjugues. 

Soient 

((()    A  =  o,        (6)     A  — U'  =  o,        (c)    A  — (L[A'  =  o, 
*^'      (a')  A'  =  o,        (6')  A  — X'A'  =  o,        (c')  A  — ^'A'  =  o, 

les  équations  de  six  points  appartenant  a  une  même  droite. 
Considérons  le  système  des  quatre  points 

(o)  A  =  o,       (a')  A'  =  o,      (6')  A  —  A'A'  =  o,       (c')  A  —  u'A'  =  o. 
Les  équations  de  leurs  conjugues  peuvent  s'écrire 
(a')A'-o,     (a)A-o,     (6)A--iA-o,     «A'-Ia-o, 

d'où  on  tire,  pour  la  condition  de  l'involution. 

Celte  équation  suflîl  pour  affirmer  que  les  six  points  sont  en  involution, 
e'est-à-dire,  qu'avec  cette  condition,  le  rapport  anliarmonique  de  quatre 
points,  choisis  h  volonté  dans  les  trois  systèmes,  sera  toujours  égal  à  celui 
de  leurs  conjugués.  En  effet,  posons,  conformément  n  celte  relation, 

fi  =  k}.,  a'  =^-j-;  tes  équations  des  six  points  deviennent 

(o)    A=o,         (6)    A  — lA'=o,         (c)    A  — WA'  =  o, 

(«')  A'  =  o,        ((.')  A  —  Â'A'  =  o,        (c')  A  —  -7  A'  =  o. 
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Prenons  la  combinaison 

(o)  A  =  o,     (a')A'=o,    (6)A-U'  =  o,    (e)  A~itÂA'  =  o; 
leurs  GODÎnguës  respectifs  sont 

(a')A'=o,    (o)  A  =  o,    (6')A'  — iA  =  o,    (c')A'  — Ja  =  o. 

Oa  voit  que  le  rsp^tort  anharinooiquc  a  la  même  valeur  dans  les  deux 
systèmes.  I)  est  facile  de  vérifier  qu'on  srriTeraîl  au  même  r<!sultat  avec 
toute  autre  combinaison  ;  donc  la  relation  (4)  est  suffisante  pour  établir 
l'involution  des  points  représentés  par  les  équations  (3). 

87.  Lorsque  six pomtB  ctmieméme  droite  reprétenlis par  Us  équations 
(3)  aonf  tn  itixolttlùm,  on  peut  déterminer  des  constantes  l,  m,  n  de 
manière  à  avoir  l'identité: 

(i)     fA  A'  +  m  (A  —  U')  (A  —  >'A')  +  n  (A  —  ftA')  (A  —  ft'A')  =  o. 
En  effet,  en  égalant  les  coefficients  de  A*,  AA'  et  A'*  on  trouve 
m-{-n  =  o, 

mXX'  -\-  Mfiifi'  ^  o. 
Or,  par  hypothèse,  on  a  :  2>.'  ==  fifi.',  et  la  dernière  équation  est  équiva- 
iente  à  la  première;  il  reste  deux  équations  distinctes  qui  suffisent  pour 
la  détermination  des  rapports  I  :  n,  m  :  n  donnant  l'identité  (t). 

Réciproquement,  ai  l'on  a  l'identité  (t),  les  six  points  définis  par  (3) 
formeront  une  involution  ;  car  l'élimination  de  m  et  de  h  entre  la 
première  et  la  dernière  équation  du  système  (c)  donne  V.'  —  fifi'  =  o. 

§8.  L'identité  précédente  doit  être  considérée  comme  une  nouvelle 

définition  analytique  desix  points  en  involution.  Pourle  système  de  points 

(o)    A— U'  =  o,     (6)    A  — fxA'  =  o,     (c)    A~vA'  =  o, 

(a')A  — i'A'  =  o,    (V)A  — n'A'  =  o,     (c')  A  —  v'A' =  o, 

les  eonditions  qui  résultent  de  l'identité  : 

I(A— ÀA')(A— i'A')-|-m(A— fiiA')(A— ft'A')+«{A— vA')(A— k'AO^o, 
sont: 

J  +  „  +  „_o, 

((J  +  X-)  +  m(f.  +  p')  +  n(.  +  .')-o, 

IXV  -f-  mftfi'  +  "V"'  =  o. 
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En  éliminant  les  constantes  l,  m,  n,  on  trouve  pour  la  condition  de 
l'inrolution  des  poinis  donnas  ; 


fi  +  [i'    v  +  v' 


Si  on  pose,  comme  cas  particulier,  fn  m=  fjt',  v  =  v',  cette  équation  déve- 
loppa se  réduit  ii 

c'est  précisément  ia  condition  pour  que  les  points 

A  —  iA'^o,     A  —  ii'A'  =  o,    A  —  fiA'  =  o,    A  —  vA'  =  o, 
forment  un   système  harmonique;   chacun  des  deux  derniers  poinb 
compte  pour  deux  dans  i'involution;  ce  sont  deapotnta  doubUt. 

89.  Troit  couples  de  points  harmonùjuement  conjuguée  à  deux  points 
fixa  A  =:  o,  A'  ^  o  sont  en  invotution. 

Les  équations  des  points,  dans  ce  cas,  sont  de  la  forme 

A-f-;,A'  =  o.        k  +  (iA'  =  o,        A+vA'=o, 
A  —  ?.A'  =i  o,        A  —  ^A'  =  o,        A  —  vA'  =  o, 
et  elles  donnent  lieu  h  l'identité 

(„._^.)(A»-Â»A'»}+(X»-v»)(A'-f.'A")+(f*'-X»)(A»-v'A'»)=o; 
ils  sont  donc  en  iavolution.  Les  points  A  et  A'  comptés  chacuD  pour  deux 
forment  une  involution  avec  les  points  de  chaque  couple  :  ce  sont  les 
poinis  doubles  de  I'involution  des  six  premiers  points. 

•O.  Six  points  (Cune  droite  définis  par  des  éijfvations  de  la  forme 
{«)    A  =  o,     '  (5)    B  =  o,        (c)    C  =  o, 
[a')  mB  — nC  =  o,      (6')  nC  — M!=o,      (c')  lA~mB-=o 
sont  en  involution. 
Car  on  a  l'identité 

1/l  (mB  —  nC)  -f  wB  (nC  —  M)  +  nC  (/A  —  «iB)  =  o.     . 

91.  Au  point  de  vue  de  la  géométrie  synthétiqae  I'involution  de  six 
points  est  caractérisée  par  des  équations  entre  les  segments  qu'ils  déler- 
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minent  sur  une  droite.  On  peut  les  dt^duire  des  rcintions  précédentes. 
Si,  par  exemple,  on  prend  la  condition  }.i.'  —  iiii'  =  o,  et  si  on  remplace 
/,  y,  y.,  fi'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (3),  il  vient  : 

ofc     ofc'  ae    ac' 

a' h    a'b'  a'e  a'c' 
ou  bien 

06  •  a6'      a'b'  •  a'b 
ac  •  oc'      a'c'  •  a'c 

On  obtient  encore  une  autre  équation  en  égalant  le  rapport  nnharmoniquc 
des  points  a,  c,  b',  e'  h  celui  de  leurs  conjugués  a',  e',b,c;  ce  qui  donne 
06'   cb'      a'b   e'b 

ae'  '  ce'      a'c  '  c'c 
ou 

ab'  •  ce' a'b  •  c'c 

at'  •  thf      a'e  •  €b 

d'où  on  tire,  en  remarquant  que  ce'  =  —  c'c, 
ah'  •  6c'  ■  ca' 
ac'  -ba'  •cb' 

On  peut  aussi  déduire  cette  relation  des  équations  (a'),  (&'),  (c')  du 
numéro  précédent.  D'après  la  signification  des  conatsntes,  on  a  : 

n      ba'      l      eb'      m ac' 

m      ca'      «      ab'       l       6c' 

En  multipliant  ces  égalités  membre  h  membre,  on  obtient  la  même 
relation. 

99.  Lorsque  A  et  A'  sont  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  y,  les 
différents  systèmes  d'équations  que  nous  venons  de  considérer  représen- 
tent un  faisceau  de  six  droites  passant  par  un  même  point.  On  dit  que 
ce  faisceau  est  en  involulion,  lorsque  le  rapport  aobarmonique  de  quatre 
droites  prises  dans  les  trois  couples  est  égal  k  celui  de  leurs  conjuguées. 
Les  diverses' conditions  trouvées  serviront  aussi  à  caraetériser  un  tel  fais- 
ceau. Au  point  de  vue  synthétique,  on  remplace  les  rapports  de  segments 
par  des  rapports  de  sinus.  Les  équations  (3)  et  celles  du  N*  90  donneront, 
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en  se  rappelant  la  signifieation  des  coDBlanlcs  lorsqu'il  s'agît  de  droites  : 

sin  (A,  B)  ■  sin  (A,  B')  _  sin  (A',  B')  •  sJn  (A',  B) 
sin(A,  C)  ■  sin  (A,  C')^sin(A',  C).  sin(A',  C)' 

ii(C,A')_ 


sin  (A,  C) .  sin  {B,  A')  ■  sin  (C,  B') 


M.  Une  transversale  rencontre  tes  côtés  d'un  quadrUalére  etdeuxdia- 
gonfUts  en  six  points  en  ùicolution. 
Soient 

A(  =  o,     A*=o,    At=o,     Ajt^o, 

les  équations  dés  sommets  d'un  quadrilatère  simple,  et  ai,  at,  Oi,  ai  les 
nombres  auxquels  se  réduisent  les  fonctions  Ai,  Ai,  Ai,  At,  pour  les 
eoordonnées  d'une  seeante  queleoaque  S.  On  aura,  pour  les  équations 
des  points  d'intersection, 


(») 

ai        a*         ' 

K) 

at      ai 

(») 

A.      A, 

('■) 

1,      A,_ 

ai      ai 

w 

A.      A,_ 
a,      at         ' 

Posons 

ai       ot 

Al      A«_A 
a,      a,      i. 
A,      A.^B 
at      at      f. 
A,      A*      C 

Fil.  3G.  en  désignant  par  ï,  f/,  v  les  facteurs  pro- 

pres à  ramener  les  équations  {a),  (6),  (c)  à  la  forme  au  -f  *«  -t-  i  =  o. 
Les  ëquolions  des  six  points  deviennent  alors 

(a)  A  =  o,        (t)  B  —  o,        (e)  C  =  o 


('■) 


(,.)_„; 
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ce  qui  montre  (N"  90)  que  ces  points  sont  en  involution.  On  peut  s'en 
assurer  aussi,  en  remarquant  que 

ft      ba'  V       eh'  }       ae' 

V      ca''  ï.      ab'  '  (ji      ic'  ' 

d'où  on  tire  l'équation  qui  caractérise  l'înyolutioQ  de  six  points 
oc'  ■  6a'  -  c6' 
ab'-  bc"  ■ca'~  ^' 
Cette  propriété  donne  la  eonstniction  du  sixième  point  d'une  ÏDVolti- 
tion.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trourer  le  point  c*  qui  forme  une  involu- 
tioD  avec  les  cinq  points  donnés  a,  a',  b,  b',  c.  Par  les  points  a',  b,  c 
on  mène  trois  droites  qui  forment  un  triangle  quelconque  At  Ai  A4  ;  on 
joint  b'  et  a  avec  les  sommets  Ai  et  Ai;  les  droites  6' Ai,  oAi,  se  coupent 
quelque  part  en  A|.  La  ligne  qui  passe  par  Ai  cl  le  troisième  sominet  Ai 
détermine  le  sixième  point  c'  de  l'involution. 

•4.  Les  draiteB  qui  joignent  un  point  du  plan  aux  sommets  d'un 
quadrUalère  forment  un  faisceau  en  involutùm. 

Soient  A|  ^  o,  Ai  =  o,  Ai  ^  o,  At  ^  o  les  équations  des  cAtés,  et 
Si,  a%,  as,  a*,  les  Taleurg  de  A|,  A*,  Ai,  A4  pour  les  coordonnées  du  point 
fixe;  les  équations  des  six  droites  seront 


<*>  '~¥r" 

<*•>  T.~ 

(»'  *~^°. 

*    '     oi      a, 

(^>  ^~— 

(^■)  t   i' 

Soient  >.,  fictv  les  facteurs  convenables  pour  ramener  les  équations 
(A),  (B),  (C)  Ji  la  forme  x  cos  a  -}-  y  sin  «  —  ;>  ■=  o;  posons  : 


Les  équations  précédentes  deviennent 
(A)    A  =  o,        (B)    B  =  o 


<*^  l-h- 


m  --3-=o, 


(C)    C  — o 


et  par  conséquent,  d'après  le  numéro  90,  il  y  a  inTolulion. 
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Lorsque  le  point  est  ù  l'inGni,  les  droites  sont  parallèles,  et  on  a  celte 
propriété  :  les  projections  parallèles  des  six  sommets  d'un  quadrilatère 
complet,  sur  une  droite  quelconque,  sont  six  points  en  involution. 


OS.  Séries  homographiquet  ou  projecUves.  Considérons  deux  i 
Det  D'  renfermant  respectivement  les  systèmes  de  points  a,  b,  c,  d...... 

a',  b',  c',  d' ;  on  dit  que  ces  deux  séries  sont  homograpbiques  ou 

projectivcs  lorsque  le  rapport  anharmoniquc  de  quatre  points  quelcon- 
ques de  la  première  est  égal  h  celui  de  leurs  correspondants  de  la  seconde. 
Ainsi,  par  exemple,  un  système  de  droites  passant  par  un  même  point 
déterminent  sur  deux  sécantes  des  séries  de  points  qui  répondent  i  celte 
définition.  T)e  même  les  équations 

A  —  ÀB  =  o.        A'  ~  Jt>B'  =  o, 
où  X  est  un  paramètre  variable  et  k  une  constante  déterminée,  définissent 
9eux  séries  de   points  dans  lesquelles  existera   l'égalité  des  rapports 
anharmoniqnes;  car,   les  valeurs  (X,,  Xf,  >.,,  Xt)  ou  {kï,,  kXt,  A-X,,  kit) 
donnent  le  même  rapport. 

Afin  d'établir  d'une  manière  générale  la  condition  de  projectivilé, 
considérons  les  points 

A— >,B  =  o,     A  — M  =  o,     A  — ;..B  =  o,     A  — /,B  =  o 
situés  sur  une  droite  D,  les  trois  premiers  étant  fixes  et  le  quatrième 
pouvant  occuper  une  position  quelconque  sur  la  droite.  Soient,  en  second 
lieu,  les  points 

A'_(ji,B'  =  o,    A'--f*iB'  =  o,     A'  — u5B'=o,     A'  — /iiB'  =  o 
appartenant  h  une  seconde  droite  D',  ft|,  fn,  fit  étant  des  constantes 
déterminées  et  u.  un  paramètre  variable.  En  regardant  ces  points  comme 
se  correspondant  deux  à  deux,  l'égalité  des   rapports  anharmoniques 
donne  la  relation 

Xt  —  h  _  >)  — 3.      ftt  — fti .  V-i  —  ft 
ît  —  ii'it  —  X      ^  —  fjii'f*»  —  f 
ou  bien 

En  développant,  on  arrive  k  une  équation  de  la  forme 
(«)  tlfi  -f-  ntA  +  nfi  +  j>  =  o; 
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/,  Ml,  R,  p  sont  des  constantes  qui  dcpendcnt  dos  trois  premiers  couples 
de  points  correspondants.  Pur  suite,  à  chaque  valeur  de  i,  correspond 
une  valeur  unique  et  déterminée  pour  (*,  et  réciproquement.  Les  points 
(ui,  F:ti,  jLti)  de  la  seconde  suite  correspondant  aux  points  (Xi,  X),  Xi)  de 
la  première  peuvent  être  pris  à  volonté  sur  la  droite  D';  mais,  dès  que 
le  choix  en  est  Tait,  les  deux  séries  projectives  sont  eom  pi  élément  déter- 
minées :  la  position  du  point  fi  qui  doit  correspondre  aii  point  A  est 
unique  et  donnée  par  la  relation  (jx). 

Un  choix  convenable  des  points  (fit,  fit,  fn)  permettrait  de  simpliBer 
la  relation  précédente.  Pour  l  =  o  elp  =  o,  elle  se  réduit  à  nf*+mî.=o, 
et  l'on  peut  prendre  u  =^  kX;  les  équations  de  deux  séries  bomographi- 
ques  seront,  coDimc  plus  haut, 

A  —  Ï.B  =  o,        A'  —  k>S:  =  o. 
Il  est  inntile  d'ajouter  qu'on  peut  appliquer  les  raisonnements  qui  précè- 
dent à   deux  faisceaux  de  droites  de  centre  différent  O  et  0';  il  faut 
regarder  A,  B,  A',  B',  comme  étant  des  fonctions  du  premier  degré  en  x 

9%.  Quand  deux  points  correspondants  de  deux  séries  projectives  coïn- 
cident, Us  droùes  ijui  réunissent  ht  autres  points  correspondants  concou- 
rent en  un  mime  point. 

Supposons  A  =  A';  les  équations  de  deux  points  correspondants  sont 
alors 

A  —  XB  =  o,        A-'k)W  =  o. 

En  les  retranchant  membre  i  membre,  il  vient 
—  B  +  AB'=.o. 
C'est  l'équation  d'un  point  indépendant  de  X  et  qui  appartiendra  à  toute 
droite  passant  par  deux  points  correspondants  quelconques. 

Dans  ces  eonditîons,  on  dit  que  les  deux  séries  projectives  sont  en 
situation  perspective.  On  peQt  toujours  placer  ainsi  deux  séries  homogra- 
pliiques;  il  suffit  de  déplacer  l'une  des  droites  de  base  de  manière  à  faire 
coïncider  deux  points  correspondants. 

On  démontre  de  la  mùme  maniùrc  que,  dans  deux  faisceaux  homogro' 
phiques  ayaiil  un  rayon  commun,  les  droites  correspondantes  se  cotipent 
tiir  une  même  droite. 
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91.  Supposons  maintenant  que  les  deux  droites  de  base  D  et  D* 
coïncident  ;  on  aura  une  seule  et  même  droite  portant  deux  séries  projec- 
tives.  On  peut  se  demander,  dans  ce  cas,  s'il  existe  des  points  doubles, 
c'est-à-dire  des  points  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  faut  poser  }.  =  [i,  et  la  relation  (a)  devient  alors 
/?,»  +  (m  +  ii)i+p=o: 

Équation  du  second  degré  dont  les  racines  correspondent  siux  points 
doubles.  Il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  points  doubles;  car  si  trois 
points  coïncidaient  avec  leurs  correspondants,  la  projcctivité  étant  fixée, 
les  autres  points  devraient  aussi  se  recouvrir,  et  les  deux  séries  serment 
identiques. 

SiA^i,ona:A  —  B:=o  ou  le  point  k  l'iofini  delà  première  série; 
par  suite,  son  correspondant  sera 

tandis  que  pour  f/=  i  ou  pour  le  point  i  l'infini  de  U  seconde  série,  le 
correspondant  dans  la  première  sera 

l  +  m' 
ces  points  différent  généralement;  cela  tient  au  manqne  de  symétrie  de 
la  formule  (a)  relativement  à  1  ctfi.  Ils  coïncident,  si  m  ^  n,  c'est-i-diie, 
si  l'on  prend  ta  relation 

(«')  fV  +  »«(^  +  f*)+P  =  o, 

pour  établir  l'homographie.  On  dit,  dans  ce  css,  que  les  séries  projectives 
sont  en  invçlution  :  elles  sont  caractérisées  par  celte  propriété  que  le  point 
à  l'infini  a  le  même  correspondant  dans  les  deux  suites. 

Supposons  encore  nti=o;  la  relation  (a')  se  réduit  h  iiu+p  =  o  et 
l'on  peut  poser  :  Ifissk;  par  suite,  les  équations 

A  — >Bs=o,        A— rB==o 

définissent  sur  une  droite  deux  séries  homographiques  en  invololioc. 
Pour  les  points  doubles,  on  a  :  X*^=k;  d'où  À  >=  ±  i/k,  et  leurs  équi- 
pons seront  : 

A  — |/rB  =  o,        A  +  |/*B  =  o. 
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Ils  divisent  harmonique  ment  la  distance  des  points  correspondants  A  et 
B;  ii  est  facile  de  vérifier  que  la  même  propriété  se  reproduit  sur  chaque 
couple  de  points.  • 

Enfin,  si  1=^0,  p  =  o,  la  relation  [et')  se  réduit  i  A  -|-  f^  ^  o,  et  les 
équations 

A  — XB  =  o,        A  +  XB  =  o 

définissent  encore  deux  séries  en  involutioD  dont  les  points   doubles 
sont:  A  =  o,  B  =  o. 

•S.  Supposons  qu'on  rapporte  les  points  à  une  même  origine  U  sur 
la  droite;  désignons  par  a,b,c,x  les  abcisses  de  quatre  points  de  la 
première  série,  et  par  a',b',c',x'  celles  des  points  correspondants. 
L'égalité  des  rapports  anharmoniques  conduira  également  k  une  relation 
de  la  forme 

txx' -{' mx -^  nx'  -{- p  =  o. 

Pour  les  séries  en  involution,  ce  serait 

Ixx'  +  m{x-i-x')-^p^=  o. 
Par  un  choix  convenable  de  l'origine,  cette  relation  pourrait  se  réduire 
à  /jx'+pi=o;  par  suite,  on  peut  poser 

xx'  =  A  (constante). 
Le  produit  des  distances  de  deux  points  correspondants  quelconques 
à  l'origine  est  constant. 

99.  Généralisation  de  l'inoolution.  Etant  donnés  deux  couples  de 
points  définis  par 

o«x»  +  aiJ:  -\-ai  =  o,         o^x*  +  a\x  -j-  a^  =  o 
ut }.  un  paramètre  arbitraire,  l'cquation 

oox'  +  oix  +  a»  +  A  («'b^'  +  "'{X  +  ttj)  =  o 
représente,  pour  chaque  valeur  de  ).,  un  troisième  couple  en  involution 
avec  les  deux  autres  ;  car,  combinée  avec  les  précédentes,  elle  conduit  à 
une  identité  (N°  87).  Sous  ce  point  de  vue,  l'involution  que  nous  avons 
étudiée  pourrait  s'appeler  l'involution  du  second  ordre. 


D,gnz.dbvC00gle 


-  us  — 

En  géaéral,  si  on  a  deux  groupes  de  n  points  sur  une  droite 
aosc"  -f-  aix"~'  +  •••-}-  o.  =^  o,  a'^x"  +  a',  x—'  -^  ■  •  ■  -\-a',  =  o 
l'équation 

aax'  +a,x—'  -{ • +  a,)  + J{a'„a;"  4-o',i'-' H l-ai)  =  o 

définira  ud  troisième  groupe  de  n  points  quel  que  soit  À,  On  dit  que  <xs 
trois  systèmes  de  n  points  forment  une  involution  supérieure  du  n'™' 
ordre.  Nous  verrons  plus  tard,  dans  la  théorie  des  courbes,  comment 
on  a  él^  amené  naturellement  h  s'occuper  des  involutions  d'ordre 
quelconque. 
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CIIAPITKE    IV. 
CERCLE. 


SoMBiiu.  —  Ductrcleeix^ordiiimiti  carléiitnne$  elpolaire:  —  Di  la  taHgenti  ei  de  la 
polaire.  —  ÉqHalhiu  iUo»rMetitm  etrcU  tu  toordoHiUei  Iriangulaim  et  laitgenlMlei. 


%    1 .    ÉQOATION    DU    CERCLE   EN   COORDONNÉES   CARTÉSIENNES    ET    POLAIRES. 

109.  L'ëqualion  d'un  cercle  rapporte  à  des  axes  quelconques  s'obtient, 
en  exprimant  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  variable  (x,  y)  de 
celte  ligne  au  centre  est  égal  au  earré  du  rayon.  Soit  C  (a,  b)  le  centre, 
rie  rayon;  on  aura,  pour  des  axes  rectangulaires, 
{.)  {x-a)»  +  fy-6)'  =  i-«. 

En  développant,  cette  équation  prend  la  forme 

{2}  X*  +y«  +  2Mx  +  2%  +  P  =  0, 

oii    H  =  —  a,    N  =  —  6,    et   P  =  o*  -f-  6*  —  r'. 

L'équation  la  plus  générale  du  cercle  en  coordonnées  rectangulaires  est 
done  du  second  degré;  elle  ne  renferme  pas  le  rectangle  xy  des  variables 
et  les  coefficients  des  termes  en  x*  et  y*  sont  égaux. 

Les  relations  précédentes  servent  à  calculer  les  coordonnées  du  cenlrc  et 
le  rayon  d'un  cercle  représenté  par  une  équation  de  la  forme  (2);  on  a 

a  =  ~U,      6  =  — N,      r=i/M'  +  N'  — P. 
Le  cercle  est  réel  ou  imaginaire  suivant  la  nature  du  radical;  il  se 
réduit  A  un  point  lorsque  M*  +  N'  —  P  =  o. 

Si  l'origine  est  au  centre,  a  =  o,  b=o,  et  l'équation  (r)  devient 
(3)  x*  +  y'  =  r». 
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Lorsque  les  axes  sont  obliques,  on  a,  d'après  le  même  principe,  pour 
l'équation  du  cercle, 

(4)    (a;-a)«  +  {y-6)«  +  2(x-a)(y-6)co8  9  =  r'; 
ou  bien, 

(5)        a^*  +  y*  +  201/  cos  9  +  2Qx  -f-  aBy  +  S  =  o, 
dans  laquelle 

Q=_(a+6cos9), 
(a)  R  =  —  (6  +  o  cos  9), 

S  =  o»  +  6»  +  206  cos  9  —  r*. 
Ainsi,  l'équation   du  cercle  en  coordonnées  obliques  est  du  second 
degré;  les  termes  en  x*  et  y*  ont  pour  coelTîcients  l'unité,  et  le  terme 
en  zy,  le  double  du  cosinus  de  l'angle  des  axes. 

Quand  un  cercle  est  donné  pour  une  équation  de  la  forme  (5),  on 
délermiac  le  centre  et  le  rayon  au  moyen  des  relations  (a).  Le  cercle  est 
réei,   imaginaire  ou  se  réduit  à  son 
centre,  suivant  la  valeur  de  r. 

La  position  du  centre  peut  se  déter- 
miner par  une  construction  géomé- 
trique. Projetons  le  centre  C  d'un  cercle 
sur  les  axes  par  les  perpendiculaires  CD 
et  CE;  menons  ensuite  les  coordonnées 
.  du  point  C.  On  a 
Kii.  S7.  OD  =  a  +  6  cos  0,      OE  =  6  +  o  cos  9, 

c'est-à-dire  OD  =  —  Q,  OE  ^=  —  R.  11  suffit  de  porter  sur  les  axes  les 
longueurs  —  Q  et  —  R,  et  d'élever  des 
perpendiculaires  par  les  points  1)  et  E; 
celles-ci  se  couperont  au  centre  du  cercle 
représenté  par  l'équation  donnée. 

19I.  Pour ti'ouvcrl'cquation  du  cercle 

en    coordonnées   poloires,    prenons  un 

point  quelconque  0  pour  pôle  et  la  droite 

Pif.w-  OC  pour  axe  polaire.  Soit  M  (p,  u)  un 

point  variable  du  cercle  et  d  la  dislance  OC.  Le  triangle  OHC  donne 

r'  =  p'  -)-  d*  —  2dfi  cos  u, 
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el  l'équation  du  cercle  sera 

(6)  f.'  —  2dûcosM  +  rf*  —  r'=o. 

Si  l'nxc  polflirc,  nu  lieu  de  traverser  le  centre,  était  une  droite  quel- 
conque OX,  on  aurait,  en  représentant  par  a  l'angle  COX, 

(?)  P*  —  2(fp  cos  (»  —  a)  -4-  d*  —  r*  :-=  o. 

Enfin,  lorsque  l'origine  est  un  point  de  la  courbe,  d  =  r,  et  l'équation 
(6)  se  réduit  à 

(8)  p  —  sr  cos  M  =  o. 

El.  a.  OQmène,dBnsun  cercle,deux  diamètres  pcrpendiculairM  ÂBet  CD;  IrouTcr 
l'ëquitton  de  cetle  ligDc  lorsqu'oD  |>lice  l'oiigiDE  sueecssl- 
venieut  «ux  poiuu  A,  B,  C,  D. 

R.     (A)  JB'-i-y'  +  arj!  =  o,     (B)  l'-^v'  — 2r»  =  o, 
lC)*»-t.y«.t-2ry  =  o,    (D)  «' +  y" -ar,  =  o. 

Ex.  9.  Que  «ignjBent  les  équation! 
(i)    <«-i)'-f-(v+2)'  =  o,  (2)    «•  +  y'=o, 

(3)    {«  — r)'-^{s'-)-2)»-t-4=o,    (4)    «'-t-y'+-2  =  oî 

R.  Lei  deux  premières  rcprësenlent  respFc  lire  ment  les  points  {i,  —  z),  (o>  o),  et  les 
équations  (3)  el  (4),  des  eercles  imaginaires. 

Ex,  a.  Ramener  les  équalioQS  qui  iDiTenl  i  la  forme  (e  —  ay+{!/  —  h)'  —  r*^o. 
(t)   «•+y'— 4*+2jf+i=o,    (z)   2(«»+|*)+5B~3C-4-a=o,    (3)   ai'  +  î)'-6v=7. 

a.    {i)(»-2)>  +  (y+i)'-4  =  o.        (a) 

(3)    «•-!-(»  — 3)'  — 16  =  0. 

El.  4.  Par  un  point  0  d'un  cercle  on  mine  un  diamètre  d  qu'on  prend  pour  aie 
polaire;  on  tire  ensuite  (roiscordesOA,  OB,  OC  faisant  avec  co  dernier  les  angles  ',?,-/> 
trouver  les  équations  des  cerclea  décrits  sur  les  cordes  commo  diamètres. 

On  a  pour  le  premier 

P=OAeos(B-.); 

mail  OA  :=  d  cos  a  :  les  équations  demandées  seront 

l>  =  ieosicos(«  — ï),        p=iJcoj^cos(ù.-fl)        p  =  dos /ces  («  —  y). 

tVS.  Les  équaUons  (2)  et  (5)  renferment  trois  paramètres;  un  cercle 
est  donc  déterminé  par  trois  conditions  géométriques,  en  admettant  que 
cliacune  d'elles  donne  lieu  à  une  relation  unique  entre  les  cocflicients 


(.^^J^G-O-i- 


D,„„.db,Coogle 


—  \'i-2  — 

inconnus;  oti  a  alors  trois  «'équations  pour  calculer  leurs  valeurs.  L'équa- 
tion générale  des  cercles,  qui  satisfont  à  deux  conditions  données, 
s'obtiendra  en  éliminant  deux  paramètres  au  moyen  des  relations  qui 
correspondent  a  ces  conditions. 

lOS.  Trouver  l'équation  dei  cercUi  qui  paêsenl  par  deux potTUB  fixe» 
situé»  sur  l'un  de»  axe». 

Les  points  d'intersection  du  cercle 

x»  +  y' +  sMx -[- îNy  +  P  =  o 
avec  les  axes,  sont  détermines  par  les  équations 
a;»  +  zMi-t-P  =  o, 
y'  +  2%  +  P  =  o, 

obtenues  en  posant  successivement  t/^oetx^o.  Soient  a  et  a' les 
abcisses  de  deux  points  de  l'axe  des  x;  posons 

X»  +  2Ma;  +  P  =  (a;  —  o)  (X  —  a'). 
On  en  tire  2H^  —  [a-i-a'),  P^oa';    l'équation   des  cercles  qui 
passent  par  ces  points  sera 

x*  +  y*  —  {a  +  a')x  +  2Ky-i-aa'  =  o. 
De  même,  si  b  et  6'  sont  les  ordonnées  do  deux  points  de  l'axe  des  y, 
les  cercles  qui  passent  par  ces  points  seront  donnés  par  l'équation 
X*  -i-y*  -f-  2M1  ~(b  +  b')y  +  66'  =  o. 

Il  reste  daps  chacune  de  ces  équations  un  paramètre  variable;  il  y  a 
une  infinité  de  cercles  qui  satisfont  aux  conditions  données. 

Si  on  suppose  que  les  points  d'intersection  se  conrondcnt  en  un  seul, 
les  cercles  sont  tangents  aux  axes  en  un  point  donné;  les  équations  précé- 
dentes deTiennent  en  posant  a^a',  6  ^  6', 

x*  +  l/*  —  2ax  +  2Ny  -1-  a'  ^  o, 
x*  +  y'  —  26y  +  zMx  +  6*  =  o. 

194.  Un  cercle  rencontre  deux  droùes  fixe»  auxpoint»  AetA',Bet  B'; 
trouver  ton  équation  par  rapport  à  ces  droite». 
Soit 

^'  +  y'  +  2xy  cos  6  +  2Px  -f-  2Qy  -|-  S  =  o 
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l'équation  du  cercle;  si  on  désigne  par  a  et  a',  b  et  6'  les  coordonnées 
des  points  d'intersection,  on  doit  avoir 

x*  +  2P1  +  S  =  ir*  —  (a  +  o')  X  +  ao', 
y'  +  2Qy  +  S  =  s'  -  (6  +  6')  y  +  66'. 

D'où,  S=aa'  =  66',  aP  =  —  (o  +  a'),  2Q  =  —  (6  +  6')  ;  l'équalion 
demandée  sera 

x' +y'  +  2X]/  cos  8  —  (a-\-a')x  —  {b-\-b')y-\-aa'  =:  o 

109.  Trouver  l'équation  des  cercle»  tangents  â  rfeux  droites  donnéei. 
Prenons  ces  droites  pour  axes,  et  soit  a  la  distance  variable  des  points 
de  contact  à  l'origine.  Il  Tant  que  l'on  ait 

X*  +  aPx  +  S  =  X*  —  203:  -)-  a', 

y'  +  2Qy  +  S  =  y*  —  aay  +  a*  ; 

on  en  tire  2P  =  —  20,  2Q  =  —  2a  et  S  =  o*.  L'équation  des  cercles 
qui  touchent  les  deux  droites  sera 

x'  -J-y*  +  2ïy  cos  0  —  2ax  —  aaïf  +  a*  ^  o, 
où  a  est  un  paramètre  variable. 

lOC.  Qvdh  est  l'iqu(aûm  du  cercle  qui  passe  par  les  pointé  (xi,  yO> 
{xt,  yi),  (xt,  y»)ï 

L'équation  du  cercle  qui  passe  parles  deux  premiers  points  peut  s'écrire, 
en  coordonnées  rectangulaires, 

(X  _x,  Xx— x,H-(y— y ,  )(y-y*H->[la:-«<  )(y-yi)-(x-irt)(y-y  0]=o  î 

car,  en  développant,  elle  prend  la  forme  (2);  de  plus,  elle  est  satisfaite 
pour  X  1=  xi  ety  =yi,x^  Xt  et  y  =yi.  Le  paramètre  1  se  détermine 
par  la  condition  que  le  cercle  doit  passer  par  le  troisième  point  (xt,  ys), 
c'est-à-dire  au  moyen  de  l'équation 

(x,  —  x,)(x,  —  X,) +(y« — y')(y»— yO+A  [(a^î  —  ^Oty»— y) 
—  (y»~y«){*»  — a;i)]  =  o. 

Si  on  élimine  A,  on  trouve,  pour  le  cercle  demandé, 

[(x  — i,)(x  — x,)  +  (y  — y,)(y  — y.)][(a:j-a:,)(y,-yi)  — (y,-yO(a:.  — a:.)] 
+[(i— X.)  (y—yt)—(x~xt)  (y— yi)]  [{X,  — x,)(i,— x,)  +  (y,  —y.)  (y.— y.)]=o; 
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en  développant,  cette  équation  peut  se  incUrc  sous  la  Torine  : 

(a;'  +  y»)[x.{yt  — i/i)4-x,(^,  — y,)4-ï"0/«— y.)l 

—  (a!.*+j/,')[a:,(!/.— y)  +^»(y  — vO  +  a^  (y«— y»)] 
+  (x.*+yM[*»(»  — y.)  +  a:  (yi— yi)+x,(y.— y)i 

—  (xs'+yi')[j!  {(/,  — yO  +  ^'(y<  — y)  +x.(y  — yO]=o- 

Bxeraloes. 
El.  I.  Chercher  l'équation  du  cercle  qui  piMepir  les  pointe  (0,1),  (o,  s)  et  (3,  3). 

R.        «'  -t-y*  —  2»  —  6jr->-5.=  o. 
Ex.  I.  Blâme  recherche  pour  le  cercle  qui  pu$e  par  Icipoinlt  (s,  o),  (3,  o)  et  (1,4). 

R.       «'  -»-  y'  —  5»  —  -  y  +  6  -ï  o. 

Ex.  >.  Trouver  le  lieu  géométrique  dei  ceotrei  dei  eerdes  qui  pisient  ptr  les  poinU 
{r„  Ui),  (".,  h). 
Si  on  développe  II  première  équilioa  du  N*  106,  od  troare 
c»  -t-  y»  —  [»,  +  «,  -t-  J  (y,  —  (  i)]  *  —  [y,  +  y,  +  i  <!,  —  «,)]  y  +  ■,>,  +  y^, 

—  J(i.Ji, -».V.)  =  0. 
Le  centre  d'un  cercle  donné  par  celte  équation  a  pour  coordonnées 

^_xi+a,-t-l(y,  — y,)  yiH-y«-f-^(x,  — x.) 

En  éliminiiDt  le  paramèire  ),  on  obtient  pour  le  lieu  dei  contre* 
yt  -<-  yi  _     *"■  —  ''/-     «1  -^  *■  Y 

C'est  uue  droite  perpendicalure  au  milieu  de  la  ligne  dea  deux  point*  donné*. 

El.  4.  Le  lieu  des  points,  dont  le  rapport  de*  distances  à  deux  points  fixe*  est  égal 

■  -  ,  eat  une  circunrérence  qui  a  fon  centre  sur  I*  ligne  des  points  donné*. 

Soit  0  le  point  qui  dîviie  la  dislance  des  points  Ries  dans  le  rapport  donné  ;  oa 
trouvera  pour  l'équation  du  lieu,  le  point  0  clant  l'origine. 


Ex.  t.  Le  lien  des  sommet*  des  triangles  de  même  hase,  et  dont  la  somme  de*  earrés 
des  autres  calés  est  Gonïlaate,  est  une  circonférence. 

Si  2n'  est  la  constante,  l'origine  au  milieu  de  la  base  aa,  on  obtient,  avec  des  axes 
rectangulaires. 
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El.  •.  Le  sominct  d'oo  ingle  cotulant,  qDi  se  méat  de  ■ntnière  à 
toameut  lulour  de  deux  points  fixei,  décrit  ud  cercle. 

C  dtiDt  l'iDgla,  A  el  B  le*  pobU  Giel,  el  AB  =  2a,  on  trouTe,  a 
milieu  de  AB, 


Ex.  f .  Le  liea  des  pointS)  doDt  I*  somme  des  carrés  des  dîsUnees  i  n  peinis  Gxes  est 
éfSfït  i  m*,  est  nue  eircaofïrenee. 

Soient  (>i(yi),  {^uVè)—-  les  points  fixes;  le  lieu  ■  pour  équalioTi 

{•  — «i)'  +  (y  — y.)'  +  (»-"ri'-t-(y-  ifij'  + ■"  =  »•; 
OD  bieo, 

«  («•  -H  >*)  —  «c&i  —  atf^i  •*■  ^i'  +  ^ïi'  :=  m*. 
Cest  on  cerele  dont  te  centre  est  celai  de*  moyennes  distances  des  points  donnes 


fï*.,    ^"1. 


Lorsqu'on  multiplie  les  digtinees  respectiTonient  par  des  constantes  <h>  "■>  «t  etc.,  le 
lien  est  le  cercle 

dont  le  centre         '  '  ■     ■  I  cmncide  avec  celui  des  dûtincei  proportionnelles. 

El.  •.  Da  centre  d'un  cercle  inscrit  i  un  triangle  ABC,  oo  décrit,  avec  nn  rayon 
arbiinirei  une  seconde  circonférence  ;  par  nn  point  quelconque  H  de  celle-ci,  on  tire 
dM  drsites  aux  sommets  du  triingle;  montrer  que  l'expression 

Si'  X  «  -^-  MB'  X  6  -H  MC'  X  e 
cal  constante,  n,  h,  r  étant  les  cfltds  du  triangle. 

Ex,  S.  Par  nn  point  0  sur  uoe  circonférence,  on  mène  te*  cordes  OA,  OB,  OC,  et, 
sur  chacune  d'elles  comme  diamètre,  on  décrit  nn  cercle;  montrer  que  les  intersections 
des  trois  cercles,  pris  denx  à  deux,  sont  en  ligna  droite. 

Ex.  I*.  Par  an  point  fixe  0,  on  mène  deux  rayons  OA,  OB,  tels  qne  l'angle  AOB  el 

le  rapport Tirg restent  constants;  u  le  point  A  décrit  un  cercle,  quelle  ligne  décrira 

le  point  B? 

Ex.  11.  Par  nn  point  Gxe  0,  on  mène  des  rayons  veeteun,  et,  sur  cbacnn  d'eux,  on 
prend  deux  points  A  et  B  tels  que  le  produit  OA>OB  =  f.  Si  le  point  A,  le  plus  rap- 
proché du  point  fixe,  décrit  une  droite,  que  décrira  le  point  B? 

Ex.  i«.  Dan*  l'exemple  précédent,  si  le  point  A  décrit  an  cercle,  quelle  ligne 
décrira  l'antre  point? 

Ex.  as.  Ëtaut  donnds  on  point  et  nne  droite,  trouver  le  lien  d'nn  point  tel,  qaa  le 
earré  de  sa  distance  an  point  donné  soit  égal  à  et  foi*  sa  distance  i  la  droit*  donnée. 

Ex.  1 J.  Étant  donnés  la  base  et  l'ange  au  sommet  d'un  triangle,  trouver  le  lieu  du 
point  d'intersection  des  haateurs  de  ce  triangle. 

Ex.  flS.  Par  on  point  0,  on  mène  des  droites  paralliles  aux  calés  du  triangle  ABC; 
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i",  h",  le»  points  DU  ellei  reDCOOtrcitl  les  Eûtes.  Troaver  le  lieu  du 


point  0,  lorsque  le  sr 


D-Oc  +  n'O.Oa'  -H  o"0-06' 


«  conslente  et  égale  à  m', 

II.  i«.  Trouver  le  lieu  des  milieui  des  cordes  passant  par  un  poÎDt  Gie. 

\i,  ta.  Étant  donnés  un  point  Gie  0  et  nue  droite,  ou  mène  le  rayon  veeleur  d'ur 


point  quelconque  H  de  la  droite  ;  sur  OH,  on  prend  OP  = 


OU 


;  quand  le  point  H  décrit 


la  droite,  quelle  ligne  décrit  le  point  P? 

Ex.  ■•.  Par  l'un  dei  points  d'intersection  de  deux  cercle  s  «  on  mène  une  droite; 
trouTer  te  lîeu  du  milieu  de  la  partie  comprise  entre  les  cercles. 

El.  ■•.  Trouver  la  lieu  des  points  lels  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abatuén 
de  chacun  d'eux  sur  les  côtés  d'uu  triangle  soient  en  ligne  droite. 

Ex.  t*.  Une  droite  de  grandeur  constante  so  meut  dans  no  cercle;  trouTcr  le  tien 
décrit  par  un  point  quelconque  de  cette  droite. 

Ex.  «fl.  Autour  d'un  point  fixe  P.  on  fait  pivotfr  un  angle  droit  dont  les  côtés,  dans 
une  certaine  position,  rencontrent  une  circonférence  aux  points  A  et  B,  Le  li«n  det 
projections  du  point  P  sur  AB  est  un  cercle. 

Ex.  ««.  Les  circonrérences  décrites  sur  les  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  ont 
une  même  corde  commune. 

£x.  XS,  Par  un  point  quelconque  O  de  l'hypothénusc  d'un  triangle  AfiC,  rectugle 
en  C,  on  mène  une  sécnnte  qui  coupe  les  cotés  CB  et  CA  en  B'  et  A'  ;  on  fait  passer  une 
circonférence  par  les  points  0,  A,  A',  et  une  autre  par  les  points  0,  B,  B'.  Trourer  le 
lieu  des  points  d'intersection  de  ces  circonférences. 

Ex,  ««.  On  donne  quatre  droîtesA,  B,C,  D  qui,  prises  trois  à  trois,  forment  quatre 
triangles  ;  la  droite  A  appartiendra  à  troli  de  ces  triangles.  On  joint  le  centre  du  cercle 
circonscrit  à  chacun  de  ces  derniers  au  somroet  non  situé  sur  A  ;  les  trois  droites  ainsi 
obtenues  concourent  en  un  même  point  I.  tlontrer  que  les  quatre  points  anak^nes  i  I 
et  les  centres  des  quatre  eercles  sont  sur  une  mémo  circoufcreuee. 

Ex.  sft.  On  prend  deux  points  A  et  B  sur  une  première  droite  et  deux  pointsa  et  b 
sur  une  seconde  droite  :  on  tire  ensuite  les  droites  An,  B'i  qui 


point  S.  Si  l'on  fait  tourner  I 
prcmicre,  le  point  S  se  dcplac 
Iclement  &  ob,  dans  toutes  se 
point  S  décrit  un  cercle  qui  a  ] 
Ex.  ••.  Étant  pris  qui 


droite  ali  autour 
,  et  il  se  fait  qui 

lur  centre  le  point  0. 
points  H„  M,,  U„  M, 


satisfont  à  la  relation 


,   ''■i,   itii,  At  les  dislances  mutuelles   de  i 


point  d'intersection  I  aTcc  la 
te  menée  par  le  point  S  paral- 
;n  un  même  point  0,  et  que  le 

iir  un  cercle,  on  désigne  par 
s  points.  Montrer  qu'elles 


o     d„  (f,i  du       =  o,  dr. 
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Ex.  «9.  Si   on  désigne  par  i  le  diserîmintnl  dn  premier  mcnibre  de  t'équalion  du 
cercle  rendue  homogène 

«'  H-  S*  ■(-  2!ey  cos 6  +  2Q*i  +  zhi/i  -t-  Si*  =  o, 


%    3.    DE    LA    TANGEtJTB    ET    DE    LA    POLAIRE. 

1A7.  La  tangente  en  un  point  H  d'une  courbe  quelconque  est  la  posi- 
tion limite  d'une  sécanle  MH'  qui  tourne  nutour  du  point  H,  jusqu'i'i  ce 
que  les  deux  points  d'intersection  se  conrondcnt.  D'après  cctic  diifinilion, 
proposons-nous  de  trouver  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  H  (x',  y') 
du  eercle 

Soient  (x",  y")  les  coordonnées  du  second  point  M';  l'équation  de  la 
sécante  peut  se  mettre  sous  la  Torme 

{X  —  X')  (i  —  i")  +  (y  —  y')  fy  —  y")  =  i'  +  y*  —  r*. 
En  effet,  si,  après  la  multiplication,  on  supprime  les  termes  communs, 
l'équation  s'abaisse  au  premier  degré  et  représente  une  ligne  droite  ;  d'ail- 
leurs, comme  les  points  H  et  M' sont  sur  le  cercle,  on  a 

X'*  4- y"  ~  r*  =  o,        x"»  +  y"*  —  r»  =  o; 
l'équation  est  satisfaite  poun  =  l' et  y  ^  y',  x  =  x"  cty  =  y"  :  'a  droite 
de  l'équation  renferme  les  points  M  et  M'.  Lorsque 
la  sécante  devient  tangente,   les  deux  points  se 
confondent,  et,  pour  cette  position  limite,  x"  =^  x', 
y"  =  y';  la  tangenlc  a  donc  pour  équation 

(i)     (x-x')'+{y-y')'  =  a:'+y»-r», 
ou  bien,  en  développant  et  faisant  les  réductions, 

(2)  xx'  -|-  yy'  =  r'.  Fij.  tu. 

La  normale  au  cercle  ea  un  point  M  est  la  perpendiculaire  élevée  en 
ce  point  à  la  tangente.  Si  on  remarque  que  le  cocflicicnt  angulaire  de  la 


Tl{'-'% 
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C'est  une  droilc  qui  passe  par  le  centre  du  ccrc)c. 
Lorsque  l'équation  du  cercle  est  de  la  forme 

(x-a)'  +  (y~h)*  =  r\ 
on  doit  prendre  pour  l'équation  de  la  sécante  MH' 
ra:_a-(x'-a)]  [x~a-{x"-à)]+\y-b-(s'-b)]  [y-fc-(y"_6)] 

=  {x  —  ay  +  (y~bY-r* 
car,  en  développant,  elle  sera  du  premier  de^,  et  il  est  visible  qu'elle 
est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  H  et  H'  pour  lesquels  on  a 
(x'  —  a)'  +  (y'  -  6)'  -  r'  =  o,        (x"  -  a)*  +  (y"  —  6)'  -  r»  =  o. 

Si  on  pose  x"  =  x'  et  y"^y,  il  vient  pour  la  tangente 
(3)[ar_a-{x'_<i)]'+{i,-6-(y'-fe)]*={x-o)'+(y-6)«-r«. 
Après  avoir  effectué  les  opérations,  l'équation  précédente  se  réduit  ■ 

(4)        (j_a)(i'_a)  +  (y_6)(y'_6)_r'  =  o. 
En  représentant  par  C  les  expressions  x*-j-y* — r*,(x — o)'-l-{y — ^)* — '^t 
l'équation,  de  la  tangente  en  nn  point  (x*,  y'),  dans  les  deux  cas,  peut  se 
mettre  sons  la  forme 

C  — (x  — ï')'-(y  — yT  =  o. 
en  vertu  des  équations  (i)  et  (3). 

10s,  Trouver  t'équalion  du  tangentes  au  etrcle  x'-\-y* —  r'=:o, 
meniet  par  un  point  extérieur  (x',  (/'). 

Les  coordonnées  d'un  point  variable  d'une  droilc  qui  passe  par  deux 
points  du  plan  (x',  y'),  (x",  y")  sont  données  par 

mx"  +  nx'  mu"  +  «V' 

nt  +  n         ■'         m-j-n 

Substituons  ees  expressions  dans  l'équation  du  cercle;  on  aura 
(mx"  +  nx'Y  +  {my"  +  «y*)»  —  r»  (m  +  »)'  =  o 
ou 
m*(x"*+y"' — r')4-2»«M(x'x"-J-yy" — r')+ii*  (x''+y" — r*)  =  o. 
Pour  simplifier,  posons 

—  =  A,         A  =  x'x"  +  y'y"  —  r». 

C"  =  x'"  +  y"»  —  r%        C  =  X"  +y"  -  r»; 
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l'ëquation  qui  donae  \cs  valeurs  de  A  pour  les  points  d'intcrsectioa  de  la 
droite  et  du  cercle  devient 

(A)  C"À*  +  aAi-f-C'  =  o. 

Or,  si  la  droite  des  pointe  {x',y%  (""ty")  est  tangente  au  cercle,  cette 
équation  doit  avoir  des  racines  égales,  et  A*  —  C'C"  =  o,  c'est-è'dire, 
{i'i"  +  t,y'  — r»)»  — (a;'»+y'*--r*){x"»+y"'— r')  =  o. 
En  remplaçant  x",  y"  par  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  variable 
sur  l'une  des  tangentes  issues  du  point  (x'  y*),  celles-ci  seront  données 
par  l'équation 

(5)    (xx'  +  yy'  — r»)'-{x"+y'*  — r'){x»  +  y»— r»)  =  o. 
Au  moyen  d'une  transrormation  de  coordonnées  on  trouve  pour  les 
tangentes  menées  d'un  point  (x',  y')  an  cercle 

(x_o)«  +  fy-6)»-r*  =  o, 
l'équation 

(6)  [(x_o)(i'-o)  +  (y-6)(,'-6)-r']' 
_[(,-_„).  + (y.  _  6).  -  r-]  [(,_«)■+(,_  6)' -  r']  =  o. 

Oa  peut  mettre  ces  équations  S0U8  une  autre  (orme.  Posons 

(»  —  «')•-+-(;,-}•)■  =  «'+j'  +  i"+y  —  2(«i'+jj,'| 
-i'  +  !('-H  +  i'-  +  ï"-r'-2(ici'+}j'-r'). 
En  désignant  par  C  te  premier  membre  de  l'équation  du  cercle,  et 
par  C  sa  valeur  pour  x  ==  x*,  y  =  y',  on  a 

s(ix'  +  yy'-r')-C  +  C'-(x-«T-(ï-jT. 
On  aurait  aussi 
2[{x-o)(x'-a)+(y-5)(y'-6)-r']=C+C'-(x~x')*-(y-y')' 
en  supposant  que  Cet  C  représentent  les  ex pressions(x—a)*-|-(y'—^)* — r*» 
{x'  —  o}'  +  (y'  —  6)' —  r*;  les  équations  des  tangentes  (5)  et  (6)  prennent 
la  forme 

(7)  [c  +  c'-{i-xr-(y-y)T-4CC'  =  o- 

Ex.  t.  ÉeriK  r^DiUon  de  II  tangente  m  point  (3,4)  du  cercle  «*  + y*  =  25. 

a.        31  +  41»  — 25  =  0. 
Ex.  •,  Qndle  eit  II  Ungente  «u  point  l5,o)dti  eerdev'+S'*  — 4«-l-2|r~5  =  o? 
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Ex.  s.  Trouver  l'ÉquitioDquiTepr^ciitetout«ilesiaiigeD(cs  au  cepel«s*-i-y'=r'. 
Sojt  jf  =  m»+  h  un«  droite  ;  les  abcisies  des  points  où  elle  renconlre  le  cercle  «ont 
dctermlnées  pir  l'équlion 

m'  ■+  {mm  ■+■  b)*  ^  r', 

(«'-«-  l)îc*-»-3m6«  +  6'— 1^  =  0. 
La  droite  est  tanfeote  aa  cercle,  «i  les  racines  sont  égales,  c'esi-irdire,  avec  la  eendilioB 
mifii  —  (m'  +  i)  (i«—  r»)  =  o; 
croù  t  ^rj/i -i-M*.  L'équatioDcherch^esera 

y  ^  ma  ±  r  V'i  +  bÏ', 
Ex.  i.  Trouver  l'équation  de  la  nonnale  su  point  (se',  jr')  du  cercle  («  —  cf 
-l-(j,— 6)»  — »J  =  o. 

R,         {«  — o)(»'  — 6)  — (y— 6){«'  — o)  =  o. 
Et.  ».  Quelle  est  réquatioDdelalaDgenleei)  (K',(>')aueerelex'+y*'t-3iTcosS^e'. 

R.         mx'  -h  yy'  -(-  2  eos  B  (ay'  +  yx')  ==  a*. 
El.  S.  SI  ou  désigne  par  9'  et  9"'  les  angles  que  [es  rayons  menés  aux  poiots  (a',|0> 
(x",  y")  d'uD  cercle  font  avec  l'aie  des  x,  l'cqiiBtian  de  la  corde  peut  s'écrire 

a  co»  i  (V  +  fl")  +  V  lin  i  (tf  +  6")  =  r  cos  -  (6'  —  6"), 
ri  celle  de  la  tangente  au  point  (y,  y"), 

a  cos  e'-*-y  sin  fl'^r. 
Ex.  •.  Tronrer  le  lieu  du  point  d'inltrsecliou  des  langeutes  njetiées  aux  extrtmilH 
d'une  corde  de  longueur  constante. 
El.  •.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  paraltitcs  à  une  droire  donnée. 
Ex.  •.  Trouver  la  condition  pour  que  la  corde,  inierf  eplée  par  le  cercle  sur  la  droite 
DM  -I-  Ay  +  A  =  o,  soit  vue,  d'un  point  (s*,  y'),  sous  un  angle  droit. 
Ex.  1*.  Mémo  recherche  pour  le  cercle 

«•  •*- j' -«- aM*  +  zKs  +  P=o 
lorsque  le  point  («',  y),  est  l'origine. 
Ex.  ■■.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point 

Ex.  ■•.  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  deux  cordes  reirtangulaires,  les  tangenlct 
aux  extrémités  de  ces  cordes  forment  un  quadrilatère  qui  est  toujours  inscrit  dans  on 
autre  cercle  fixe. 

Ex.  tS.  Deux  tangentes  à  un  cercle  étant  fixes,  si  l'on  mine  d'autres  tangentes,  le* 
porties  comprises  entre  les  tangentes  lîxes  sont  vues,  du  centre,  sous  des  angles  égaux 
ou  suppléments  l'un  de  l'autre. 

Ex.  14.  Dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  les  diagonales  ot  les  droites 
qui  réunissent  les  points  de  contact  des  edtés  opposés  se  coupent  eu  un  même  point 
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Es.  *k.  Dansu.i  qoidrilalère eirconstrit  ii  un  cercle,  les  milieux  dK  dingonnks  «t  le 
centre  du  cercle  sont  sur  une  même  droite. 

Ex.  a«.  Quind  un  quedrilulérc  cîrconserit  à  un  cercle  est  en  même  temps  inscrip- 
lible,  les  droite)  qui  réuiiiiseni  Irs  points  de  contact  des  cotes  apposés  sont  les  hisscc- 
Irices  des  angles  dos  diogonales  j  le  produit  des  deux  tangentes  menées  pir  les  exlré- 
milés  d'une  même  diagonale  est  égal  au  carre  du  raj^on  du  cercle  inscrit;  cnGn,  le 
centre  dn  cercle  circonserit,  celui  du  cercle  inscrit  et  le  point  de  concours  des 
diagonales  sont  en  ligne  droite. 

Ex.  ■>.  Si,  de  chique  point  d'une  droite,  on  mène  deux  tangentes  a  un  cercle,  le 
produit  des  langenlcs  Irigonomé  trique  s  des  demi-angles  qu'elles  Fant  avec  la  di'oilo  est 
constant. 

Ex.  an.  Pnr  un  point  0  pris  sur  an  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  mânc  une  corde,  et 
on  joint  ensuite  SCS  citrémi  lis  avec  IcpointA;  montrer  que  ces  dernières  lignes,  vont 
délemùner,  sur  la  tangente  en  B.  deux  legmcnls  dont  le  rcelangle  est  constant. 

Ex.  IV.  On  joint  un  point  M  d'une  circonrcrencc  à  deux  points  K  et  H  pris  ii  égale 
distance  du  centre  0  sur  un  diamètre  AB.  Soient  C  et  D  les  poinFs  de  rcnconirc  de 
MK  et  MH  avec  In  courbe;  menons  la  droite  CD  qu'on  prolonge  jiisqu'i  sa  rencontre 
en  P  avec  le  diamètre  AB;  montrer  que  la  droite  qui  joint  le  point  P  au  point  N, 
citrémitc  du  dlanictrc  qui  passe  par  M,  est  tangente  1  la  circonrérence. 

Ex.  t«.  Mener,  entre  deux  droites,  une  tangente  à  un  cercle  de  telle  manière  quelle 
soit  parlagéc  en  deux  parties  égales  par  le  point  de  contact. 

1#9.  L'équntion 

(P)  jx'  +  yi;"  — r'  =  o, 

dans  laquelle  x',  y'  sont  les  coordoani'es  d'un  point  quelconque  p  du  plnn, 
représente  une  droite  qui,  en  général, 
n'est  pas  tangente  au  cercle.  Or,  on 
sait  que,  si  {x",  y")  est  le  point  de 
contact  d'une  tangente  issue  du  point 
ix',  y'),  on  a  la  relation 

x'x"  +  y'y"  —  r'  =  o, 
et,  par  ennséquent,  le  point  (x",  i/") 
appartient  n  la  droite  P;  celle-ci  csi 
donc  In  corde  des  contacts  des  ton- 
gentcsau  cerciea'-|-y' — '■'=0,  me-  ti%,u. 

nées  par  le  point  p  {x',  y').  Celte  droite  P  s'appelle  la  polaire  du  point  p 
et  ce  dernier  est  le  pôle  de  la  droite  P  par  rapport  au  cercle. 

En  vertu  de  l'équalion  (P),  la  polaire  existe  toujours,  même  si  le 
point  p  est  inléricur  nu  cercle  et  les  tangentes  imaginaires;  elle  est  |-er- 
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pendiculaire  à  la  droite  Opqui  a  pour  équation  x'y— ^x^o,  et  sa  dUUoer 
au- centre  eal  -  =  ^-  •  On  a  donc  la  relation 

0*1 .  Op  =  r', 
qui  sert  à  construire  géomëlriquemenl  la  polaire  d'un  point  p  :  il  sufBtdt 
mener  Ofi,  et  de  prendre  un  point  m  tel  que  Oi»  ■  Op  =  r*;  la  perpoidi- 
culaire  élevée  en  m  A  Op  sera  la  polaire  du  point  donné. 

lit.  la  polaire  d'un  poiut  quelconque  q  situé  sur  une  droite  Ppatu 
par  le  pâle  p  de  celte  droite. 

En  efliet,  x",  y"  étant  les  coordonnées  du  ^oint  q,  la  polaire  correspon- 
dortlG  a  pour  équation 

(Q)  xa;"-f  jy"~r*  =  d; 

mais,  comme  (x",y")  se  trouve  sur  la  droite 

(P)  «x'+yy"  — r»  =  o, 

on  a  la  relation 

x'x"-j-y'y"  —  r'  =  o; 

elle  exprime  que  le  point  (se',  y')  appartient  n  la  droite  Q. 

On  peut  dire  aussi  que  toute  (frotte  P,  qui  pa»êe  par  un  point  9,  a  mm 
pôle  sur  (a  polaire  de  ce  point, 

il  résulte,  de  cette  propriété,  que  la  polaire  du  point  d'intersection  dt 
deux  droites  P  et  Q  est  la  droite  pf  qui  passe  par  leurs  pâles. 

Ces  principes  doïTcat  toujours  être  présents  à  l'esprit  lorsqu'on  parle 
de  pèles  et  de  polaires. 

m:  La  polaire  d'un  point  p  est  le  lieu  du  point  p'  harmoniquemail 
conjugué  par  rapport  aux  point»  d'inttrsecfion  H  et  H'  du  cercle  avet 
une  sécante  variable  issue  du  point  p. 

Reprenons  l'équation  (k)  qui  donne  les  valeurs  de  >  pour  les  points 
â' intersection  M  et  H'  du  cercle  avec  la  droite  passant  par  les  points 
{x',y'),(x",y"), 

(k)  C"?.»4-2Ai  +  C'  =  o. 

Si  OD  prend,  pour  {x",y"),  le  pointp'  situé  sur  la  droite 
(P)  a-x'+yy'-r'  =  o, 
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on  a  U  relation  x'x"  ■+-  y'y"  —  r*  =  o,  et,  par  suite,  A  =  o.  L'ëqualion 
pr^cëdcntc  donne  pour  A  deux  valeurs  égaies  et  de  signes  contraires  :  si 

A(=o,        Ai  =  o, 
sont  les  équations  des  points  p  et  p',  celles  des  points  H  et  M'  seront  de 
la  forme 

Ai  —  /.Aj  =  o.        Al  4-  ÂAi  !=  o, 

et,  par  conséquent,  p'  est  le  point  conjugue  harmonique  de  p  rclativcmeat 
ù    M   et   M'.    Cette    propriûli;   pourrnit 
servir  de  déGnition  h  ta  poloirc  d'un 
point  pnr  rapport  à  un  cercle. 

De  là  résulte  une  conslruclinn  géomé- 
trique de  la  polaire  :  on  lire,  par  le 
point  donné  p,  deux  sécantes  quelcon- 
ques j)MH',;iNN';  on  mène  MN  et  M'N' 
qui  se  rencontrent  en  tf,  ainsi  que  H'N 
et  US'  qui  se  coupent  en  /;  In  droite  fg 
est  la  polaire  du  point  p.  En  ciïcl,  <in  '*'    ' 

sait  que  dans  un  quadrilatère  MM'AW  la  droite  fy  est  la  conjuguée  liar- 
uiooique  de  gp  pur  rapport  ù  «fSI  et  (/M';  celle  droite  détermine,  sur 
chaque  sécante  issue  du  point;»,  le  quatrièinc  point  harmonique,  et 
duit  coïncider  avec  la  polaire  de  ce  point, 

lit.  Étant  donnés  deux  points  p  et  q  avec  leur»  polaîret  P  el  Q  par 
rapport  d  un  cercle  de  centre  0,  on  mène  pr  et  qt  retpecUvement  perpen- 

î« 

Soient  (x'i  y'),  {x",t/")  les  coordonnées  des  points  p  et  f;  on  a,  pour  les 
polaires, 

(P)    xx'  +  yy'  —  r*  =  o,        (Q)    xx' +  »jij" —  r' =o. 
La  perpendiculaire  abaissée  du  point  f  (x'',  y")  sur  la  première  s  pour 
expression 

x"x'+y"y'~r'      x'x"  +  y'y"  —  r' 

'"     i/?m7^    "         »'■ 

d'uù  on  tire  la  relation 

Op-tjfs^  x'x"  +  y'y"  —  r*. 
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Un  Iruuvcr:!  uussi  facilvmeat 

Oq.pr  =x'x"-{-y'ij"  —  r*; 

et,  par  suite, 

Op      Oq 
0,.,.-0,.,r,        m         ^-^. 

1 1S.  L'ëquBtioa  de  la  polaire  d'un  point  (x',  y')  du  plan  relativemeni 
au  cercle 

(x  —  a)*  -H  fy  —  6)*  —  r»  =  o 
est  la  même  que  celle  de  la  tangente,  c'est-à-dire, 

(P)    (x-a)(x'-a)  +  (y-6){y'-&)-r'=o. 

En  vertu  d'une  transformation  indiquée  précédemment,  si  on  désigne 

par  C  le  premier  membre  de  l'équation  du  cercle,  et  par  C  la  valeur  de  C 

pour  x  =  x'  et  i/  =  t/',  l'équation  de  la  polaire  peut  s'écrire 

(P)  c  +  C'-{x-x')'-(y-y')*  =  o- 

Exeroloes. 

Ex.  1.  Cbercber  réqnttion  de  la  poliire  du  point  (3,  3}  relttivemenl  aa  eifclt 
(,_!)•  +  (y  H-  z)«  -  10  =  o. 

B.       3y-l-«  =  2. 
Ex.  ».  TrouTcr  le  pAle  de  la   droite  A» -t-By -t-C=o,   pu  rapport  m  «crclc 
e'-«-y'  =  r«. 
Si  on  compwe  l'éqntlioD  de  It  droite  t  vec  celle  de  la  poltire  am"  -f-  yy'  —  H  =  o,  en  eu 

dëdnit  -^  ^  ---  ^ ,      -^  —  ^;  d'où  on  tire,  pour  le  pile  de  !■  droite  donnée, 
Ar"  BH 

«=__,  y=— ^- 

Si  la  droite  piue  par  l'origine,  C  =  o,  et  le  pfla  eat  i  l'infini.  ftéciproquenicDt  U 
droite  i  l'infini  C=oaurt  ponr  pile  le  centre  dn  cercle. 

Ex,  a.  Étant  donné  no  triangle  a6c,  on  construit  les  potairet  A,  B,  CdessonuneU: 
on  obtient  ainai  un  nouveau  triangle  o'fr'e';  montrer  que  les  droites  oa',  W,e^  » 
coupent  en  un  m^e  point. 

Les  polaires  des  points  a(>'  y'),  6  («''ly"),  c  (•"',  y"')  ont  pour  équations 
A  =  «»'-«-yy'  — r>  =  o,    B  =  b»" -t-yy"  —  r»  =0,    C  =  *«'"-i-yy"' —  r«=o. 

Les  droites  ««',  W,  ce*  sont  représentées  par  des  équations  de  la  tonne 

(no')    B  — ]iC=:o,       (W)    C  — |i<A=o<       {«<f)    A  — *B  =  o. 


D,gnz.dbvC00gle 


Dccigoons  ptr  l,ut,H  iei  trois  valeun  diSérenles  que  preoiKiit  A,  B,  C,  par  la  «uImIî- 
tation  des  coordonnéef  «ecentuëet  qui  ae  s'y  trouveat  pu,  c'«tt-i-dire,  poKos  : 

(  =«  V  -t-  s'y"  —  H,     m  =  a**'"  -t-  y'y'"  —  f^.     "  =  »"•"'  +  fg"'  —  r», 

1m  ëquatioiu  ftMAtutet  p«aveDt  sVcrire 


J 


'"■1^!-°.    M^==- 


K  on  les  multiplia  rcspectivemeal  par  ~ ,  -~  et  -  ,  elsionijoaIe,ODobtiei)t0^o; 
les  droites  oo',  Ai'  et  et"  sont  coacourcnles. 

Dttu  le  tta  particulier  où  a/ie  est  inscrit  au  cercle,  les  polaires  des  sommets  aoal  les 
taDgenl«s  ea  ces  poists,  et  les  droites  aa',  bb',  et'  sont  celles  qui  joignent  les  summels 
d'na  triangle  circonscrit  arec  les  points  de  contiet  des  cAiës  opposés  j  on  a  donc  ce  (liéo- 
rime  :  Da»*  loxi  triangle  tireontcrU  à  «n  carelt.  In  droifei  qui  relùnl  Uê  lamimtë  aux 
poiiUt  da  Matant  àei  eitii  oppoiit  ea«eat(raHl  «n  Hil  flUma  point. 

£i.  A.  Si  on  joint  un  point  quelconque  dn  cercle  i,  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D  de 
celle  courbe,  on  obtient  un  faisceau  dont  le  rapport  enharmonique  est  eoasiant. 

Ex,  >.  Quatre  tangentes  fixes  i  un  cercle  sont  rencontrées  par  une  tangente  variable 
en  quatre  points  dont  le  rapport  tnbarmonique  est  constant. 

Ex.  «.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  a  un  cercle,  toute  transversale  reneoutni 
deux  couples  de  cjtés  opposés  et  la  cireouf^reace  en  sis  points  en  involution. 

El.  9.  On  prend,  sur  un  diamitre,  deux  pointa  qui  divisent  harmoniquemeut  cette 
ligne;  montrer  que  les  distances  d'un  point  quelconque  du  cercle  à  ces  deux  points  ont 
leur  rapport  constant. 

Si.  B.  Si  on  hit  tourner  une  corde  autour  d'un  point  fixe,  les  distances  de  ses 
extrémités  à  une  droite  fixe  quelconque,  divisées  respectivement  par  leurs  distances  à 
la  polaire  du  point  fixe,  forment  une  somme  constante. 

Ex.  ■.  Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes  i  un  cercle,  les 
dislances  de  ces  tangentes  1  un  point  fixe  quelconque,  divisées  par  leurs  distances  au 
p61e  de  la  droite,  donnent  une  somme  constante. 

Ex.  !•■  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  est  égal  à  celui 
du  Eaiseeau  formé  des  polaires  de  ces  points. 

Ex.  t*.  Dans  un  quadrilatère  circonscrit  i  un  cercle,  le  point  de  rencontre  des 
diagonales  est  le  pAla  de  la  droite  qui  réunit  les  points  de  concours  des  cAtés  opposés  ; 
celle  dernière  droite  et  les  diagonales  forment  un  triangle  dont  chaque  sommet  a  pour 
polaire  le  edté  opposé. 

£x.  I«.  Dans  un  quadrilatireinscril  ann  eercla,le  ppintde  concours  des  diagonales 
et  ceux  des  câtés  opposés  sont  les  sommels  d'un  triangle  dont  chaque  câté  a  pour  pôle 
le  sommet  opposé. 

Ex,  t%.  Soient  1,^,7  les  sommets  d'un  triangle  et  a',^,/  les  traces,  sur  les  côtés 
opposés,  des  polaires  des  sommets  par  rapport  à  un  cercle;  montrer  que  lea  cercles 
décrits  sur  m',  p((,  yf  comme  diamètres  se  eonpent  aux  mtmes  points.  (B.  Piuai.) 
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Bi.  14.  Si,  du  centre  0  d'un  cercle  circoucnt  à  un  triingle,  en  ebiiue  itt 
perpendicnlurea  «ir  les  t&th,  Ii  lonuiie  de  cm  trois  pcrpendieDlairei  est  cfala  k  la 
fomnie  des  nyona  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  en  triangle, 

§    3.    ÉQUATIUN    DU    CERCLE    EN    COORDONNÉES   TRIANGULAIRES. 

I1<i.  SoieDt  Ai,  Bi,Ci  les  coordonnées  triangulaires  du  centre  d'un 
cercle  de  rayon  r  rapporté  à  un  Irinngle  a^,  et  H  (A,  B,  C),  un  point 
variable  sur  cette  ligne;  l'éqnation  du  cercle  sera  (n*  67). 
(i)    {A— Ai)»8in2«4-(B— Bi)»8iii2P+{C— Ci)'sin27=2r'ainasiQpBin/. 
Eq  développant,  elle  devient 

A'  sin  2x  -{-  B'  sin  3|3  -f*  C*  «n  27 

—  3  (AAj  sin  2<x  +  BBt  sia  2[3.4-  CCt  sin  27) 

+  Al*  sin  2a  +  Bi*  s'"»  2^  +  Ci*  sin  ay  —  ar*  sin  ce  sin  |3  sin  }>  =  o. 

Afin  de  rendre  celte  relatioo  homogène,  multiplions  le  second  terme  par 

_oA  +  6B  +  cC_ 

2S  ~^' 

et  le  dernier  par  le  carré  de  cette  expression;  l'équalion  précédente  peut 
s'écrire 

■  A*  sin  2«  +  B' sin  2p  +  C*  sin  ay  +  ^^-t^^t£S .  f(A,  B,  C)  =  o, 

où  f  représente  une  certaine  fonction  homogène  du  premier  degré  en  A, 

B,C.  Posons:— ^f(A,B,C)  — i'A  +  m'B  +  n'C;  Véquation  du  ccrdc 

sen  de  la  forme 

(2)  A'sin2a+B*8in2p+C*8in27~(aA+6B-H;C){f'A+m'B+M'C)=o, 
ou  bien, 

(3)  À*  sin  2a  +  B'  sin  2p  +  C*  sin  ay 

—  (A  sin  a  +  B  sin  |3  -H  C  sin  y)  {lA  +  mB  +  nC)  =  o. 

Dans  ces  équalions,  les  coefficients  /,  m,  n,  /',  m',  n'  sont  des  fonction! 
des  coordonnées  du  centre  et  du  rayon;  un  cercle  sera  complètcmeot 
déterminé,  si  on  connaît  les  valeurs  de  ces  paramètres  :  car,  on  aura  trois 
relations  entre  les  inconnues  Ai,  B|,  Ci,  r,  qui  suffisent  pour  les  calculer 
.en  y  ajoutant  l'équatioa  :  —  <iA,  —  (B.  —  cCi  =  2S. 

I«s  Itxm  praniers  termes  de  l'équation  (2)  sont  indépendants  du  centre 
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et  du  rayon;  ils  auront  la  même  valeur  pour  tous  les  cercles  possibles. 
Puisque  l'équation  est  satisfaite,  en  posant 

A'  sin  2«  -|-  B*  sin  a^  +  C  sin  ay  =  o 
oA  +  6B  +  cC  =  o, 
on  doit  regarder  la  droite  à  l'inGni,  comme  eoupant  un  cerdc  quelconque 
en  deux  points  nécessairement  imaginaires,  et  déterminés  par  ces  deux 
relations.  Ces  points  s'appellent  les  points  circalaires  de  l'iafini.  Nous 
verrons  plus  tard  qu'il  est  souvent  avantageux  de  considérer  le  cercle, 
comme  une  courbe  du  second  ordre  passant  par  les  points  circulaires  à 
l'iniÎDi. 

IIS.  Trouver  f  équation  du  cercle  circomcrit  au  triangle  de  référence. 
Si  le  cercle  (3)  passe  par  le  sommet  a,  l'équation  doit  être  satisfaite 
pour  B  =  o  et  C  "=  o;  en  introduisant  ces 
valeurs,  on  a  la  condition 

A'  sio  2a  =  /A*  sin  a. 
D'où  /  ^  2  cos  R.  Comme  le  cercle  doit 
aussi  passer  par  les  autres  sommets  ^  et  y, 
on  obtiendra  deux  nouvelles  relations  en 
posant  successivement  A  ^  o  et  C  ^  o,  ''<■  *'■ 

B^=o  et  C  =  o.  On  trouve  ainsi 

m  =  2  cos  P,        n  =  3  cos  y. 
Si  on  substitue  aux  coelEcients  leurs  valeurs,  l'équation  du  cercle  cir- 
conscrit sera 

A*  sin  2«  +  B*  sin  2^  4"  C  sin  2/ 
—  2  {A  sin  a  +  B  sin  p  -|-  C  sin  7)  (A  cos  «  +  B  cOB  P  +  C  cos  7)  =  o, 
ou  bien,  après  la  multiplication  et  les  réductions, 

BC  sin  (fJ  +  -/)  +  CA  sin  (y  +  n)  +  AB  sin  (a  +  fi)  =  o  ; 
mais  sin  0  +  •/)  =  sio  a,  sin  (•/  +  a)  =  sio  p,  sin  («  +  (;)  =  sin  /  ;  ou  a 
donc  finalement 

(4)  BC  sin  a  +  CA  sin  I3  4-  AB  sin  >-  =  o, 
ou 

(5)  aBC  +  6CA  4-  cAB  ==  o, 

eu  remplaçant  les  sinus  par  les  côtés  opposés  du  triangle  de  référence. 


D,gnz.dbvC00gle 


Au  moyen  d'une  figure,  on  trourera  facilement  pour  les  coordonnées 
du  centre 


r  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit;  de  sorte  que  le  centre  sera  le  point 
d'intersection  des  droites 


GOS  (C      cos  p      cos  y 
L'cquatiou  (4)  a  une  signification  géométrique  remarquable. 
Soit  a.^  un  triangle,  et  A',  B',  C  les  perpendiculaires  li^,  Hf ,  Hr 
abaissées  d'un  point  H  sur  les  cAtés;  on  a 

B'C  sin  çMr  +  C'A'  sin  rMp  +  A'B'  sinpHf  =  2  surf.  ipqr. 
ou 

B'C  ein  «  +  C'A'  sin  ^  ■+-  A'B'  sin  }>  =  2  surf,  ftp. 

L'équation  (4)  exprime  donc  que  la  surface  du  triangle  fiqr  est  nulle,  et 

par  conséquent,  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 

quelconque  du  cercle  circonscrit  sur  tes  cdtés  du  triangle  sont  en  ligne 

droite. 

1  ■••  CAercAer  féçuation  du  cerc/e  conjiM/ué  ou  triangle  de  riférentt. 
Un  triangle  est  dit  conjugué  à  un  cercle,  lorsque  chaque  sommet  est  le 
pdlc  du  cdti  opposé.  Si  on  pose  dans  (3)  /  :=  m  ^  n  ^  o,  U  vient 

(6)  A'  sin  2«  -f-  B'  sin  2|3  ~\-  C  sin  îy  =  o, 

qui  est  l'équation  demandée.  Pour  le  démontrer,  cherchons  l'équation  de 
la  tangente  au  cercle  (6)  en  un  point  (A',  B*,  C).  Une  sécante  qui  passe  par 
les  points  (A',  B',  C),  (A",  B",  C")  du  cercle  est  représentée  par  l'équation 
(A— A')(A— A")8in2a+(B— B')(B— B")sin2p+(C— C'){C— C")sin27 

^  A'  sin  aa  +  B'  sin  2j3  +  G'  sin  2/, 

qui  s'abaisse  au  premier  degré,  après  la  suppression  des  termes  commuoi; 

de  plus,  elle  est  satisfaite  par  les  cordonnées  des  deux  points  :  car,  on  a 

A'*  sin  2a  -J"  ^"  *™  ^P  -|~  C'*  sin  zy  =  o, 

A"'  sin  2a  +  B"*  sin  2^  +  C"*  sin  2y  =  o. 

Lorsque  la  sécante  devient  tangente.  A"  =  A',  B"  =  B',  C"  ^  C,  et  on 

obtient 

(A  —  A')'  sin  2a  +  (B  —  B')»  sin  2|3  -f-  (C  —  C')»  sin  27 
=  A*  sin  2«  4-  B*  sin  2^  +  C*  sin  27, 
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uu  bicu 

AA'  sia  2a  -}-  BB'  sin  ap  +  CC  sia  ay  =  o, 
pour  i'équatioD  de  la  tangente  au  cercle  (6)  ;  c'est,  ea  même  temps,  t'ëqua- 
UoD  de  la  polaire  du  point  (A',  B',  C)  situé  d'une  manière  quelconque 
dans  le  plan.  Si  on  suppose  que  le  point  (A',  B',  C)  coïncide  avec  le 
sommet  /  du  triangle,  on  a  A'  =  o,  B'  ==0,  et  la  polaire  correspondante 
est  C  =  o;  on  verrait  de  même  que  les  sommets  j3  eta  ont  pour  polaires 
les  droites  B  =;  o  et  A  =1  o.  Le  triangle  de  rëf<!rcnce  est  donc  conjugué 
au  cercle  de  l'équation  (6). 

On  sait  que  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point,  sur  la  polaire  cor- 
respondante, passe  par  le  centre  du  cercle  ;  il  en  résulte  que  les  équations 
du  centre  du  cercle  conjugué  seront 

A  cos  a  =  B  CO8  p  =  C  cos  y, 
qui  représentent  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les  cAtés 
opposés  du  triangle  de  référence. 

117.  Trouver  t'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  cotés  . 
du  triangle  de  référence. 

Pour  le  milieu  (i)  du  cAté  A,  on  a 

A  =  o,        BBinP  =  C8iny; 
ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (3),  donnent  la  condition 

aB  sin  p  (B  eos  p  -{-  C  cos  y)  =  sB  sin  p  (mB  +  nC) 
ou 

sin  yeos^-\-8\a^c»ay='mBiny  +  n  sia  p, 

en  remplaçant  B  par    .    .-;  il  vient  donc  finalement  l'équaUon 
sinp 

sin  «  =  m  sin  y  +  n  sin  p. 
On  trouvera  de  même  au  moyen  des  coordonnées  des  milieux  des  autres 
côtés 

sin  |3  =  n  sin  a  4"  '  ^'^  7» 
sin  y  =  I  sin  |3  +  m  sia  a. 
On  satisfait  k  ces  équations  en  pesant; 

^=:cosa,        ni=cosP,        n^=co8y; 
l'équation  du  cercle  qui  traverse  les  milieux  des  cités  du  triangle  de  réfé- 
rence sera 

(7)  A»  sin  2a  +  B"  sin  2^  +  C»  sin  2y 

—  (A  sin  a  -h  B  sin  j3  +  C  sin  y)  (A  cos  et  H-  B  cos  P -H  C  cos  7)  =  o. 
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Ce  cercle  passe  par  les  points  d'intersection  du  cercle  circonscrit  avec 
le  cercle  conjugué;  cnr  on  a  identiquement 

2  (A  sin  «  +  B  sin  P  4"  C  sia  y)  (A  cos  a  +  B  cos  P  +  C  cos  y) 
=  A* sin  2a  +  B*  sin  2,5  +  C» sia  27+2(00 sia  a+CA sia  ^+AB sin  /) 
et  l'équatioD {7)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(8)  A»  sin  2a+B«  sin  2,S+C'  «in  2y  =  2(BC  sin  a+CA  sin  |3+AB  sin  y); 
les  coordonnées  des  points  communs  aux  cercles  circonscrit  et  conjuguv 
annulent  les  deux  membres  de  réquolion. 

Pour  trouver  les  seconds  points  d'intersection  du  cercle  (7)  avec  les 
côtés  du  triangle,  posons  d'abord  A  ^=0,  diins  l'équation  prccédcnle;  il 
vient 

B*  sin  2,5  +  C*  sin  2y  =  2BC  sin  «, 

B*  sia  |3  eos  (3  +  C  ain  y  cos  y  —  BC  (sin  (5  cos  y  -}-  cos  j3  sin  y)  =  o, 

c'est-à-dire, 

(B  sin  ^  —  C  sin  y)  [B  cos  |3  —  C  cos  y)  =  o. 
Pour  le  milieu  (i),  on  a 

A  =  o,        B  sin  (3  —  C  sin  y  >=  o. 
et,  par  conséquent,  on  aura  pour  le  point  (4), 

A  =  o,        BeosjS  —  €008^  =  0; 

c'est  donc  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  (<z)  sur  le 

côté  A,  Les  points  (5)  e(  (6)  auront  li 

même  signification;  il  en  résulte  que 

le  cercle  qui  coupe  en  deux  parUa 

égales  les  cotés  du  triangle,  passf  par 

les   pieds    des   perpendiculaires   oui 

côtés,  menéespar  les  sommets  opposés. 

De  plus,  le  même  cercle  renferme 

aussi  les  points  milieux  (7),  (8),  (9), 

"*■  **'  des  longueurs  0/,  0,5  et  Oa;  car  les 

pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  lirangle  Ofîy  sur  les 

côtés  opposés,  sont  les  points  {4),  (6),  (5}  qui  appartiennent  au  cercle,  cl 

celui-ci  devra   passer  par  les  milieux  (7)  et  (8)  des  côtés  Oj5clOy';oii 

vcrn  de  même  qu'il  passe  par  le  point  (g).  Le  cercle  qui  jouit  de  cctlc 

propriété  s'appelle  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  «(îy. 
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lis.   Tyouter  tes  londiliont  povr  qve  Ciijuation  homogène  du  second 
dtgri 

JA»  +  f/B*  +  vC»  +  ai'BC  +  2f*'CA  +  av'AB  =  o, 

représente  un  cercle. 

Dans  r^quatioD  (3),  les  trois  premiers  termes  sont  indépendants  des 
coordonnées  du  centre  et  du  rayon,  et  ils  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  équations  de  tous  les  cercles  ;  il  en  réeulle  que  gi  S  ^  o  est  l'équation 
d'un  cercle  déterminé, 

S+(/A  +  »iB  +  MC)(oA  +  6B  +  eC)  =  o, 
représentera  nn  cercle  quelconque.  Prenons  pour  S  le  premier  membre 
de  l'équation  du  cercle  circonscrit;  l'équation  générale  d'un  cercle  peut 
s'écrire 

ûBC  +  6CA  +  eAB  +  (/A  +  mB  +  nC){aA  +  6B  +  cC)=o. 
Cela  étant,  pour  que  l'équation  proposée  représente  un  cercle,  elle  doit  se 
ramener  i  la  Tonne 

*  (aBÇ  +  6CA  +  cAB)  +  ^— +:E^  H-— VaA  +  6B  +  cC)  =  o. 

En  développant  et  identifiant  cette  équation  avec  la  proposée,  on  trouve 
les  relations 


V- 


^f- 


D'où  on  tire,  pour  les  conditions  demandées, 

—  kabe  =ftc'-i-vb* —  26CÀ' =  va*  +  ie* — 2acft'=).6"  +  f«»' — 2a6v'; 
ou  bien,  en  remplaçant  les  cdlés  par  tes  sinus  des  angles  opposés 
fi  ain»  y  +  V  sin*  § — ai'  sin  ^  sin  y  =  v  sin*  a  +  1  sin*  y —  sfi'  sin  a  sin  y 
=  i  sin*  |3  +  (*  sin*  a  —  2v'  sin  a  sin  (3. 


Ez.  i.  QDUid  on  cercle  est  circontcrit  i  un  Irïingle,  In  ttngtn(e«  mx  Minmcls 
reneootrent  les  cAtéa  opposés  eu  trois  punis  en  ligne  droite. 
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L'cqualinn  du  cercle  circonscrit  est  de  la  forme 

C(aB-l-6A)-f-eAB  =  o. 

La  droite  oB-f-  bA  :=  o  rencontre  le  cercle  en  denz  itoînlsuluëtsar  A^oet  B=o: 
comme  elle  passe  par  le  point  d'intersection  de  ces  droites,  elle  est  nécesaaireiMnl 
lanfjenle  au  cercle  au  point  y.  De  même 

eA^-aC=o, 

l,C+  cB  =  o, 
seront  les  tangentes  lui  sommets  ^  et  a.  Si  on  écrit  les  équations  des  luigenles  sous  ii 

B      A_  A      C_  ?j.*_ 

il  est  visible  qu'eUel  rencontrent  les  cdtés  opposés  sur  la  droite 


Ex.    a.    Trouver  l'équation  de  la  langenlc   au    point   (A|,  B|,    C|)  da  cercle 
<iBC  +  «CA-f-éAB=o. 
On  écrit  pour  l'équalion  d'une  sécante 

„(B— B,)(C— C>  +  *(C— C,)(A— A,)-i-<:(A— A,)(B— B,)  =  oBC  +  6CA-t-cA8. 
En  posant  A,  =  Ai,  Si  =  B„  C,  =  C,  cl  simplifiant,  on  arrive  à  l'équation 

A  (cB,  -t-  tCi)  +  B  (aC,  +  cA,)  -i-  C  {AA,  +  nB.)  =  o. 
El.  m.  Quelle  est  l'équation  de  II  sécante  communedeacerelescirconserit  elconjngDé? 
Rn  verln  des  équations  de  ces  cercles,  on  a  la  relation 

A*  sin  SI  +  R' sin  2^  4- C  sin  7/ -f  2  (BC  sin  « -t- CA  sin  J9 -I- AB  sin  v)  =  o, 

(Asinc.  +  Bsin;9  +  Csin-/)(Acos«-t-Bcos/9  +  Ceosï)=o, 
qui  est  satisfaite  par  les  points  communs  ;  le  premier  facteur  est  constant,  et,  par  cmm- 
quent,  l'équation  demandée  est 

El.  4.  Trouver  l'équation  du  cercle  inscrit  su  triangle  de  référence. 
Exprimons  que  le  lieu  représenté  par  l'équation 

JA*  +  pB»  +  ,C  -*.  al-BC  -H  2/.'CA  +  a/AB  =  o, 
est  tangent  aux  cAlés  du  triangle  de  référence.  Posons  A  =o:  il  vient 

^B'-i-.C'  +  2i'BC  =  o, 
qui  donne  deux  droites  issues  du  point  a  et  passant  par  les  points  de  renconlrt  et  A 
avec  le  lien;  or  si  A  est  une  tangente,  les  droites  précédentes  coïncident,  et  on  énil 
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i*oîr  X"  =  jBï.  On  trouvera  ëgiIeiDeiil  /<"  =  1»,  v"  =  ip.  En  sabslituioi,  l'ëquiljon 
du  second  degré  dcTient 

Po»onsl  =  /^,  ;(  =  p',v  =  A*;on  pentëcri™ 

W       /'A'  +  jW  +  AM?  -  2s*BC  -  2A/CA  -xfg\B= o, 

(«')  K/^  +  kTB  +  »/« = o; 

cir,  CD  raisiDt  dUptnîIre  Iri  ridictiii,  on  retombe  sttr  l'^qualion  prieiicnb:. 

En  vertD   des  conditions  du  N°  US,  l'équation  (m)  represenle  an  cercle,  si  on  a 
cg  +  bh  =  ah  +  «/■=  &/■  +  ag. 
On  en  dédnjt 

6e/       coj       ahh 

6-t-e — n      e-*-o  —  b      a-hb  —  e' 

/       ^        g       ^        A 
coa'  -  s        coa'  —  p        cos*—  y 
L'éqoatioD  do  cercle  inscrit  tera 

V^ATcMÎ-».|/F.cog^+|/cTcoii«.o. 

1j.  s.  Let  cercles  décrits  sur  lei  cAtés  du  Irisugle  de  référence  comme  dîimilrrs 
bbnl  représentés  par  le«  équations 

BC  =  A  (A  co$  a  —  B  CM  ^  —  C  eo3  v), 

CA  ^  B  (B  eos  jS  —  C  cos  V  —  A  eos  k), 

AB  =  C(Ceosv  — Acoio  — BcDi;S). 

El.  •.  TrouTer  le  centre  du  cercle  des  neufs  points,  ou  le  pôle  de  la  droite  à  rinBoi 

par  rapport  1  ce  cercle  ;  montrer  qu'il  coincide  avec  le  milien  de  la  droite  qui  joint  le 

■rentre  du  cercle  circonscrit  avec  le  point  de  concours  des  hauteurs, 

El.  •■  Le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  d'nn  triangle  est  la  moitié  du  rayon  du 


Ex.  •.  Montrer  que  l'éqniiion 

BC  — A'=o 
dcGnit  un  cercle  tangent  aux  cAlJs  B  et  C  du  triangle  de  rëfcrcace,  A   éluit  la  corde 
des  coDIaels.  Quelle  est  la  signification  géométrique  de  cette  équation? 

El.  s.  Le  lieu  des  points  tels  que,  si  l'on  abaisse  de   chseun  d'eux  des  perpendicu- 
laires sur  les  cAlés  d'un  triangle,  l'aire  du  triangle,  lormc  par  les  pieds  de  ces  droites, 
soi  I  constante. 
El,  ■•.  Si  l'on  représente  par 

A  =  o,        B  =  o,        (;  =  o.        D  =  /,A-t-i»,B-(-n,C  =  o 
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les  dUfés  d'un  quidrilatire,  l'équation 

AC  — BD  =  o 
rcprësente  nn  cercle  circouMrit  an  qnadriUtère.  Donner  fa  signifiotion  gcomclriqar 
■te  l'éqDilian. 

S   4.   ËOUATION   DU   CEnUE   EN   COOHDONNÉEE  TANGBnTIEUXS. 
119.  Étant  donnée  l'équation  d'une  droite  mobile 

proposons-nous  de  détenniDer  la  relation  qui  dwt  exister  entre  les  pan- 
mètres  u  et  V,  pour  que  la  droite  reste  tangente  à  un  cercle  de  rayon  r.Soii 

OM  -I-  6t  +  I  ■=  o, 
l'équation  du  centre;  la  droite  dans  son  noaremeot  doit  rester  t  Die 
distance  constante  r  de  ce  point,  et,  par  conséquent,  on  doitaToir(N*7() 

ow  +  6»  + 1 


(i)        {au  -}-  6»  + 1)«  —  r*  (u*  -h  »»)  =  o. 

C'est  l'équation  du  cercle  en  coordonnées  tangentielles.  Si  l'origine  est 
au  centre,  elle  se  réduit  à 

r"  (m'  + 1»)  —  I  =  o. 

Cette  équation  a  un  avantage  sur  l'équation  du  cercle  en  coordonna 
cartésiennes 

Elle  permet  de  constater  l'existence  des  points  circulaires  ii  Vîniini.  En 

effet,  on  satisrait  k  l'équation  <i)  par  le  système  simultané 

(a)         «*  +  iî*='0,        o«  +  6i;+i  =  o. 

La  première  égalité  représente  deux  points  imaginaires  à  l'infini, savoir; 

u-}- 1)  j/ —  I  =o,        u  —  V  y  —  I  ^  o  ; 

la  seconde  définit  le  centre.  Les  coordonnées  qui  satisfont  au  système  (a) 

vérifient  aussi  l'équation  du  cercle  ;  les  droites  correspondantes  doivoil 

être  regardées  comme  des  tangentes  i  cette  courbe  ;  elles  pansent  pir  )r 

centre  et  les  points  )i  l'infini.  Ces  tangentes  spéciales  s'appellent  dirvtàmi 
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atymptotiqua  du  Gercle.  En  coordonnées  cartésiennes,  elles  sont  représen- 
tée» par 

Q,  _  6  +  (a:  -  a)  (/:r-r]  [y  _  6  _  (a:  ~  a) /~i]  =  o 
n  est  facile  de  vérifier  que  les  coordonnées  de  ces  deux  droites  satisfont 
à  la  première  des  équations  (a).  Si  l'origine  est  au  centre,  on  a  simple- 
ment 

ar*+y*  =  o        ou        y  ±a:  (/ —  i  =o. 
Les  directions  asymptotiqnes  sont  harmoniquement  conjuguées  aux  axes 
y  =  Q,  x  =  o.  Ces  derniers  étant  quelconques,  on  a  ce  théorème  :  Deux 
dro&ea  rectangulaùret  quelconque»  iêsueë   du  centre  d'un  cercle  et  le» 
direeliona  aei/mptotiques  forment  un  faUteau  harmonique. 

1  >• .  Trouver  Viqualion  du  point  de  contact  d'une  tangente  (tf ',  v')  au 
cercle  r*  («*  -f-  "*)  —  '  ^=  o. 

Soit  (u",  v")  une   seconde  tangente  du  cercle:  l'équation  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  droites  peut  s'écrire 

r*(u~u-)(u-u")  +  r'iv~v')(t-v")  =  r^u'  +  v*)-^t. 
En  effet,  après  la  suppression  des  termes  commuas,  la  relation  précé- 
dente est  du  premier  degré  en  u  et  t>,  et  représente  un  point  situé  sur  les 
tangentes,  puisqu'elle  est  satisfaite  pour  u=u'  et  ti=e',  i»=«"  et  «=«", 
en  tenant  compte  des  relations, 

r«(u"  +  r'»)— 1=0,  r»{«"*  +  t>"')— i=o. 
Supposons  que  la  tangente  (u",  v")  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la 
première  qui  reste  fixe;  ii  la  limite,  lorsque  les  tangentes  se  confondent 
en  une  seule,  leur  point  d'intersection  devient  le  point  de  contact  de 
la  tangente  (u',  «')j  de  sorte  qu'en  posant  u"  =  u',  v"  =  v',  l'équation 
demandée  sera 

r»  (M -»')•  + r' (i.  ~  «')*  =  r*  («'  +  »')- I , 
ou,  après  les  réductions, 

(3)  r»  («u'  +  m')  —  r  =  o. 

Itl.  Chercher  l'iquation  du  pôle  de  la  droite  {u' ,  v*)  par  rapport  au 
etrcte  r*  (a*  +  w')  —  1  =  0. 
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Soient  u",  »"  les  coordouDées  d'une  tangcate  à  l'un  des  poiots  où  la 
droite  (»',  vO  rencontre  le  cercle;   l'équatioii  de  soa  point  de  contact  est 

r*(««" +«>")— 1=0  j 
mais,  comme  ce  point  appartient  li  la  droite  donnée,  la  relatitm  préc^ 
dente  est  tatiafoile  pour  u  =  u',  v  :=  v*,  par  suite, 
r*  {u'u"  +  v'v")  —  1^0. 
La  droite  (u",  v")  passe  donc  par  le  point  de  l'équation 
r*  («u'  +  w')  —  I  =  o, 
et  eelle-ci  représente,  par  conséquent,  le  point  de  concours  des  tangentes 
BU  cercle,  qui  ont  la  droite  donnée  pour  corde  des  contacts,  c'est-^t-dire, 
le  pAle  de  cette  droite. 
Ainsi,  Péquatioti 

(3)  r'(.»'  +  ™')-I-0 

représente  h  pomt  de  contact,  ii  la  ^oàe  (u',  v')  toucha  te  cereU  el  U 
pôle  de  cette  mime  droite,  tortqu'etle  e»t  tùuée  d'une  manière  quelconque 
dont  le  plan. 

t%%.  Si  l'^nation  du  cercle  est  de  la  forme 

(i)  (a«-h6p  +  i)»-r«(t.«  +  «»)  =  o, 

on  arrire  !i  l'équation  du  point  de  contact  d'une  tangente  (u',  r')  en 
posant  : 
ia*-^)  («—«') («—«")  +  (6«— r") (D— »<)  {«-«")  4-20*  («—«')  (v—v") 

=  (au  +bv+  i)*  —  r'  (u«  +  v*), 
pour  l'équation  du  point  de  concours  de  deux  tangentes  (u',  v*),  (u",  v"); 
si  on  suppose  u"  =  u'  et  v"  '=  v',  il  vient,  pour  le  point  de  conlact, 
(a*  —  r»)  (u  —  tt')*  +  (6*  —  r»)  (i>  —  v')*  +  zab  («  —  u')  {v  —  v') 
=  (flu  +  6e+i)._r»(««4-B*). 
En  développant  et  faisant  usage  de  la  relation 
(a*  —  r*)  «'*  +  (6*  —  r*)  v'*  +  aabu'v'  =  —  aaw'  —  ibi/  —  i , 
on  obtient 

(4)      (au  +  bt  +  i)iau'  +  bV  +  i)~r'{uu'  +  w')=o. 
Cette  équation  sera,  en  même  temps,  celle  du  pâle  d'une  droite  quel- 
conque (u',  v')  par  rapport  au  cercle  de  l'équation  (i). 
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ISS.  Supposons,  plus  géoérelement,  qu'on  rapporte  un  cercle  de 
rayon  r  a  troit  points  fixes  du  plan 

(«)D  =  o,         ((3)V  =  0,         {y)W  =  o. 
Soit  M  +  mB  -)-  rtC  ^  o  l'équation  du  centre,  et  A,B,C  les  coordonnées 
d'une  tangente  quelconque  du  cercle.  On  sait  (N«  81)  que  la  distance  r  a 
pour  expression 

_      /A  +  mB+nC 
"■-*     /  +  „4-n     ' 
les  coordonnées,  A,  B,  C  étant  liées  par  la  relation  (N*  77). 

j  aA,6B,  cCJ*  =  4S'; 
de  sorte  que,  en  rendant  la  première  expression  homogène,  l'équation  du 
cercle  en  coordonnées  tangcntielles  sera 

l.A,tB,ri:|.-g.(^  i%+„  )■■ 

OU  bien,  en  posant  : 


(s)                 jaA,6B,cCi'={iA+fiB  +  vC)'. 
Soaaeette  forme,  Téquation  du  centre  est  "kk  -(-^-f-vC  =  o,et  le  rayon 
est  égal  à  Ï-— :  car  des  relations  précédentes  on  tire 

A  +  f^-l-W 


2S      l  +  m  +  n'     aS      i  +  m  +  n*     2S      i  +  m-j-o 
d'où 

L'équation  (5}  est  du  second  degré  en\xe  les  coordonnées  tangenlielles; 
elle  renferme  trois  paramètres  A,  fi,  v  qui  se  déterminent  au  moyen  des 
conditions  géométriques  auxquelles  le  cercle  doit  satisfaire. 

1S4>  Trouver  ^équation  du  cercUùuerùau  triangle  de  rfférente. 

Si  le  cercle  (5}  est  tangent  à  la  droite  des  points  de  référence  a  et  ^, 
l'équation  doit  être  satisfaite  pour  A  e=  o  et  B  >=  o  ;  dans  cette  hypothèse, 
on  doit  avoir 

ctC»  =  v*C*,        ou        v!=e; 
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on  trouvera  de  même  que  ^  et  X  doÏTent  avoir  pour  valeurs  6  et  a.  Si  on 
remplace  les  paramètres  X,  fietv  par  a,  6,  c,  les  termes  en  A*,fi*,  C*  vont 
disparaître,  et  il  viendra 

6c(cosa  +  i)BC  +  ca{cos^4-i)CA  +  afr{cos  j'  +  i)AB  =  o, 
ou 

BC-  6c CCS* -et  4- CA  ■  eocos'-S  +  AB  •abeoa,*-  v  =  o. 

Si  on  représente  par  s  le  demi-périmètre  du  triangle  de  référence, 
l'équation  du  cercle  inscrit  est  de  la  forme 

(6)        (,  — fli)BC  +  (*  — 6)CA  +  (s  — e)AB  =  o; 

le   rayon    a    pour   valeur  .  et   l'équation    du    centre   eit 

oA  +  6B  +  cC  =  o- 

195.   Trouver  t'iquation  du  cercle  conjugué  au  triaagU  de  réfh^Kt. 
Si  l'équatioD  (5)  ne  renferme  que  des  termes  en  A*,  B*,  C*,  et  se  ramèse 
i  la  forme 

(it)  f,A»  +  M.B»4-».,C»-=o, 

elle  représente  un  cercle  conjugué  au  triangle  ixjS}';  car  si  on  chercbc 
l'équation  du  point  de  contact  d'une  tangente  donnée  ou  du  p61e  d'une 
droite  (A',  B',  C),  par  la  méthode  si  souvent  employée,  on  trouve 
liAk'  -I-  «tBB'  +  »,CC'  =  o. 
Or,  si  la  droite  {A',  B',  C)  coïncide  avec  le  cAté  <x|3,  on  a  A'  =  B'  =  o, 
cl,  pour  le  pâle  correspondant,  ttiCC'^o,  c'est^-dire,  C=o  ou  W=o; 
on  verra  de  même  que  les  sommets  (3  et  a  sont  les  pâles  des  càtés  opposés 
et,  par  conséquent,  le  triangle  est  conjugué  au  cerele  de  l'équation  {k). 

Cela  étant,  si  on  développe  l'équation  (5),  les  rectangles  des  coordonnées 
disparaissent  de  l'équation  avec  les  conditions 

Hv=s  —  frc  cos  «,        hi=  —  ca  cos  ^,        A/a  =  —  abeosy, 
d'où 

-j  a*cos^cos}'        j  t'cosacosy       ^ c'cosacos^ 

ces  a  cosji)  cos^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (5),  le  terme  en  A*  a  pour  expressioD 
./        cospcosy\_^,^.rcos«  +  [cos(|3  +  -/)  +  sippsiny]-[_oU'^.^a^„^., 

\    ~       COSa       /  L  '=**''  J         COSa 
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et  l'équation  cherchée  sera  de  la  forme 


ou  biea 

(7)         A*  Ung  a  +  B*  tang  (3  +  C*  Ung  y  =  o. 

Bxaroioes. 

Ex.  1.  Dini  ontritiigle  eireoiucrit  i  un  cercle,  les  droite*  «pli  joigaent  le* 
im  point*  de  contact  dd  cAtéa  opposé*  «e  coupent  en  ud  méuie  point. 
Si  on  écrit  l'éqaatioD  du  cercle  inceiit  au  triangle  soos  I*  forme 
C  [(.-o)  B  +  (.-6)  A] +  (.-€)  AB  =  0, 
on  Toit  que  l'équatioD 

(.-.|B+(.-J)A=o,       .1.        -i  +  -A_=o, 
représente  le  point  de  contact  du  c&ti  afi  ;  le*  point*  antlogues  pour  les  autres  eàiia 


Le*  droite*  qui  joignent  ce*  |K>ints  aux  sonanel*  du  triangle  ont  pour  point  ei 


Ex.  *.  IVouTcr  rëqnation  du  cercle  cireoa*erit  au  triangle  de  r^fërence. 
Si,  dtBS  riqnatioa  générale  du  second  degré  ea  coordonnées  tangentielles 
lA*  +  ^B>  -h  «C  -I-  al'BC+ 3/CA  -t-  a>'AB  =  o, 
00  pose  A  =  o,  il  vient 

Cette  éqnalion  représeale  deux  points  situés  sur  ^j  et  appartenant  aux  tatf  entes  dn 
lien  de  l'équation  issues  du  point  ce;  naisi  si  ce  dernier  est  sur  la  courbe,  il  n'y  a  plus 
qn'ona  tangente,  et  l'ëquation  précédente  donne  deux  point*  qui  coïncident;  par  suite, 
!'■  sz/a.  Ea  exprimant  que  le*  autres  sonunels  sont  sur  la  courbe,  on  trouvera  auui 
p'»^!», /'=:l/i.  Si  l'on  pose  X^f*,it^g*,v=:h*,  l'équation  du  lieu  pa**ant  par 
les  looimets  du  triangle  de  réfcrence  sera  de  la  forme 

TA" -^  s'fl- +  At?  -  ajABC  —  ïA/CA  —  2/JïAB =0, 

Supposons  maintenant  que  l'ëqualion  précédente  représente  un  cercle.  Pour  A^O, 


ysB-*-yhc=o, 
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qni  domw  le  point  conunon  tu  cAM  ^7  et  à  la  taDgente  en  a  :  an  anyeii  d'une  fignre,  w 
tronven  bdlemeDt,ea  abaiiunt  dei  perpendieDltiin  det  points  p  et  ^«Qr  cette  tangente, 

;       C      bûnfi 

A  ~  5  ~  c  fin  -/  ' 

de  mène  -c:  — :— ^  •    et,  par  eons^cmant, 
/      anna  '  ^ 

f  J      _     * 


tin*a      md'^      (inV 
On  aura  donc,  pour  ]'J)|iiatioii  dn  cerd*  circonicrit  en  eoerdonnjei  tangentidlet, 

Ex.  S.  Soit  a  le  point  de  eoncoiin  de  denz  tangentet  à   tu  cerde,  et^,;,  lenn 
poials  de  eontact  Si  on  rapporte  le  cerde  an  triangie  it^,  md  Ration  s«n  de  la  tomt 


Quelle  e>t  la  ligniSeation  gjjom^triqne  de  cette  équation? 
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CHAPITRE  V. 

CEIRGLE  (sitite). 
'FroprléUa  d'un  aystème  de  dmx  on  d«  pliuleon  wmlM. 


SoMKi»*.  —  Sgitbitt  (te  ctrtlt*  qui  ont  mima  lieaiite  tomname.  Dt  l'amt  rtuiieal,  — 
Cmiri  de  timiiUude  de  dmx  etrtttt.  —  Propriité*  du  lyttèm*  de  Ireit  ctrlt*  daiu  wt 
pliut.  Du  etreU  tangaut  à  Iroi*  eerele*  donnU. 

§    1.    DE    l'aXB    RAMCAL. 

t%%.  Conàidérons  le  système  de  deux  cercles  représentes  par  les 
équations 

(o)        (x  —  oe)'  +  (y  —  60)*  —  r,'  =  o, 
(i)        (x  — a.)»-l-(y  — 6,)*  — r,'=o, 
que  nous  écrirons,  pour  abréger, 

(o)      C-o,  (I)      C,_o. 

Les  expressions  C»  et  Ci  ont  une  signification  géométrique  qu'il  fiiut 
indiquer.  Si  H  (x,y)  est  un  point  quelconque  du  plan,(x — (>«)*+(y — ^)* 
est  le  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  cercle  C*  ;  mais  cette 
distance  est  l'hypothëDUse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle 
droit  sont  le  rayon  et  la  tangente  issue  du  point  H.  Donc  le  premier 
membre  de  l'équatioa  Co  =  o,  c'est-à-dire  (x  —  œo)'  -f-  (y  —  60)*  —  r*, 
représente  le  carré  dé  le  tangente  menée  d'un  point  H  (x,  y)  du  plan  au 
cercle  de  l'équation. 

La  putMonce  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  est  le  produit  des 
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se^ents  dëtermiaés  sur  une  sécante  issue  de  ce  point.  On  sait  que  ce 
produit  est  constant  et  égal  au  carré  de  la  tangente  menée  du  même  point 
au  cercle;  de  sorte  qu'on  peut  dire  aussi  que  €«  et  Ci  représeolent  la 
puissance  d'un  point  H  (x,  y)  par  rapport  aux  cercles  Co  =  o,  Ci  ^  o. 

1S7.  L'équation  générale  des  cercles  qui  passent  par  les  points  d'ioter' 
section  de  C«  et  Ci  est 

(g)  C  — AC,=o, 

où  X  est  un  coeffieient  indéterminé  ;  car  elle  est  du  second  degré  et  de  li 
forme  de  l'équation  du  cercle  en  coordonnées  rectangulaires  ;  de  plus,  les 
points  communs  à  Cg  et  C|  ont  des  coordonnées  qui  annulent  ces  quantités 
et  qui  satisfont  à  l'équation.  On  en  tire 

et,  par  conséquent,  pour  chaque  cercle  [s),  le  rapport  des  puissances  d'un 
point  rclatiTement  i  C«et  Ci  est  constant. 

Dans  le  cas  particulier  où  >  =  i,  l'équation 
{o)  Co  —  Cl  =  o 

est  du  premier  degré  en  x  et  y,  et  représente  une  droite  qui  jouit  de  la 
propriété  d'être  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  d'égale  puissance 
par  rapport  aux  cercles  Co  et  C.,  et  de  passer  par  leurs  points  d'intersec- 
tion. On  l'Hppelle  axe  radical  ou  sécante  commune  des  deux  cercles. 

Si  on  remplace,  dans  (o),  Co  et  Ci  par  leurs  valeurs,  on  trouve 
4  {ai  —  a«)  X  4- 2  (6i  —  6,)  y  +  i  =  o, 
en  posant  t  =  oo'  +  fc»*  —  oi*  —  bi*  —  r»*  +  ri*;  cette  équation  repré- 
sente une  droite  qui  a  pour  coefficient  angulaire  —  ^^ ^  ;  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres,  c'est-à-dire  à  la  droite  qui  joint  les 
points  (Ofl,  («},  (ai,  b,). 

L'axe  radical  de  deux  cercles  existe  toujours,  soit  qu'ils  se  coupent  en 
deux  points  réels  ou  en  deux  points  imaginaires;  dans  le  premier  cas, 
c'est  la  droite  qui  joint  les  points  réels  d'intersection,  et,  dans  le  second, 
celle  qui  passe  par  les  milieux  des  tangentes  communes;  car  les  Ungentes 
menées  de  ces  points  aux  deux  cercles  étant  égales,  ces  milieux  ont  même 
puissance  et  doivent  appartenir  à  l'axe  radical. 
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L'emploi  des  coordonnccs  cartésiennes  donne  scukmcnt  deux  points 
d'intersection  pour  deux  cercles  quelconques;  cependant,  chaque  cercle 
passant  par  les  points  circulaires  h  l'infini,  on  doit  regarder  ces  derniers 
comme  deuT  points  d'inlerseetion  du  système.  C'est  ce  qui  devient  évident 
avec  les  coordonnées  triangulaires. 

On  donne  quelquefois  le  nom  de  faiieeaii  de  cercles  en  tntoUnion  au 
système  (j).  Cela  tient  ù  ce  que,  pour  y  =  o,  l'équation  prend  la  furmc 

ai»  +  (:x  +  y  —  A  {x'x*  +  |S'jc  +  -/)  =  o ;■ 
par  suite,  quel  que  suit  J,les  deux  points  qu'elle  représente  sont  eq 
inrolulion  avec  les  points  d'intersection  des  cercles  Co  et  C,  avec  l'axe 
des  X.  Comme  ce  dernier  est  quelconque,  on  peut  dire  que  les  cercles  du 
système  (s)  déterminent  sur  une  droite  quelcouquc  des  points  en 
invointion. 

ISS.  Tous  les  cercles  de  l'équation  {s)  passent  par  deux  points  lixcs 
du  plan  et  ont  môme  axe  radical,  celui  des  eereles  Co  et  d.  Pour  simplifier, 
prenons  la  droite  des  centres  (ao,  ^o),  (oi,  b,)  pour  axe  des  x,  et  l'axe 
radical  pour  a.TC  des  y,  un  cercle  quelconque  de  la  série  sera  représente 
par  l'équntion 

(,)  ,'  +  (i_>,)'-r'-o, 

oii  j.  est  l'abeissc  du  centre  et  r  le  rayon.  Si  on  développe,  il  vient 

(s)  ^'  +  y'  —  2)jr  +  m*  1=  o, 

en  posant  :  m*^À* — r*.  ï^  quantité  m' est  la  valeur  du  premier  membre 
de  l'équation  pour  x  =  o,  y  =  o,  et  représente  le  carré  de  la  longueur 
constante  de  la  tADgenlc  me- 
née du  point  0  il  l'un  des  cer- 
cles, c'est-ù-dire  la  puissance 
de  l'origine.  Il  faut  donner  le 
signe  -[-  ù  w'  dans  l'équation, 
si  les  cercles  ne  se  rencontrent 
pas,  et  le  signe  — ,  s'ils  se  cou- 
pent en  deux  points  réels:  dans 
le  premier  cas,  î.* — r'>  o,  et 

dans  le  second,  Â'—  r*  <o.  Si  *'''"  *"■ 

'■^=±m,  on  a  r=o,  et  l'équntion  [s)  donne  deux  points  ou  cercles  inli- 

12 
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nimcDt  pcli(s  situés  sur  la  ligne  des  centres  aux  distance  ±  m  de  l'ori- 
gine. PoNCBLET  a  appelé  ces  deux  points  les  cercles  Umitea  du  système  :  ils 
sont  réels,  si  les  cercles  ne  se  rencontrent  pas,  et  ils  n'existent  plus  dam 
le  cas  contraire. 

1S9.  Les  polaires  d'un  point  du  plan  par  rapport  à  tons  les  cercla  de 
mime  axe  radical  passent  par  vn  point  fixe. 

La  polaire  d'un  point  [x',  y'),  par  rapport  ii  un  cercle  quelconque  du 
système,  a  pour  équation 

ro'+(i-^)(«'-'.)-'-'-o, 

OU  luen, 

yy'+xx'~).{x  +  x')  +  m'=o; 

quel  que  soit },,  la  polaire  passe  par  le  point  d'intersection  des  droites 
yy'  +  xx*  -|-  m*  =  o        et        i  +  x'  »=  o. 

Ce  point  fixe,  en  vertu  d'une  propriété  de  ta  polaire,  est  réciproque  du 
point  donné;  de  sorte  que  toutes  les  polaires  qui  lui  correspondent  eoD- 
eourent  au  point  (x',  y'). 

Pour  un  point  de  la  sécante  commune,  on  a  x*  ^  o,  cl  le  point  rpci> 
proque  se  trouve  aussi  sur  cette  droite. 

Si  on  pose  y'  =:  o  et  x*  >=  m,  l'équation  de  la  polaire  devient 
x-{-m^o. 

Ainsi,  un  point  limàe  a  pour  polaire,  par  rapport  à  tous  Us  cercles  du 
aytième,  une  droite  fixe  perpendiculaire  d  la  ligne  des  centres  et  passant 
par  l'autre  point  limite;  ees  deux  points  divisent  harmoniqucment  les 
diamètres  de  tous  les  cercles. 

!>•-  Si  d'un  point  de  l'axe  radical  on  mène  des  tangentes  aux  cercles 
du  système,  leurs  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  circonfércoee 
ayant  pour  raycm  la  longueur  commune  des  tangentes,  et  pour  centre  le 
point  choisi  sur  la  sécante  commune.  Ce  nouveau  cercle  est  orthogonal 
aux  premiers,  c'est4-dire  que  les  tangentes  aux  points  d'intersection 
sont  perpendiculaires;  il  passe  par  les  points  limites,  car  les  distances  du 
centre  à  ces  points  sont  les  tangentes  de  ces  cercles  infiniment  petits. 
'  L'aie  radical  doit  donc  être  regardé  comme  la  ligne  des  centres  d'uae 
nouvelle  série  de  cercles,  orthogonale  à  la  première,  et  ayant  pour 
sécante  commune  la  ligne  des  centres  des  cercles  de  la  première  série. 
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L'équalioa  d'un  cercle  «{uulconquc   du   second  système  sera  de   la 
forme 

jc'  +  (y  —  u)*  —  r*  =  o, 
ou  bien 

ï*4-y*  —  2iii/ —  m'  =  o; 
H  étant  l'ordonnée  du  centre  et  m  la  distance  d'un  point  limite  ù  l'origine. 

Ex.  1.  Quel  est  l'axe  radical  des  cerclej 

«■-i-j(*— 3x— 41'-«-9=Ot       «j'  +  ï»  —  3»  +  ay  —  6  =  0? 
R.        »  — 6y  +  i5:— o. 

Ex.  S.  Trouver  l'ëquatioa  du  cerde  qui  pute  par  le  point  [2,  3)   et  qui  ■  mbac 
Mcante  conmiDne  avec  le»  e4irGlw  de  l'eieniple  i. 

R.       3!»  -t-  y  +  4*  —  4oy  +  99  =  O. 
Ex.  a.  Chercher  les  courdonnée»  du  eenlre  et  le  njon  d'un  cerde  de  l'équatioD 
C,-lC.^o. 

p.  — ig.      6.  — ift,       r.l*  -H  i  (M*  —  r,'  —  r,')  r,' 

□[  est  )a  dislance  des  centre*  des  cercles  C*  et  Ci. 
El.  «.  Quel  est  1«  lieu  géométrique  des  réciproques  des  points  de  la  droite  des 

R.  m±m^o  :  deni  droites  parallèles  à  la  sécante  eommane  et  passant  par  les 
poÏDlt  limites. 
El.  S.  Trouver  le  lieu  des  réciproques  de  tous  les  pointa  de  la  droite  gz=pa-t-b, 
11  butélimiuor  z*  entre  les  deux  équations 

X»'  +  Ji  (px'  -*•  b)  -^-  a,'  =  0,        «  +  «'  =  0. 
On  trouve  a^  -f-  pxg  —  by  —  m*  =:  o  qui  re[vésentc  une  courbe  du  second  d^ré. 
Lorsque  la  droite  donnée  passe  par  le  point  limite  (■»,  o),  on  t,pm-i-b^o  et  lacoorbe 
M  rédQJt  aux  droites 

a-»-»i=o,       m+pj/  —  m=o, 
dont  l'aoe  est  parallèle  i  l'txe  radical  et  passe  par  le  second  point  limite;  l'autre  est 
perpendiculaire  i  la  droite  doonée. 

Kl.  •.  Trouver  réqualiou  des  cercles  orthogonaux  aux   cercles   donnés   par   les 
équations 

(l)        «•  +  »*  —  3»(|i  —  2*0?  -I-  e,  =  o, 
(a)        «•  -t-  s'  —  2a,ai  —  36^  -i-  e,  =  o.  .'" 

Soit 

*•  +  ?•  —  31»  —  3^J(  .4.  y  =  o  ' 

le  eercte  cherche.  En  exprimant  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  qui  aboulisseol  à 
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u  carre  de  I*  distante 


a«,ï  -»-  ib^fi  _  y  _  c.  =  o, 
an.ïH-  2ft,3  —  /-'■.=  o. 
l'nr  ri'liroiDalioD  dc«,  j9,  l'cquilion  gcncralcdcmaadccMri 

I  B*  -t-  sr*  +  ■/    «    sr      I  =  o. 


F.x    a.  Trouver  le  cercle  ortbogooal  au  trois  ecrdeisuiiBnL 
»'  •*-  y*  —  2»»»  —  z''oy  +  c»  =o, 

X*  +SI*  —  2a, s  —  2(>|ir +  c,  ^o, 


Ex.  S.  Soienl  T,  U,  V  les  {ircmicr)  lucmiirf s  de 
nprèa  les  avoir  rendus  liomogcncs  par  l'iotroducliou 
T^  cic.  ^tam  les  dérivées  prises  par  rapport  i  r,  y,  i 
orlliogannl  pcul  se  mettre  sous  la  foriue 

I    TV     ir;     f*    \ 

u;  u;  u; 


in|UBiioni  de  l*exenple  prcccdnil 
"uLC  Iroisi^e  variable  a  ;  TJ,  TJ, 
montrer  que  réquaiioii  du  tente 


v; 


v; 


Elle  ci|irime  ilora  que  Ici  polaires  d'un  point  de  ce  cercle  par  rapport  aux  trois  aatm 
concourent  en  un  autre  [Miiit  du  même  cercle. 

Ex.  •.  D'uQ  point  H  on  mène  trois  droilei  passant  par  les  sommela  a,  f.,  y  d'un 
triangle  et  coupant  les  eAlés  opposés  aux  points  n',^', -/.  Le  cercle  orlh clouai  aui 
cercles  di.'erils  sur  az',  ^^',  y/  passe  par  deux  jioinli  lîics,  quel  que  mil  le  jwint  H. 
(H   Faumc.) 

Ex.  a*.  Étant  donnés  deux  ecrelet  qui  se  coupent  orthogonal cmeol,  si  l'on  bit 
passer  au  cercle  par  leurs  centres  cl  leurs  points  d'inierMclioii,  la  sonime  des  jiuii- 
sanees  d'un  point  de  ce  cercle  par  rapporlaux  cercles  donnés  est  nulle. 

S   3.    CENTRES    DE    SIHILITUDE    DB    DEUX    CERCLES. 

131.  Soîeatocti  les  centres  de  deux  cercles.  Si  on  prcnil  |ioiir  a\i^ 
des  coordonnées  tes  tangentes  communes,  les  équations  des  cercles  sont 
de  la  forme 

■    (o)        ic'  +  ï'  +  2ïy  C09  S  —  201  —  laij  +  n*  =  o, 
(i)        a;'  4" y* +  2*1/  cos  e —  aa'a  —  2(i'y-ho"=  o, 
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où  «  =  SA,  tt'  ^=  SA'  et  Q  est  l'naglc  des  axes.  Menons  pnr  l'origine  une 
sécante  j/  =  par;  elle  rencontre  les  cercles  aux   points  r,  r',  R,  H'.  En 


vr|.  M. 

représentant  par  x  et  y,  X  cl  Y  les  coordonnées  des  points  r  et  R, 

on  a  les  égalités 

y      Y  j,  .         X     Y 

'==5,        d'où         -=_. 

Posons 

5  =  ^=  A. 

X      y 

Si,  dans  l'cquation  (i),  on  remplace  les  variables  x  et  */  par  )jc,  )y,  on 
obtient 

À'  (x*  -\~y*  +  2xy  cos  S)  —  aa')^  —  2a'ly  +  a"  i=  o, 

et,  en  prenant  X=— ,  on  retrouve  l'équalion  du  premier  cercle.  Pour  les 

points  r  et  R  appartenant  ïi  la  fois  aux  cercles  et  ù  In  sécante  issue  du 
point  S,  on  a  donc  les  relations 

X_Y_a;_ 

x~y~a' 

d'où 

X_  Y _ [/X' 4-  Y*  +  ïXY  cos  9 _ SR  _  o|  _SA^ 
'^      y        l/x>-\-y''}-2XycosB        ^r       a       SA 
Lo  rapporte-:— est  constant  igucl  que  soit  la  direction  de  la  sécante,  et 
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on  peut  cunslruire  le  second  cercic  flu  moyen  du  premier,  en  prenant,  sur 

le  prolongement  de  Sr,  un  point  R  tel  que  SA  =—  •  Sr.  Cette  propriété 

est  celle  qui  caractérise  la  similitude  de  deux  figures.  Le  point  de  concourt 
des  tangentes  communes  S  est  appelé  centre  de  limiUtitde  des  deux  cercles. 
Les  points  r  et  R  qui  apparlicnnent  i  des  ares  de  même  sens  sont  dits 
komologuei  directe;  deux  points  tels  r  et  R'  sont  homolcgneê  inverêta.  H 
faut  attribuer  la  même  signification  aux  droites  homologue»  directes  et  aux 
droilei  homologues  inverses. 

IIS.  Les  rayons  qui  aboutissent  a  deux  points  homologues  directs 
sont  paralIcIcB  ;  car  ai  on  mène  les  rayons  aux  points  de  contact  des  tan- 
gentes, on  a  évidemmeot 

SR_SA'_r,_Si 
Sr~SA  ~n~SÔ' 

et  les  triangles  orS,  iRS  sont  semblables.  Réciproquement,  si  on  mène 
deux  rayons  parallèles  or,  iR,  la  droite  qui  joint  les  points  r  et  R  passe 
par  le  centre  de  similitude.  Cette  propriété  permet  de  construire  te 
point  S  sans  faire  usage  des  tangentes;  il  suOil  de  mener  par  les  centres 
o  et  I  des  cercles  deux  rayons  parallèles  ;  la  droite  passant  par  leurs 
extrémités  rencontre  la  ligne  des  centres  au  point  S. 

Si  on  rapportait  les  deux  cercles  aux  tangentes  intérieures,  on  verrait 
également  que  leur  point  de  concours  Sj  jouit  des  mêmes  propriétés  que 
le  point  S.  C'est  aussi  un  centre  de  similitude  des  deux  cercles.  Pour  le 
construire,  il  faudrait  tirer  deux  rayons  parallèles  et  dirigés  en  sens 
opposé;  la  droite  qui  réunit  leurs  extrémités  détermine  sur  la  ligne  des 
centres  le  point  Si. 

Cette  construction  des  points  S  et  Si  nous  montre  que  les  centres  de 
similitude  de  deux  cercles  existent  toujours  quelle  que  soit  leur  position 
dans  le  plan,  qu'ils  soient  intérieurs  ou  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Quand 
deux  cercles  se  touchent,  leur  point  de  contact  sera  évidemment  un 
centre  de  similitude. 

ISS.  Les  droites  homologues  directes  sont  parallèles  tandis  que  tes 
droùes  homologues  inverses  concourent  sur  l'axe  radical. 
Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  sécantes  SR  et  SP  issues  du 
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point  S;  posons  Sp=p,  Sp'=p',  Sr=r  et  Sc'  =  r'.  On  app'  =  rr', 

et  l'équation  du  premier  cercle  est  de  la  norme  (N"  104) 

(o)        x*  +  y*  +  2JycasB  —  (p+p')x  —  {r  +  r')y+rr'^o. 

Si  on  désigne  par  m  le  rapport  de  similitude,  SP  =  mp,  SP'  =  mji', 
SR  =  ntr,  SR'  =  mr'  ;  et  le  second  cercle  aura  pour  équation 
(i)  X*  +  y*  +  2XJ/ cos 9  —m{p+p')x  —  m{r  +  T')y  +  m'rr'  =  o. 

L'axe  radical  des  deux  cercles  est  représenté  par 

(p_l_p')x  +  (r-f  r')y  — rr'(r  +  in)  =  o. 

D'ailleurs  les  différentes  droites  bomologueg  de  la  figure  ont  pour 
équations 

M    ï+h'.  <••«    ?+?=■• 

(«■■)    i^+i--        ("''■■)    ^+à'-'- 

Il  est  Tiaible  que  les  droites  homologues  directes  rp  et  RP  ainsi  que 
r'p' et  R'P' sont  parallèles;  d'un  autre  côté,  si  on  ajoute  membre  à  membre 
les  équations  (rp)  et  (R'P'),  (r'p')  et  (RP),  on  trouve 

ou  bien 

[p4_j/)i  +  (r  +  r')y  — (i4-m)iT'  =  o; 
et  par  conséquent,  les  points  d'intersection   des  droites  homologues 
inverses  se  trouvent  sur  l'axe  radical. 

1S4.   Trouver  le$  eoordonniet  dei  centres  de  simUùvde  de»  ctrclet 
Ce  =  o.  Cl  =  o. 
Soient 

Ad  =  «0»  +  bi,v -\-i  =  o.        Al  ■=  aiU  +  fciO  +  i  =  o, 
les  équationsdcs  centres  des  cercles  donnés  ;ceux-ei  seront  représentéspar 

A,"  —  r.»  («•  +  V')  =  o,        Al*  —  r,"  {«»  +  «')  =  o, 
dans  lesquelles  u  et  v  sont  les  coordonnées  d'une  tangcnic  quelconque. 
En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre  après  les  avoir  divisées 
respectivement  par  r»'  cl  ri*,  on  obtient 
Ao'      A,» 
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Cetic  relation  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  u  et  f  qui  correspondent 
au\  tangentes  rommunes,  et,  par  suite,  les  équations 
,  ,  Ao      A,  A-      A, 

r,       r,  r.       r, 

représentent  les  points  de  concours  de  ecs  tangentes  ou  les  centres  <lr 
similitude  des  deux  cercles.  La  première  donne  le  point  que  nous  avons 
appelé  jusqu'ici  S,  et  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  : 


la  seconde  représente  le  point  de  concours  des  tangentes  intérieures,  et 
les  coordonnées  rectangulaires  de  ce  point  sont 

_atri'\-ain  b^r,  -j-  6|r, 

r,  +  ro     '         "'^    rt+u 

La  forme  des  équations  (a)  met  en  évidence  celte  propriété  des  centres 
de  similitude  de  diviser  harmoniquement  la  distance  des  centres  des 
eerdes. 

ISfi.  Trouver  les  équatiom  des  tangentet  commuues  aux  etrrlei 
Co=oetC,  =o. 

Les  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  (x',  y')  au  eercle  Co  ont  pour 
équation 

[{X  -  a„)  (x-  ^  ao)  4-  (y  -  6.)  (y'  -  6.)  -  r.*]* 

-  K^  -«».)*  +  (!/-  6.)'  -  ru']  [{x-  -  «.)•  +  (y'  -  6»)'  -  r.*]  =  o. 

Ponr  obtenir  les  tangentes  communes  extérieures,  il  suffit  de  remplacer 

x'  et  y'  parles  coordonnées  du  point  S;  après  quelques  réductions,  on 

trouve 

[(I  -  a.)  (o.  -  .,)  +  (J  -  4.)  ib.- 1,)  -  r.  (r,  -  r.)j' 
-[(x-o.)'  +  (s-6.)'-r.'j|o.'-(r,-,-.)'l  =  o. 
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ou  oi  reprdsenb;  la  disUnce  des  cenires.  On  peut  transformer  cette  équa- 
tion, en  remarquant  que  t'ciprcsssion  renfermée  dans  la  première  paren- 
thèse est  égale  à 

(a*  —  ai)x+{b»  —  b,)y  —  a«*^mai  — V+6»6t  —  for, -j-»"»* 
=— [Ci — Ce — oi* — 6i*4-'"i* — oo* — 6û'-|-ro*+2«o(i(+ 36061  —  aroT)] 

=  ^(C,-C,-[m*-(r.-r.)«]i- 

En  autwtitusnt,  l'équation  des  tangentes  extërienres  est  de  la  forme 
j  C,  —  C  ~  [^'  —  (r,  —  n)*]\*  —  4C,  \Sï*  -  (r,  —  r,)']  =  o. 

1S#.  Trouver  Im  éijuationi  det  polaires  des  centres  de  timititude  rela- 
livetnent  aux  cerrlts  Ce  =  o,  C|  =  o. 
la  polaire  d'un  point  (x',  y')  relativement  au  cercle  Co  a  pour  équation 

(X  -  B.)  (x' -  a.)  4- (y  -  6.)  (y' —  M  -  •■»*  =  0- 
Pour  obtenir  la  polaire  du  point  S  par  rapport  au  même  cercle,  il  faut 
poser 

a»r,  — Oir»  ,      fceTi  —  6ira 

i'^ y  T= ■ 

r,~rt  ■'  ri  —  r» 

Après  la  substitution,  on  obUcnt 

(x  — floH"»  — «i)-t-(y  —  M(^i>  — 61)—  '■•('■'  —  ro)  =  o, 

ou,  en  Tcrtu  d'une  transformation  indiquée  au  numéro  précédent, 

Cl  —  C,  —  [ôï'  —  (r,  —  r,)*]  =  0. 

Pour  In  polaire  du  même  point  rclalivcBiCDt  au  cercle  Ci,  on  aurait 

(x  _  a,)  {a,  -  0.)  +  (y  -  6.)  (6|  -  6»)  -  r,  (r.  -  r,)  =  o. 

ou  bien, 

C,  —  C,  4-  [ôï*  —  (n  —  ro)«I  =  o. 

EnGn,  en  répétant  le  même  calcul  pour  le  centre  de  similitude  Si,  on 

trouTerait  pour  les  polaires  de  ce  point  relativement  aux  cercles  C*  et  C|, 

C,  —  Co  -  [ÔT*  —  {r„  +  r,}»]  =  o, 

C,  _  C,  +  [^*  -  (r.  +  r,y]  ^  o. 
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On  dûteriDÎncrnït  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes 
cxtdrieurcs  et  intérieures,  en  combiDant  ces  équations  avec  celles  dn 
cercles  Cn  et  Ci . 

§    Z.    SYSTÈME    DE   TROIS    CERCLES.    —    DU    CERCLE   TÂSGËNT    A   TROIS 
CERCLRS   DONNÉS. 

117.  Considérons,  dans  un  plan,  trois  cercles  représentés  par  Itt 
équations 

C,  =  o,        Cl  =  o,        C»  =  o, 
dont  les  centres  sont  les  points  (oo,  bo)>  (ai ,  b,),  (oi,  bi),  et  les  rajrons  ra,ri, 
ri.  Les  sécantes  communes  des  cercles  pris  deux  ii  deux  ont  pour  équatioDs 

Co  —  C)  =  o,  C,  —  C)  =  o,  Cl  —  Ca  =  o, 
et,  par  conséquent,  elles  se  coupent  en  un  même  point  appelé  centre 
radical  des  cercles  donnés.  En  vertu  de  la  signilicalion  des  qutntilû 
Cn,  Cl,  Cl,  ce  point  jouit  de  la  propriété,  que  les  tangentes  aux  cercles 
issues  de  ce  point  ont  même  longueur.  Le  centre  radical  est  ainsi  le 
centre  d'un  cercle  orthogonal  aux  trois  autres  et  dont  le  rajon  est  It 
longueur  commune  des  tangentes.  Deux  des  trois  équations  précédentes, 
par  exemple, 

Cl  —  Cl  =s  o,         Ci  —  Co  ^=  o, 

serviront  à  calculer  le  centre  du  cercle  orthogonal;  le  rayon  s'obtiendra 
en  substituant  les  valeurs  trouvées  pour  xcty  dans  l'une  des  expressions 
C„  C„  Ct. 

1*6.  LeB  centrée  de  simililude  de  trou  cerck»  sont  nluét  Iroit  à  troit 
tur  quatre  droite». 

D'après  le  N'  134,  les  points  de  concours  des  tangentes  extérieores  sont 
représentés  par  les  équations 

,   A.      A,  ,  .   A,      A,  ,  ,  A,      A, 

r<i       r,  Tt      r»  ri      re 

et  les  points  d'intersection  des  tangentes  intérieures  par 


La  Torme  de  ces  équations  indique  que  les  trois  premiers  points  sont  en 
ligne  droite,  ainsi  que  deux  des  trois  outres  avec  l'un  des  points  (i),  (2], 
(3).  Les  coordonnées  rectangulaires  des  six  centres  de  similitude  se  ral- 
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culent  facilement  au  moyen  des  relations  prëcëdentes.  Les  droites  sur 
ksquelles  se  trouvent  ces  points  sont  lea  axes  de  similitvde  des  eerclcs 
donnés;  celle  qui  joint  les  points  (i),  (2),  (3)  s'appelle  axe  extérieur  de 
timUitude.  Ces  points  et  ces  droites  existent  toujours,  quelle  que  soit  la 
position  relative  des  cercles  d,  C|,  Ct. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  un  cercle  S  ^=  o  touche  les  deux 
cercles  Cg  ^  o  et  Ci  =  o,  les  points  de  contact  sont  en  ligne  droite 
avec  un  centre  de  similitude  de  Co  et  Ci;  car  ces  points  de  contact  sont 
deux  centres  de  similitude  des  trois  cercles  S,  Co  et  C|. 

1S9.  Trouver  Véifualion  de  l'axe  extérieur  de  similitude. 

n  BufGt  de  chercher  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  points  (i)  et  (3) 
du  numéro  précédent.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  ces  deux  centres 
de  similitude  sont 


(0 


r,  ~  ri  •'  fil  —  r. 


(3) 

ct  l'équation  de  l'axe  extérieur  de  similitude  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(7)  M^t -  b,)-hr, (6a  —  6,)  +  r, (6,  —  60)]» 
—  [ra{at  —  a,)  +  r,  {«•  —  ai)  +  rt  (oi  —  o»)]y 

4-  ro(ai6»  —  oi6i)  +  n  (ai&«  —  «eti)  +  rt  {at,b,  —  Oi6û)  =  o. 
On  trouverait  de  la  même  manière  les  équations  des  autres  axes  de 
similitude. 

1 40.  Déterminer  le  pôle  de  l'axe  extérieur  de  similùude. 
Nous  avons  trouvé  (N*  136)  pour  la  polaire  du  centre  extérieur  de  simi- 
litode  des  cerelcs  C»  et  Ci  par  rapport  au  premier^  l'équation 

(8)  C,  -  C.  -  [oV  —  (r,  -  ra)']  =0. 

De  même,  la  polaire  du  centre  extérieur  de  similitude  des  cercles  Ci  ct 
Cl  relotivcmcnt  à  Co  sera 

(9)  C  —  Co  —  [m'  —  {r,  —  r„)*\  =  o, 

où  o2  est  la  disUnce  des  centres  de  C»  et  d.  Les  droites  (8)  ct  (9)  doivent 
passer  par  le  point  demandé  ;  en  résolvant  les  équations  par  rapport  à  x  et 
y,  on  aura  les  coordonnées  rectangulaires  du  pôle  de  l'axe  extérieur  de 
similitude  des  trois  ccreles  par  rapport  à  C«. 
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141.  Nous   niions  Icrmincr  l'titudc  du  cercle  pnr  la  résolution  d'un 
problème  intéressant  et  qui  a  àéjh  reçu   plusieurs  solutions.  Ce  pro- 
blème consiste  u  déterminer  un  cerrlc  tangent  à  trois  eoreles  donnrs. 
Soient  o,  I,  î  les  cen- 
tres des  cerelcs 
Co  =o,  Ci  =  o,  Ci  =  o; 
X  et  y  les  coordonni'cs  «lu 
centre  du  cercle  inconnu 
et  r  son  rayon.  On  expri- 
mera qu'il  est  tangcRlintc- 
ricurcment  ou  extcriciirr- 
nicn  t  n  l'un  des  cercles  pro- 
posés, rti  cgalnnt  la  distance  des  centres  ïi  lo  somme  ou  ii  la  diffcrcncï 
des  rayons.  Ce  qui  conduira  aux  égalités  suivantes  : 
(x  —  a„y  +  (y  —  60}'  =  {r  ±  r«)», 
(x-a.}'  +  (y-M'  =  ('-±r,)', 
(x-a,y  +  (y-b,y  =  {r±r,Y; 
ou  bien 

CB  +  r<,*  =  (r±ro)». 

(«)  C, +r,*=(i-d;  r,)', 

C»+r»«=(r±r,)*. 

La  combinaison  des  signes  donne  lieu  ù  buit  solutions  distinctes:  miii 
le  nombre  des  solutions  réelles  dépendra  de  la  position  respective  des 
cercles  donnés.  Quand  ils  sont  extérieurs  l'un  Jv  l'autre,  on  a  ;  i*  Dcuï 
cercles  dont  l'un  louebe  les  trois  cercles  donnés  intérieurement  et  l'iulrc 
extérieurement;  2'  Trois  cercles  ayant  des  contacts  extérieurs  stcc  dcu\ 
des  cercles  donnés,  et  un  contact  intérieur  avec  le  troisième;  3' Trois 
cercles  ayant  deux  contacts  intérieurs  et  un  conlncl  extérieur  «lec  1rs 
cercles  proposés. 

Dans  chaque  cas,  on  pourra  toujours  écrire  trois  équations  de  1» 
forme  (a),  en  ayant  soin  de  donner  aux  rayons  i„,  r,,  r»  des  signes  con- 
venables. Par  exemple,  pour  les  deux  cercles  qui  louchent  les  aiilrt-s, 
l'un  intérieurement,  l'autre  extérieurement,  on  aurait  les  égailles 
(10)  C-f  r,«  =  (r4-ro)',  C,-\-r,'  =  {r  +  r,y,  C,  +  r*' =  (r  +  r,)^ 
(10')   C„ +  ,■„«  =  (,■-,.„)>,  c,+,V=.(r-n)',  C.  +  r,»  =  (r-r,J^ 
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Le»  rcliilions  {x)  renrcriiient  donc  la  solution  analytique  du  problème  ; 
il  faudrait  rcsouilrc  ces  trois  ëqualiuns  par  rapport  aux  inconnues  x,  y  et 
r,  pour  obtenir  tous  les  cléments  d'uQ  cercle  qui  répond  k  la  question. 

149.  Nous  nous  proposons,dsns  ce  qui  va  suivre,  d'indiquer  un  moyen 
de  dfîcrirc  un  cer(dc  langent  à  trois  cercles  donnés  sans  résoudre  les  équa- 
tions (x).  D'abord,  si  on  retranelic  \cs  équations  (lo)  membre  à  membre, 
on  obtient 

Cl  -  C  =  2rlr,  —  r,), 

(n)  Ct  — Co=.2c{r,  — !■„), 

C~C,  =  2r(r«  — r,). 

En  multipliant  respectivement  ces  dernières  par  rg,  r„  ri,  cl  en  ajou- 

(antensuilc,  la  somme  des  seconds  membres  est  nulle;  on  a  donc  l'cqualioR 

(13)        r^C,  -  O  +  r,  (C.  -C„}  +  r,  (C.  -  C)  =  o. 

Les  coordonnées  x  et  y  du  centre  du  ccrelc  cberclié  doivent  satisfaire 
aux  relations  (ii)  et  (12)  qui  découlent  des  équations  (10),  Hais  si  on 
remarque  que  les  diiïércnccs  Ci  —  Cj,  C|  —  C»,  Cb  —  d  sont  du  premier 
degré  en  x  et  y,  et  qu'elles  représentent  les  premiers  membres  des  équa- 
tions des  sécantes  communes,  l'équation  (12)  est  celle  d'une  droite  qui 
passe  par  le  centre  radical.  De  plus,  elle  ne  change  pas  si  on  écrit  —  ra, 
~ri, — Ti  nu  lieu  de  ro,  r,,  r» ;  cette  d.roite  renferme  les  centres  des 
cercles  tangents  extérieurement  et  intérieurement  au:c  cercles  C»,  C,,  Cf. 

Le  cocflicient  angulaire  de  la  droite  (12)  ■  pour  expression 

r«  (Oi  —  ai)  4-  «"i  ("o  —  "0  +  rt(a,~at) 
r,{b,  —  b,)-\-r,{b,-b,)  +  r,il„~li,y 

tandis  que  celui  de  l'axe  extérieur  de  similitude  est  (N*  139] 

j-o  (oj  —  oi)  +  r,  {a»  —  o,)  +  r,  (a,  —  oo) 

La  droite  représentée  par  l'équation  (12)  est  donc  perpendiculaire  à 
l'axe  extérieur  de  similitude.  Si  on  étend  cette  conclusion  aux  autres  axes, 
on  a  la  proposition  suivante  : 

Les  centres  des  huit  arêtes  tangents  d  trois  cercles  donnés  sont  sUuis 
deux  à  deux  sur  tes  perpendîcutaires  abaisses  du  centre  radical  sur  tes 
axes  de  similitude. 
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14S.  ConsidéroDS  spécialement  le  cercle  qui  louche  iaUSrieurement  les 
trois  autres  et  dont  le  centre  est  s  {x,  y). 

Soient  (jc' y*)  les  coordonnëes  de  son  point  de  contact  avec  Ct;  ee  point 
divise  la  distance  <o  en  deux  segments  dgaux  b  r«  ct  r,  et,  par  suite, 
__r»x-J-ro«  ,   _nj/  +  rb„ 

r,  +  r    '      ^  ~    TD  +  r    ' 
d'où 


Ces  dernières  valeurs  doivent  satisfaire  aux  t-quations  (i  i).  Remarquons 
que  la  substitution  des  expressions  précédentes  dans  une  fonction  de  U 
forme  ax ~{- by -i- e,  donne  pour  résultat 


jc=zz',y  =  y',  et  retrancher  ensuite  le   produit  de  —  par  la  valeur  du 

même  polyndme  pour  x  =  at,y  =  b».  Cela  étant,  la  substitution  de  x  el 
de  y  dans  les  deux  dernières  équations  [ii)  donnera 

'-^{C,  -  C.)  --  (^  +  r,'  -  r.<)  =  2r{r,  -  r,). 


où  C'o,  Cl,  C'i  sont  les  valeurs  de  Co,  Ci,  Ci  quand  on  remplace  x  cty 
par  x' et  y'.  En  simplifiant  et  supprimant  les  accenls,  on  obtient  deui 
équations  de  la  forme 

C  — C  r 


(13) 


C  r 


(14)  —1  ,       — -. 

qui  représentent  deux  droites  passant  par  le  point  de  contact  [x',  y'). 
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Comparons  ces  équations  avec  colles  qui  de  terni  iaeiit  le  pôle  de  l'axe 
extérieur  de  similitude  (Pf"  liO),  et  qu'on  peut  écrire 

C,  —  C  C,  —  Ce 

-=l 1=0,  ==i i=o, 

02  —  (rj  — r«)*  01   ~{r,  —  r,)* 

La  souslractioa  de  ces  deux  égalités  conduit  à  une  nouvelle  équation 
représentant  une  droite  qui  passe  par  le  centre  radical  et  le  pdie  de  l'axe 
eilérieur  de  similitude;  car  on  a 

Ci  — C Cl— U         _ 

3i*  —  {r,  —  ro)'      ^*  —  {>;  —  r,)' 

D'un  autre  côté,  si  ou  retranche  (13)  et  (14)  membre  à  membre,  un 
retrouve  la  même  équation:  il  en  serait  encore  ainsi,  lorsqu'on  remplace 
rotnjri,  par  —  r<i, — n,  —  r,.  Il  en  résulte  que  la  droite  qui  joint  le 
centre  radical  avec  le  pâle  de  l'axe  extérieur  de  similitude  par  rapport 
à  Ct,  passe  par  les  points  de  contact  de  ce  cercle  avec  ceux  qui  toucbcnl 
les  trois  autres  intérieurement  ct  extérieurement. 

En  généralisant  ce  résultat,  on  a  que  tes  droites  qui  passent  par  le  centre 
des  sécantes  communes  et  les  pôles  (fun  même  axe  de  similitude,  par  rap- 
port d  chacun  des  cercles  donnés,  rencontrent  ceux-ci  en  six  poinli  qui 
sont  lespoinls  de  contact  de  deux  cercles  tangents  d  Cd,  Ci,  Ci. 

Ainsi  pour  décrire  le  cercle  qui  toucbe  les  trois  cercles  donnés  intérieu- 
rement, il  faut  déterminer  les  pdles}>i,  j>„})i  de  l'axe  extérieur  de  simili- 
tude relativement  aux  trois  cercles.  Si  O  est  le  centre  radical,  les  droites 
Opi,  Op,,  Opi  rencontrent  les  cercles  intérieurement  en  trois  points  qui 
sont  les  points  de  coutoct.  On  abaisse  ensuite  une  perpendiculaire  du 
point  O  sur  l'axe  de  siioilitude;  la  ligne  qui  joint  le  centre  d'un  cercle 
avec  son  point  de  contact  déterminera,  par  sa  rencontre  avec  la  perpen- 
diculaire, le  centre  du  cercle  cbercbé  (0. 


(I)  Cette  solulion  analytique  est  daniiéa  par  0.  IIisbk  dans  un  opuscule  intitule  : 
Vorlaungm  au*  der  anatyliidieii  Geaiiutrla  dtr  geraden  Linit  dei  PuHktti  und  dei 
Krâtti,  Leipzig,  180S.  Le  cercle  qui  touche  trois  cercle)  donnes  jouit  de  nomhreuscs 
propriétés,  voir  Pohcilet,  Traiti  dei  propriitit  prtgettlvei  dtt  figwtMi  tome  I,  1 56. 
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CHAPITRE  VI. 
COURBES  DU  SECOND   ORDRE. 

Ëqtutlon  générale  da  Beoond  dagré  en  ooordoiuéea  ourtésiamiiM. 


SoHMiiii.  —  IhtUguti  repréimliit  par  l'équation  gitii''^»  ^h  *emnd  iegri.  IdntiU 
d«  i^urliet  dn  êteond  ordre  avec  Uê  itttion»  confçvu,  Cmire,  diaMèlrt*  tt  maa 
dit  lignée  ibt  iraind  ordr».  —  De  la  tangente  et  de  ta  polaire.  --  SimpU/teaUm  de 
Ciquathn  générale, 

S    1.    DISCUSSION   DE   L'âQUATlOK  GËNËRUE  DO   SECOND   DEGHË.    5BCTI0KS 
COHIQDES    ASSUJETTIES    K    CeRTAINES    C0KD1TI0K9. 

144.  L'équation  la  plus  gcnéralc  du  second  ddgrc  en  x  et  jf  est  de 
la  forme 

(i)  Ay»  4-  zBxy  +  Ci»  +  2Dy  +  «El  +  F  =  o, 
dans  laquelle  A,  B,  C,  D,  Ë,  F  sont  des  coefficients  positifs  ou  négatifs; 
dans  les  cas  particuliers,  plusieurs  de  ces  cocflicicnts  peuvent  être  nuls; 
mais,  pour  que  l'équation  sotl  du  second  degrt^,  l'un  des  trois  premiers 
doit  toujours  être  différent  de  zito.  RcsoItods  l'équation  par  rapport 
»y,i\  viendra 

(2)    y  =  _5i±^±i,/(Bi_AC)ï»+2(BD— AE)j;-t-D'~AF. 

Si  le  coefficient  A  n'est  pas  nul,  on  peut  poser  : 
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et  la  valeur  de  l'ordoancc  y  devient 

(3)  y  =  mx-l-6±R. 

*     Menons  dans  le  plan  doux  axes  quelconques  OX,  OY,  et  construisons  la 
droite  D  représentée  par 

(D)  y  =  mx-\-b. 

D'après  l'équatioD  (3),  les  points  de  la  eourbe  s'obtienocnt  en  augmen- 
tant et  en  diminuant  l'ordoimée  de  la  droite  D,  de  la  valeur  de  l'expression 
R  pour  l'abcissc  correspondante;  ils  se  trouvent  donc,  deux  ù  deux,  sur 
des  parallèles  h.  OY,  de  chaque  côté  et  à  cgale  distance  de  la  droite  D,  qui 
jouira  de  la  propriété  de  passer  par  les  milieux  d'une  série  de  cordes 
parallèles.  Celte  ligne  D  est  nommée  diamètre  de  lo  courbe. 

La  forme  du  lieu  représenté  par  l'équation  (i)  dépend  de  la  quantité  H; 
pour  l'obtenir,  il  faut  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  rendent  ic  radical 
réel;  car,  pour  ces  abcisscs,  les  ordonnées  fournies  par  l'équation  (5)  sont 
réelles,  et  les  points  correspondants  du  lieu  existent.  On  y  parvient 
par  la  règle  suivante  :  lorsqu'un  polynôme  du  second  degré  de  la  forme 
<w'+6x  +  e,  égalé  à  séro,  donne  des  racines  égales  ou  imaginaires,  il 
conserve  le  même  signe  que  le  coefficient  de  x*,  quel  que  soit  x;  il  en  est 
encore  ainsi,  quand  les  racines  sont  réelles  et  différentes,  cxcepic  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  les  deux  racines.  Posons  A=B* — AC;  ily  n 
lieu,  dans  la  discussion  de  l'équation  (3),  de  distinguer  trois  cas,  suivant 
que  A  ou  le  coefficient  de  x*  dans  le  trinAme  sous  le  radical  est  négatif, 
positif  ou  nul. 

145.  Premier  «M:  A <o.  Soient  x' et  x"  les  racines  du  trinâme  sous  le 
radical  égaléàzéro;ea  mettant  le  signe 
négntif  dcAcn  évidence,  on  peut  écrire 

R  =  ^|/-A(i-x')(x-x") 

Si  les  racines  x'  et  x"  sont  réelles  et 

inégales,  il  n'y  a  que  les   nombres 

compris  entre  x'  et  x"  qui,  substitués 

àx, donneront  un  radical  réel. Prenons  "1-  **■ 

OP' =  x',  et  OP"  =  x";  les  points  du  lieu  doivent  se  trouver  dans  la 

portion  du  plan  située  entre  les  parallèles  à  OY,  menées  par  les  points  P' 
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et  P".  D'ailleurs  y  no  peut  pas  devenir  infini  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  x'  et  x",  et  la  cuurbc  de  l'équation  (3)  sera  nccesaairemcDt 
fermée,  comine  le  montre  la  figure. 

Lea  deux  points  du  diamètre  A'  et  A"  appartiennent  k  la  courbe;  car,* 
pour  x  =  x'  et  X  :=  x",  R  '=  o,  et  l'ordonnée  de  la  courbe  (3)  se  réduit  à 
l'ordonnée  du  diamètre.  Quand  l'abcisse  x  varie  de  x'  à  x",  R,  qui  est  nal 
au  point  A',  augmente  d'abord  pour  diminuer  ensuite  et  reprendre  li 
valeur  o  au  point  A";  entre  ces  limites,  il  existe  une  valeur  de  x  qui 
donne  à  R  sa  plus  grande  valeur,  et  à  laquelle  correspondent  les  poials 
M  et  H'  de  la  courbe  les  plus  éloignés  du  diamètre.  Pour  déterminer  cette 
abcisse,  écrivons 


R  =  -(/ A  (x  —  x')  {x"  —  X). 

La  quantité  R  est  maximum  avec  le  produit  (x — x'l(x"— x);  mais,  dias 

ce  dernier,  la  somme  des  facteurs  est  constante  et  égale  à  x" — x*;  sa  to- 

leur  est  maximum,  lorsque  les  facteurs  sont  égaux.  Posons  x — x'=x" — x; 

x'+x" 
ODen  tire,  x>=>— ^!^ — :  c'est  l'abscisse  du  milieu  I  de  P'P".En  substituant 

2 

ce  nombre  à  x,  on  a,  pour  le  maximum  de  R, —  •  y  ^. 

Si  les  racines  x'  et  x"  sont  égales,  l'équation  (3)  devient 

y  =  nt4-6±: — 7 — (/— A; 

elle  représente  un  point  réel  situé  sur  le  diamètre,  et  dont  l'abcisse  est 
X  =<  x'  :  seule  valeur  qui  puisse  faire  disparaître  le  radical  imaginaire  de 
l'équation. 

Enfin,  si  les  racines  x'  et  x"  sont  imaginaires,  il  n'existe  aucun  nombre 
réel  qui  puisse  rendre  la  quantité  sous  le  radical  positive  ;  l'ordonnée  y  est 
imaginaire  et  la  courbe  n'existe  plus. 

La  ligne  du  second  ordre  qui  répond  à  ce  premier  cas  s'appelle  tltipie; 
elle  est  caracténsée  par  la  relation  :  B'  —  AC  <o. 

El,  1.  Que  reprftciilent  les  équations 

(1)  4y'  —  4ay +  îx'  — 8y  —  M  +  9:=o, 

(a)  ï' —  wjr -I- 4^"  H- as  -  141  +  13=0, 

(3)  r/'-2Xtf +2J!'  — 2J-M-»-6  =  0? 
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Des  «Ilipsci  :  poBr  ee»  ^quilioas,  B"  —  AC  <o,  La  premiire  représente  upc  ellipse 
réelle  comprise  enlre  les  parallèles  a  —  1=0,*  — 5  =  0;  le  diamètre  est  y  =  - a: -t- 1 
el,  pour  a:  =  3,  R  prend  sa  valenr  miximmn  I.  L'éqoalion  (2)  représente  le  point  {2,  l) 
da  diamètre  y  =  x  —  i  ;  enSn,  l'ellipse  de  réqnalioQ  (3)  est  imaginaire. 

Ex.  ».  Indiquer U  position  des  courbes  représentées  parles  équalions  saivantes: 

(1)  y*  —  3xy  -t-aai'  —  2y  —  3ii!-t-7  =  o, 

(2)  y"  -I-  3Xy  -*•  lOB!*  -  9»  :^  o, 

(3)  2iB«-»-3if»  =  8. 

La  première  est  une  ellipse  comprise  dans  la   portion  du  plan  inlcrceplée  par  lei 

parallèles  X  —  3  K  D,  a  -  2  =  o  { l'ëqualion  du  diamètre  est  y  =  1 -t-i  j  i"""" '=2' 
a  est  maximum  et  égal  i  - .  L'ellipse  de  l'cqnaUon  {2)  passe  par  l'origine  et  se  termine 
ilaparalliie  31  —  1  =  0;  le  diamètre  est  y  =  —  «,  et  R  est  maximum  pour  "  =  -■ 
L'équation  (3)  représente  une  ellipse  «yraélrique  par  rappoK  aux  axes  coordonnés. 
Ex.  ».  Que  représente  l'équalioii 

oi>  +  Ay>  -^  pu  +  çy  -I-  r  =  o, 
lorsque  oet  &  sont  de  même  signe; 

Une  ellipse  dont  le  diamètre  est  parallèle  aux  x;  si  a  =  b,  l'équation  représente  du 
cercle  :  on  doit  donc  regarder  le  cercle  comme  un  cas  particulier  du  genre  ellipse. 
Ex.  4.  Quelle  eat  la  condition  pour  que  les  équations 
asf' -t- a' -t- px  +  q  ^  o. 
a«*-t-y'-+-ry-t-»^0 
représentent  des  ellipses? 
II  faut  que  le  coefBcient  a  soit  positif. 

lAB.  Deuxième  ca*  .•  A  >  o.  Supposons  que  les  raciaes  x'  et  x"  du  tri- 
nôme sous  le  radical  égalé  à 
zéro  soient  réelles  et  diffé- 
rentes; on  aura 

R=i-(/A(a:-a:')(a:-x"). 

Les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x'  et  x"  rendentRima- 
ginaire  ainsi  que  l'ordonnée 
y  de  l'équation  (3).  Prenons 

OP'  =  l'elOP"^  x";  il  n'y  ""■  "■ 

aura  aucun  point  du  lieu  dans  In  parlic  du  plan  intcrccpliie  par  les  parai- 
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lèlcs  j — x'=^o,  X — Jc"=o.  Hnis,qunnil  x  varie  «Jupuis  j:"  jiisqii'û  +  00, 
ou  depuis  x' jusqu'il  —  00 ,  R  est  toujours  réel  cl  augmente  indélinimciit 
Dvcc  X.  La  courbe  se  composera  de  deux  brandies  dislinclcs  partant  dc^ 
points  A  et  A'  et  s'cloignaut  î)  rinfini  dans  les  deux  sens  du  dinmètre. 
Si  les  racines  sont  égales,  on  a 

l'équation  {3)  s'abaisse  au  premier  degré,  cl  devient 
ij^mx-^b±.  — -—  (/îï . 

Dans  ecltc  hypothèse,  on  a,  pour  le  lieu  de  l'équalion  du  second  degré, 
les  droites 

(DO  y  =  mx  +  6-^:=^(/Â, 

qui  se  coupent  sur  le  diamètre  D;  cor,  pour  x  =  x',  les  ordonnées  des 

droites  D,  Di,  Di  sont  égales. 

Enfin,  lorsque  les  racines  sont  imaginaires,  il  n'existe  aucun  nombre 

rcelqui  puisse  annuler  le  radical;  maisR  est  toujours  réel  quel  que  soitjr, 

et  la  courbe  embrasse  tout  le  plan  de  chaque  rtilé  du  diamètre  sans  ren- 
contrer celle  droite.  Si  l'on  veut  dé- 
terminer les  points  les  plus  rappro- 
chcsdu  diamclrc.il  Tant, dans clioquu 
cas,  introduire  un  carré  sous  le  radi- 
cal, et  mettre  It  sous  la  forme 


où  (t'est  nécessairement  une  qnanlilé 
Fif.  M.  positive,  puisque  R  est  réel  que)  que 

soit  x;  alors,  il  est  visible  que  la  valeur  x  =  «  rend  R  minimum.  On 
obtiendra  les  points  les  plus  rapprochés  du  diamètre,  en  prenant,  sur 
l'ordonnée  qui  correspond  à  x  =  a,  à  partir  du  dinmclrc,  les  longueurs 
IM  ^=  IM'  =^  minimum  de  R. 
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La  courbe  qui  répond  h  ce  second  cas  s'appelle  hyperbole;  elle  est 
earactërisëc  par  la  relation  :  B*  —  AC  ^  o. 

Ex.  1.  Que  rcprc$ciitcDt  les  équilioDS 

(I)  4S*~8xy-*-3»>'-¥49  —  œ-t-5  =  o, 

(3)  y'  —  a*j(  +  4y  —  M-t-3  =  o, 

(3)  j)*  — aty  +  ^ï  — 4a!  — 2  =  ûî 

Des   hyperboles:    elles    donnent  B'  —  AC>0.   Le  diamètre  de  l>   première   cit 
y:slB 1    et  les  poiuU  où  e[ie  rGiicoDlro  cette   droite  oui  pour  ibcisses  e=:  —  i, 

c:=4;  Il  seconde  cquBLioii  représente  les  deux  droites  y^  —  i,y^2«  —  3  qui  se 
coupent  sur  le  dismèlre  y  ^  »  —  2  ;  enfin,  l'hyperbole  de  l'équttion  (3)  ne  rencontre 
pis  lo  diamètre  donné  par  ]r  =  >  —  i;dana  cet  eicmple,  R  peut  se  mettre  soas  la 
forme  R  =  ï^l«-hi)'-«- 2,  et,  pour  *=  — i,  on  a  H=l/Tquî    est  »a  yaleur 


Ex.  •.  Qae  rcprëscole  l'équation  générale  (1),  lorsque  l'un  des  coefltcients  ActCi 
égal  a  tëro? 
Supposons  A  =  o,  on  a  réquatioii 

2B«y  -t-Cx'-t-  sDy  -I-  zE*  +  F  =  o, 

qoi,  résolue  par  rapport  i  jf,  devient 

_      Ca'  -I-  zf.!t  -I-  F 

après  avoir  effcciuc  la  division  autant  que  possible,  la  valeur  de  f  sera  de  la  forme 


'  2(B»  +  D) 

où  r  est  le  reste  numérique  de  la  division.  Construisons  les  droites  qui  ont  pour 
équations 

(II)  "  =  -^'  m  v=mx^b. 

D  D 

Si  x=z — -=1    l'ordonnéeyde  la  courlo  est  inGoie,  et  quand  x  varie  depuis —  — 

jusqu'à  -*■  00 ,  elle  diminue  d'abord  et  se  rnpprocbc  ensuite  do  l'ordonnée  de  la  droite  D 
en  la  surpassant  toujours;  cnlin,  pour  x=:co,  la  fraction  du  second  membre  de  (n)  est 
nulle.  On  a  ainsi  une  brauche  de  courbe  située  dans  l'ongle  des  droites  D  cl  H  et  qui 
s'étend  vers  Tinfîni  en  se  rapi^ocbanl  de  plus  en  plus  de  ces  droites.  Il  existe  uiio 
deuxième  brancbe  infinie  située  dans  l'angle  opposé)  et  qui  correspond  aux  valeui'S  de  c 

comprises  entre  —  —  cl  —  œ .  L'équation  proposée  représente  donc  une  hyperbolcj  on 
a  effectivement  B'  —  AC  =  B'  >  o. 

Ex.  a.  Indiquer  la  psition  de  la  courbe  dci'équation 
2Bxy  •+■  2Dy  +  zEx  +  F  =^  o. 
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On  *:  A^C:=o  et  B*  —  AC^o.  Il  ctt  bcile  de  inoDtrer,  ea  luirtnt  It  imrdM  de 
l'eicmplE  prMdcDt,  que  l'équilioB  repr^nte  une  hj'perbole  silure  diiu  let  taff** 
opposés  des  d  roi  le) 


143'.  Troisième  eaê  ;  A=o.  Si  B* — AO=o,  le  trinAme  sous  le  radical 
égale  à  z<!ro  a  deux  racines  dont  l'une  est  infinie,  et  l'autre  est  donnée  par 
l'ëquation 

2  (BD  —  AE)  a:  4- D' —  AF  =  o. 

D'  — AF 

Posons  i'  = ;  l'ordonnée  y  de  la  courbe  aura  pour  ex- 
pression 

y  =  uji  +  6  ±  i(/2(BD  — AE)(a:  — I'). 

SoitOP'^=x';  le  point  A' du  diamètre  appartient  ù  la  courbe:  car, 
pour  cette  valeur  de  x,  le  radical  disparaît.  De  plus,  la  seconde  racine 
étant  infinie,  la  courbe  rencontre  le  diamètre  en  un  second  point  à 
l'infini.  SiBD  —  AE>  o,  toute  valeur  de  z 
plus  grande  que  x'  rend  le  radical  réel,  et 
tous  les  points  du  lieu  se  trouvent  dans  la 
région  du  plan  située  h  droite  de  la  parallèle 
X —  x'=o;  tout  point  pris  &  gaucbe  a  une 
abcisse  plus  petite  que  x*  et  ne  peut  appar- 
tenir au  lieu  de  l'équation,  puisque  l'or^ 
Fi|.  SI.  donnée  correspondante  est  imaginaire.  La 

courbe  part  du  point  A'  et  s'étend  à  l'infini  dans  le  sens  des  x  positifs. 
Lorsque  BD  —  AE<o,  l'ordonnée  y  est  réelle  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  z'  et  —  oo  ;  on  s,  dans  cette  bypotbèse,  une  branebe 
infinie,  comme  celle  de  la  figure,  seulement  elle  est  dirigée  en  sens 
opposé,  vers  les  x  négatifs. 

Enfin  si  BD  —  AE  :=  o,  l'équation  représente  deux  lignes  droites  parai- 
lèlcs,  réelles  ou  imaginaires;  car  la  relation  (3)  se  réduit  it 

y  =  mx  +  b^j  j/D'  —  AF. 

La  courbe  du  second  ordre,  pour  laquelle  B'  —  AC  ^  0,  s'appelle 
parabole;  elle  se  compose  d'une  seule  branebe  infinie  dont  les  deux 
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parties  ont  uue  tendance  h  se  rapprocher  h  l'infini  pour  se  rencontrer  sur 
le  diamètre. 

El.  a.  Qae  KpréscDteDt  les  équations 

(s)  y*  +  say  -t-a^  — zy-^m-t-im^o, 

(3)  y"  —  3*y-i-  «*-*-3y— 3Hi-»-a=o? 

De»  paraboleg  ;  fil  —  AC  =  o.  La  première  a  pour  diamètre  y  ^  20  —  I,  et  reueonlre 
celle  droite  su  point  qui  a  pour  abciue  c  =  —  ~  ;  la  seconde  touebc  l'aio  dei  y  et  «'étend 
«  l'inBoi  Ter»  lei  m  né^tib;  It  troiiième  est  une  parabole  qui  m  réduit  aax  deux  droites 

Et.  »,  Indiquer  la  position  de  la  parabole  qui  ■  pour  équation 

Cz>  -h  2Dy  ■+■  zEm  +  F  =  o. 

Sionréaoodl'éqaatîonpiir  rapporiiy,  ona 

C«'-4-aE»-*-P  C 

,= ^__(«-^,„_^-). 

où  «'  et  z"  sont  les  racines  de  l'équation  Ca'  +  aE*  -h-  F  =  o. 

Lanque  les  racinei  »0Dt  réelles  et  inégales,  la  parabole  rrnconiro  l'axe  des  0  en  detix 
points  ;  ai  elJea  sont  égales,  la  courbe  est  tangente  à  cet  axe  ;  quand  a*  et  a^'  tont  inugi- 
nairee,  il  n'y  a  plus  de  rencontre  ayee  OX. 

US.  Il  résulte  de  cette  discussion,  en  y  comprenant  les  exemples 
relatirs  h  certains  cos  particuliers,  que  l'équation  fënérale  du  second 
degré  ne  représente  que  trois  espèces  de  courbes  :  des  ellipses,  des 
hyperboles  et  des  paraboles,  suivant  que  le  binéme  caractéristique 
fi*  —  AC  est  une  quantité  négative,  positive  00  nulle.  Le  genre  ellipse 
comprend  les  courbes  fermées,  et,  comme  cas  particulier,  le  cercle,  le 
point;  le  genre  hyperbole  renferme  les  courbes  à  deux  branches  infinies 
séparées  par  un  certain  intervalle,  el,  comme  variétés,  deux  droites  qui 
se  coupent;  le  genre  parabole  comprend  les  courbes  formées  d'une 
branche  infinie,  qui  se  distingue  d'une  branche  d'hyperbole,  en  ce  que 
les  deux  parties  tendent  à  se  rencontrer  ii  l'infini,  tandis  que  dans 
l'hyperbole  elles  sont  de  plus  en  plus  divergentes;  la  parabole  peut  se 
réduire,  dans  certains  cas,  à  deux  droites  parallèles.  Enfin,  lorsque 
fi*  —  AC  <  o,  il  arrive  quelquefois  que  l'équation  n'a  aucune  solution 
réelle  et  qu'elle  représente  une  ellipse  imaginaire;  si  B'  —  AC  ==  o,  elle 
peut  ne  donner  que  deux  droites  imaginaires. 
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149.  l^s  trois  courbes  du  seconit  ordre  s'obtleonent  en  coupant  on 
cône  droit  ù  base  circulaire  par  un  plan.  Soit  00'  une  ligne  fixe,  et  RI 
une  droite  indéHnic  qui  tourne  autour  de  la  première  en  passant  toujours 
par  un  point  fixe  S,  et  en  conservant  la  même  inclinaison  a.  sur  00'.  Li 
surface  engendrée  par  la  droite  mobile  est  celle  d'un  cdne  droit  à  base 
circulaire  dont  00'  est  l'axe,  et  S  )e  sommet  :  elle  se  compose  de  deux 
parties  semblables  situées  de  chaque  cdté  du  point  S. 

Menons,  par  un  point  quelconque 
A  de  la  droite  SI,  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  figure  qui  ren- 
ferme les  arêtes  SI  et  SI'  ;  il  coupe 
la  surface  du  cAnc  suivant  une  cer- 
taine courbe  AHD,  et  le  plan  ISf  sui- 
vant la  droite  AU.  Ciicrclions  l'équa- 
tion de  la  section  en  prenant  pour 
axe  des  x  la  ligne  AI),  et,  pour  axe 
des  y,  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  élevée  au  point  A.  Soit  M  un 
'''■''*■  point  quelconque  de  la  courbe;  le 

plan  passant  parce  poinlet  mené  perpendiculairement  à  00' coupe  la  sur- 
face conique  suivant  un  cercle  f  MI',  et  le  plan  sécant  suivant  une  droite  HP 
perpendiculaire  il  AB,  Les  coordonnées. du  point  H  sont  :  x=AP,  y^HP. 
Dans  le  cercle  IMI',  on  a 

{*)  MP'  =  PI-Pr. 

Désignons  par  à  la  distance  AS,  et  par  ifi  l'angle  SAD  ou  l'inclinaison 
du  plan  sécant  sur  l'arrête  SI.  Le  triangle  AlP  donne 
Pl_siolAP_sin|3 
AP      sin  AlP      cosix' 

d'où 

sin  {3 


(0 


Pl  = 


Si  on  mène  PR  parallèle  à  l'aréle  SB,  on  a  :  PI'  = 
mais  AK  ^=  là  sin  a,  et  dans  le  triangle  AltP,  on  a 
An      sin  APR      sin  (,'5  +  2«) 
AP^sin  Altl'"        cosa 


RK=AK  - 


■BA; 
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et,  pur  suite, 

w 

En  substituant  les  valeurs  (/)  et  (m)  dans  la  relation  (Jt),  on  obUent 
pour  l'équation  de  la  courbe  d'intersection 

idsiaasiuB        sîn|3siD(â4-2«)   . 

«'= -X î- ^-— î ^1% 

'  coB  ce  cas*  K 

ou  bien 

y*  cos'  «  -|-  a;*  sin  p  sin  {^  +  2«)  —  zdic  sin  «  ces  a  sin  /3  =^  o. 

Cette  ëqualion  est  du  second  degré  en  x  et  tf  ;  en  la  comparant  à  l'équi' 

tJon  générale,  on  a 

A  =  COB'  a,        B  =  o,        C  =  Bin  (3  sin  (|5  +  aa), 

et 

B'  —  AC  =  —  cos* «sin  (3sin((5-|-2«). 

Le  binôme  caractéristique  B'  —  AC  est  négatif,  positif  on  nul  selon  les 

conditions 

sin  (|3  +  2»)  >  o        ou        p  -f-  2«  <  180°, 

sin  0+2aXo        ou        P  +  2«>  i8o", 

sin  (9  +  2a)  =  o         ou         P  +  2a  =  iSo". 

Si  on  remarque  que  P+  2a  est  le  supplément  du  troisième  angle  du 

triangle  SAB,  les  points  A  et  B,  dans  le  premier  cas,  sont  d'un  même 

côté  de  S;  dans  le  second,  il  se  trouve  de  part  et  d'autre  du  sommet; 

enfin,  dans  le  dernier,  AB  est  parallèle  à  l'arête  SB. 

Donc,  la  teetton  est  une  ellipse,  si  te  plan  sécant  rencontre  toutes  Us 

arite»  (Tune  tn^e  nappe  du  cône,  une  hyperbole  s'il  coupe  Us  deux 

nappes,  et  une  paraboU  »'U  est  parallèle  d  une  aréle  du  cône. 

Ces  trois  courbes  ont  été  appelées  par  les  anciens  sections  connues; 

c'est  ainsi  qu'elles  se  sont  présentées  à  eux  et  qu'elles  sont  devenues  l'objet 

de  leurs  apéculations. 

•&•.  Si,  dans  l'équation  générale  du  second  degré 
(i)         Ay»  4-  2Bay  +  Cx*  +  2Dy  -j-  2Ex  -+-  F  =  o, 
on  remplace  z  et  y  par  les  rapports  x  :  ji,  y  :  z,  et  si  on  multiplie  ensuite 
par  X*,  elle  devient  homogène  et  de  la  forme 

Ay»  +  aBxy  +  ûr»  +  iDyz  +  2Ex*  +  Fz«  -=  o. 

U 
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H  suffira  de  faire  jc  ^  i  pour  retrouver  la  première.  Souveot  on 
n'emploie  qu'une  seule  lettre  affectée  de  deux  iadices  pour  les  coefficients 
et  OD  écrit  : 

»hX*  +  Oity'  +  oiix'  +  2aitiy  -}-  2a,txz  -\-  lottyz  =  o. 
On  peut  se  figurer  que  les  indices  i,  2,  3  se  rapportent  respectÎTemeal 
aux  variables  X,  y,  z;  chaque  coefficient  renferme  alors  comme  indicts 
ceux  des  variables  qui  se  trouvent  en  facteurs  dans  le  terme  corres- 
pondant. 

Quelle  que  soit  la  forme  employée,  en  divisant  toute  l'équation  ptr 
l'un  des  six  coefficients  il  ne  restera  plus  que  cinq  paramètres  arbitraires; 
une  courbe  du  second  ordre  est  déterminée  si  on  connaît  les  valeurs  de 
ces  paramètres  ou  si  elle  est  assujettie  &  satisfaire  à  cinq  conditions 
géomë^iques  donnant  lieu  à  cinq  relations  distinctes  entre  ces  quantités  : 
car  ce  nombre  de  relations  suffit,  en  général,  pour  calculer  les  valeurs 
des  cinq  paramétres  inconnus.  Ainsi,  en  admettant  qu'une  condition 
géométrique  équivaut  à  une  équation  entre  les  coefficients,  on  peut  dire 
qu'uAt  eour6<  du  teeond  ordre  têt  en  général  déterminée  par  emg  cm- 
ditioni. 

Supposons  que  les  condiUons  géométriques  consistent  k  assujettir  li 
conique  à  passer  par  des  points  ou  i  être  tangente  à  des  droites  données. 
Chaque  fois  que  la  courbe  doit  passer  par  un  point  donné  (x*,  y*),  oq  ■ 
une  relation  de  la  forme 

Ay"  +  zBi'y'  +  Cx"  +  2%'  +  îEx'  +  F  =  o. 
Pour  exprimer  que  la  courbe  doit  être  tangente  A  une  droite 
(rf)  y  =  ma:  +  6, 

on  élimine  d'abord  une  variable,  par  exemple  y,  entre  les  équations  (iQ 
et  (i);  on  trouve  ainsi  une  équation  du  second  degré  en  x  de  la  forme 

Px*  ■+■  2Qx  +  R  =  o, 
oùP,  Q,  R  sont  des  fonctions  des  coefficients  A,  B,  C...,  et  dont  les  ncinei 
sont  les  abcisses  des  points  d'intersection  de  la  droite  [d)  avec  la  courbe. 
Mais,  pour  une  tangente,  les  deux  points  d'intersection  se  confondent  et 
l'équation  précédente  doit  avoir  des  racines  égales;  on  obtient  ainsi  U 
condition 

Q'-PR  =  o, 
qui  est  une  relation  entre  les  coefficients  de  l'équation  (i). 
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lorsque  les  cinq  relations  entre  les  paramètres  eorrespondant  sur  con- 
ditions géométriques  données  admettent  un  seul  système  de  valeurs 
finies  pour  les  inconnues,  il  existe  une  conique  et  une  seule,  propre  i 
salisùûre  k  ces  conditions;  quand  ces  relations  sont  incompatibles,  il 
n'est  pas  possible  de  trouver  une  courbe  du  second  ordre  qui  puisse  satis- 
faire h  ces  mêmes  conditions  géométriques.  Enfin,  si  le  nombre  des 
conditions  données  est  inférieur  à  cinq,  il  y  a  toujours  au  moins  un 
paramètre  qui  reste  indéterminé,  et,  par  suite,  il  existe  une  infinité  de 
coniques  qui  répondent  &  ces  conditions.  Cependant,  pour  la  parabole,  on 
a  B*  —  AC  =  o,  et  il  suffit  en  général  de  quatre  conditions  pour  déter- 
miner cette  courbe. 

ISl.  Trouver  Nquation  des  coniques  gui  pasient  par  deux  pointé 
donnés. 

Supposons  d'abord  que  l'on  prenne,  pour  axe  des  jc,  la  droite  qui  joint 
les  points  donnés.  Une  conique  quelconque  est  représentée  par  l'équation 

Ay*  +  2Bxy  +  Cr'  +  aDy  -}-  2Et  +  F  =  o. 
Pour  obtenir  les  abcisses  des  points  où  elle  rencontre  l'axe  des  x,  il  faut 
poser  1/  =  o,  et  résoudre  l'équation 

Cx*-j-2Ear4-F=-o. 
Soient  a  et  a'  les  dislances  i  l'origine  des  points  donnés;  d'après  la  ques- 
tion, il  faut  remplacer  le  trinème  Cx*+2Ex-|-F  par  œ' — {a-i~a')  x+aa', 
ou  poser  C  =  i,  zE  =  —  (o  +  "*').  F  =  œ"'-  L'équation  cherchée  sera 
Ay»  4-  zBjy  -j-  x»  -[-  2t>y  —  (o  -f-  «')  a;  +  ao'  =  o. 
De  même  l'équation 

y'  +  2Bxy  +  Ca;'  —  (6  +  6')  y  4-  aEx  +  6fc'  =  o 

représente  toutes  les  coniques  qui  passent  par  deux  points  de  l'axe  des  y 
dont  les  ordonnées  sont  6  et  &'. 

Enfin,  si  les  points  donnés  ne  se  trouvent  pas  sur  les  axes,  une  conique 
quelconque  qui  renferme  les  points  (xi,  yi],  xt,  yi)  a  une  équation  de  la 
forme 

■Ktf— yf)(y— yi)+^(^— «"jia;— 3;t)+c(a:— x,)(y— y.)+(3:— x,)(y— y,)=o; 

car  le  premier  membre  est  du  second  degré,  et  l'équation  est  satisfaite 
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lorsqu'on  remplace  les  variables  x  et  1/  par  les  coordonoées  des  ptùnto 
doDoës. 

Les  équations  précédentes  renferment  encore  trois  coe£Scients  iodéter- 
minés,  et  il  en  doit  être  ainsi,  puisqu'on  peut  assujettir  les  coniques 
qu'elles  représentent  k  trois  conditions  nouvelles. 

IBV.  Trouver  Céquation  générale  de»  conique»  qui  postent  par  quatn 
points  donné». 

Comme  une  droite  ne  peut  rencontrer  une  conique  en  plus  de  deux 
points,  nous  supposerons  que  trois  des  points  donnés  ne  se  trouvent  pas 
sur  une  même  droite.  Cela  étant,  prenons,  pour  axes  des  coordonnées, 
deux  droites  renfermant  chacune  deux  de  ces  points.  Si  a  et  a'  sont  les 
abcisses  des  points  situés  sur  l'axe  des  x,  b  et  b'  les  ordonnées  des  points 
situés  sur  l'sxe  des  y,  l'équation  d'une  conique  qui  satisfait  aui  condi- 
tions énoncées  devra  se  réduire  à 

I*  —  (o  +  a')  I  +  ao'  =  0, 
y»_(6_|_6')j,  +  66'  =  o, 
pour  y  =  o  et  3!  =  o  ;  elle  sera  donc  de  la  forme 
aa'y*-\-2ixy  +  bb'x*  —  aa'  {b  +  b')y  —  66'(a+o')a:+aa'W  ^o. 

L'équation  précédente  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  commode. 
Divisons^la  par  aa'bb';  elle  devient  : 


(H-)(î+F-)+(^'-i-i)''=°- 

En  posant  : 

'^     y      '       „      X      y  2I  I         I 

elle  prend  la  forme 

AC  +  fixy  =  o. 
Or,  dans  le  quadrilatère  formé  par  tes  quatre  points,  y  =  o,  x  =  o  sont 
deux  cAtés  opposés  et  A  =  o,  C  =  o  les  deux  autres  cdtés  opposés.  De  U 
ce  principe  :  L'équation  d'une  conique  passant  par  les  sommet*  tFwt 
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quadrilatère  t'obtient  en  égalant  à  zéro  la  tomme  des  produits  despremta-s 
membre»  dei  équationt  de»  côtés  opposéi,  l'un  d'eux  ayant  été  préalabU- 
meM  multiplié  par  un  paramètre  arbitraù-e. 
Plus  gënéralement,  si 

A  =  ax-\-by-\-i  =  o    et    C=a'x-\-b'y+ 1  =o, 
B  =  ex-\-dy  +  i=o    et    Ji=c'x-\-d'y+ 1  =o 

sont  les  cdtës  opposas  d'un  quadrilatère,  l'équatioD 

AC  +  fiSO  =  o 

représealera  une  conique  circonscrile  à  ce  quadrilatère.  On  voit,  en  effet, 
qne  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  droites  (A,  B),  (A,  D), 
(C,  B),  (C,  D)  annulant  respectivement  ces  polynâmes  satisfont  k  l'ëqua- 
tion  précédente.  Il  reste  encore  un  paramètre  (j.  ii  déterminer,  et  cela 
doit  être  puisque  la  courbe  peut  encore  être  assujettie  h  satisfaire  à  une 
condition.  Si,  par  exemple,  laconique  doit  passer  par  un  cinquième  point 
(xi,  y,),  en  substituant  ces  coordonnées  dans  l'équation  précédente,  on 
en  déduira  une  valeur  unique  pour  n.  Par  conséquent,  on  peut,  en  général, 
par  ànq  points  du  plan  mener  une  conique  et  une  »eule. 

1SI.  Relation  entre  six  points  d'une  conique.  Considérons  (Gg.  93)  six 
points  d'une  courbe  du  second  ordre;  en  les  reliant  par  des  droites  ou 
obtiendra  un  hexagone  inscrit  dans  lequel  on  regarde   comme   côtés 
apposés  le  premier  et  le  quatrième, 
le  deuxième  et  le  cinquième,  le  troi- 
sième et  le  sixième.  Désignons  par 
A,  B,  C,  A',  B',  C,  des  polynômes  du 
premier  degré  en  x  et  )/  qui,  égalés 
i  zéro,  représentent   les  côtés  de 
l'hexagone  ;d'après  la  figure,  A  et 
A',  B  et  B',  C  et  C  sont  les  câtés 
opposés.  Enfin,  menons  la  diagonale  P'(.  s. 

14  et  soit  D  =  o  l'équation  de  cette  droite.  La  conique  étant  circonscrite 
an  quadrilatère  ABCD  est  susceptible  d'être  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 

AC  +  }iRD  =  0. 
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Hais,  elle  passe  aussi  par  les  sommets  du  quadn'iatère  A'B'C  D,  et, 
d'après  le  même  principe,  son  équation  peut  s'écrire 
A'C  +  V  B'  D  =  o. 

L'élimination  de  D  entre  ces  deux  équations  donne 
vACB'-l-nA'C'B  =  o: 
équation  du  troisième  degré  représentant  par  conséquent  une  ligne  dn 
troisième  ordre;  il  est  facile  d'en  déterminer  la  nature.  D'après  son 
origine,  l'équation  précédente  doit  être  satlsraite  par  les  coordonnées  de 
tous  les  points  de  la  conique  cooime  les  deux  premières;  la  courbe  du 
troisième  ordre  devra  se  composer  de  la  conique  et  d'une  ligne  droite. 
Les  coordonnées  des  points  de  concours  des  cAtés  opposés  A  et  A',  fi  et 
B',  C  etC  annulant  ces  polynômes  satisfont  à  l'équation  ;  ils  appartiennent 
donc  h  la  ligne  du  troisième  ordre  et  devront  se  trouver  sur  une  même 
droite,  la  droite  qui,  ajoutée  à  la  conique,  constitue  cette  ligne.  De  li 
cette  belle  proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Patcal  :  Ltt 
côtii  opposét  d'un  hexagone  inscrit  à  une  conique  te  rencontrent  en  trm 
pointé  iituéa  en  ligne  droite. 

Nous  aurons  l'occasion  de  développer  les  nombreuses  conséquences 
de  ce  théorème.  Nous  ferons  seulement  remarquer  ici  qu'il  permet  de 
construire  une  conique  dclinie  par  cinq  points.  Etant  donnés,  par 
exemple,  les  cinq  premiers  points  (6g.  S3),  on  les  joint  par  les  droites 
A,  B,  C,  A'  ;  on  mène  ensuite  par  i  une  droite  quelconque  C.  Les  points 
de  rencontre  des  droites  A  et  A',  C  et  C  détermineront  la  droite  tm. 
Soit  n  le  point  d'intersection  de  B  avec  celle-ci;  la  droite  15  ira  ren- 
contrer C  en  un  point  6  qui  appartiendra  à  la  courbe. 

I  i4 .  Forme  spèàale  de  l'équation  du  second  degré.  Soient  F  (ce,  ^)  un 
point  du  plan  et  D  une  droite  représentée  pour  Ix-^my -\-n  =  o. 
L'équation 

(X  -  «)*  +  (y  -  û)' -  (/i  +  my -t- «)•  =  o 
est  du  second  degré  et  définit  une  section  conique.  On  en  tire 
(i-.)'  +  (y-P)'  _  j       ^, 
(fa +  "■»  +  '■)'  ' 

f  +  m' 
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Or,  si  DU  désigne  par  H  (x,  y)  un  point  de  la  courbe  et  par  HR  sa 
distance  k  la  droite  D,  l'équation  précédente  revient  i  celle-ci  : 

^*       I.  ,      . 

-rrr;  =  /*  +  «!* 

mr' 

les  axes  étant  rectangulaires.  Ainsi,  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 
on  a  la  relation  : 

HP 

--—  ^  constante. 

La  conique  de  l'équation  est  donc  le  lieu  des  points  tels  gue  le  rapport 
des  distances  de  chacun  d'eux  au  point  F  et  à  la  droite  D  est  constant. 

Nous  pouTOQS  regarder  «,  ^,  l,  m,  n  comme  des  constantes  arbitraires 
et  l'équation  précédente  renfermera  autant  de  paramètres  que  l'équation 
complète  du  second  degré.  Par  suite,  il  sera  possible,  en  général,  de 
passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  détermination  convenable  de  ces  para- 
mètres. On  peut  donc  admettre,  pour  chaque  conique,  l'existence  d'un 
point  et  d'une  droite  fiscs  donnant  lieu  au  mode  de  génération  que  nous 
venons  d'indiquer.  Le  point  Gte  F  a  reçu  le  nom  de  foyer  et  la  droite  D 
celui  de  directrice. 

Aemarquons  encore  que  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

(/(I^^^)''-^  {y^7  =  fa  +  «s  +  «. 

ou  bien 

MF  =  fa;  +  my  4-  n. 

La  distance  d'un  point  quelconque  de  la  conique  au  point  fixe  F 
s'exprime  par  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point.  On 
pourrait  aussi  prendre  cette  propriété  caractéristique  du  point  F  pour 
définir  le  foyer  d'une  courbe  du  second  ordre. 

Kous  étudierons  plus  loin  les  propriétés  remarquables  des  foyers  dans 
chacune  des  coniques.  Il  importe  maintenant  de  donner  les  notions 
nécessaires  à  la  simplification  de  l'équation  générale. 

S   2.    CENTRE,    D1AIIËTRB8    ET    AXES    DES    COURBES    DU    SECOND   ORDRE. 

ISS.  Le  centre  d'une  ligne  est  un  point  fixe  par  rapport  auquel  tous 
les  points  de  cette  ligne  sont  placés  symétriquement  deux  k  deux,  de  sorte 
que  les  cordes,  qui  passent  par  ce  point,  y  sont  divisées  en  deux  parties 
égales. 
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tNiur  trouver  les  équations  qui  déterminent  le  centre  d'une  eoniqnc, 
nous  aurons  besoin  des  deux  lemroes  qoi  suivent. 

LnniB  I.  Lortque  l'origine  eU  œt  cetUre  iTune  courbe  Ai  second  ordrt, 
l'équaUon  de  eelle-ei  ne  renferme  pat  le»  terme»  du  premier  degré  eux  et  y. 

En  effet,  soit  0  l'origine  des  coordonnées,  et  le  centre  d'une  conique 
représentée  par  l'équation 

Ay*  +  aftry  +  Cx'  +  2Dy  +  2Ea;  -f-  F  =  o. 

Menons,  par  le  centre,  une  sécanl«  quelconque  qui  rencontre  la  courbe 

en  H  et  H';  HP  et  H'F  éUnt  les 

ordonnées  de  ees  points,  les  triangles 

OMP  et  OH'P'  sont  égaux,  et,  par 

conséquent,  les  points  H  et  H'  ont 

des  coordonnées  égales  et  de  signes 

contraires.  Si  l'équation  est  satisfaite 

par  les  coordonnées  -]-x, -|-ydn 

pii,  ,(1,  point  M,  elle  le  sera  aussi  par  les 

coordonnées  —  z,  — y  du  point  H': 

ce  qui  exige  que  les  termes  du  premier  degré  ne  se  trouvent  pas  dans 

l'équation,  afin  que  le  premier  membre  reste  invariable,  ai  on  diange 

x  et  y  en  —  a:  et  —  y. 

LuiE  II.  Si  dans  le  polynôme 

(  [x,  y)  =  Ay*  +  aBjcy  +  Ci*  +  aDy  +  2Rc  +  F, 
onremplaee X  e(y  par  a  +  x",  ^-{-y',on  obtient 

l(«+:r',P+y'}=Ay"  +  2Bi'y'+Cx'*+y'r,{«,(3)+i'f,(«,^)+f{a,^); 
c'ett-à-dire  que  let  coefficients  des  terme»  du  second  degré  ne  changent  pas; 
ceux  de»  termes  du  premier  degré  sont  les  valeurs  des  dérivées  ptaHelUt, 
par  rapport  à  y  et  à  x  du  polynôme  primitif,  pour  x  =  a,  y  ^  ^f  a  le 
terme  constant  est  le  résultat  de  la  iubstitution  des  mêmes  vaieurs  de  xH 
de  y  dan»  le  polynàme  proposé. 

En  effet,  l'expression 
A04-y')'+2B{(S+y')(«  +  i')+C(<x+i')'+2l>(|3+y')+2E(«+x')+F 
étant  développée,  peut  s'écrire 

(A)    Ay'*  +  2Bj;y  +  Ci"  +  2(A|S+B«+D)y'  +  2(Bp  +  0-(.E)x' 
+  A(5'  +  2B«fi  +  C«"  +  2D|3  +  2E«  +  F. 
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La  dôriTée  partielle  de  la  foDction  proposée,  prise  par  rapport  k  x,  est  le 
polynôme  formé  en  multipliant  chaque  terme  par  l'exposaut  de  x  daas  ce 
terme,  et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité;  nous  la  repré- 
sentravns  par  f,  {x\  y).  D'apris  cette  règle,  on  aura 

f  ,(x,  y)  =  2%  +  2Ca:  +  aE  =  2  (By  +  Cx  4-  E). 

La  dérivée  partielle,  par  rapport  ii  y,  se  forme  en  effectnant  les  mêmes 
opérations  sur  cette  variable;  on  aura 

f ,(x,  y)  =  2Ay  4-  2Bt  +  2D  =  2  (Ay  +  B«  +  D). 

n  est  visible  que,  dans  la  relation  {k),  les  coefficients  des  termes 
dn  premier  degré  et  le  terme  constant  sont  les  valeurs  des  fonctions 
''»(«,  y).  P.(a:.  y),  f  (3=.  y)  pour  x  =  «,  y  =  p. 

1M.  Zu  eoordofMéet  dueentre  d'une  eoniqtu  représeniéepar  Véquation 
(i)        Ay»  +  2Ba;y  +  Cx«  +  2Dy  +  zEa:  +  F  =  o 
«ml  les  vaieuT*  dé  x  et  de  y  qui  annulent  Us   dérivées  parlieUes  du 
premier  membre,  prises  par  rapport  dx  et  dy. 

Soient  a  el  ^  les  coordonnées  inconnues  du  centre  ;  supposons  qu'on  y 
transporte  l'originesans  changer  la  direction  des  axes  primitifs.  L'équation 
de  la  conique,  pour  les  nouveaux  axes,  s'obtient  en  posant  :  x=^a-\-x', 
y  c=  |3  -)-  y',  et,  en  vertu  du  lemme  II,  on  aura 

Aji- +  aB.'j' +  Or"  +  »■  r,(a,  |3)  +  »■  r.(«,  |3)  +  f(.,  P)  -  o. 
Or,  l'origine  ^tant  au  centre,  les  termes  en  x'  et  y'  doivent  disparaître 
de  l'équation,  et,  par  suite, 

f,(«,p)  =  o,        r.{«,^=o, 
e'estrà-dire  qoe  les  coordonnées  do  centre  sont  les  valeurs  de  x  et  de  y 
qui  satisfont  aux  équations 

(c)  P,(«,  y)  — o,        f,(x,y)«o, 

ou  bien, 

Ai/-{-Bx  +  D  =  o,        %-fTCx-|-B='0. 

tm.  En  revivant  «es  équations,  on  trouve  pour  a  et  J3 
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Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  fi*  —  AC  est  différent  de  séro  et  les  ralenrs 
précédeotes  sont  finies  et  dëtermigëes  :  ces  deux  courbes  ont  un  centre 
unique.  Lorsque  B*  —  AC  =  o,  les  valeurs  de  a  et  ^  sont  infinies;  donc 
la  parabole  n'a  pas  de  centre  visible  dans  le  plan. 

Si  l'on  a,  en  même  temps,  B'  —  AC  =  o  et  AE  —  BD  ^  o,  a  et  P  w 

présentent  sous  la  forme-  ,  et  les  deux  équations  (e)  se  réduisent  h  une 

seule 

Ay+Bir  +  D  =o; 
il  y  a,  dans  ce  cas  particulier,  une  infinité  de  centres  situés  sur  la  droite 
représentée  par  cette  équation.  Mais,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  de 
la  coniqoe  résolue  par  rapport  )i  y  devient 


Ay  4-  Ba  -j-  D  zp  /D'  —  AP  =  O  ; 
elle  représente  deux  droites  parallèles  i  la  ligne  des  centres. 
Après  la  détermination  de  a  et  ^,  on  pourra  calculer  la  quantité 
K  =  f{a,  j3)  =  Ai3»+2B«p+C«*-|-2D|3  +  2E«  +  F 
par  la  substitution  directe  dans  le  premier  membre  de  l'équatioa  primi- 
Uve.  On  simplifie  ce  calcul  par  la  remarque  suivante.  Si  on  multiplie  les 
équations  du  centre 

Ap  +  B«4-D  =  o,        B(3  +  Ca4-E  =  o 
respectivement  par  p  et  a  pour  les  ajouter  ensuite,  il  vient 

AJ3»  +  2Bap  +  C«»  +  Dp  +  E«  =  o 
ou  bien 

K  — Dp  — Ea  — F  =  o 

d'où  K  =  Dp  +  E«4-F. 

On  peut  aussi  exprimer  K  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  en 
élimiroant  a  et  p  entre  les  trois  égalités  précédentes.  On  a 


A  B  D 
B  C  E 
D    B    P- 


A    B    D 


I  A     B  |=o 
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Le  premier  délermiDaDt  est  le  discrimiDayot  d;  il  vient  donc 

L'ëqution  de  t'ellipse  et  de  l'hyperbole  rapporta  à  leur  centre  sera 
(a)  Ay»+2ftïy  +  Cx*+K  =  o  ou  Ai,*+2Bxy-\-Cx'+j^-^  =  o. 

IV8.  Si  K  ou  i  sont  nuls,  l'équation  des  coniques )i  centre  se  réduite 
(3)  Aj»  +  2Biy  +  Cc'  =  o: 

relation  homogène  du  second 
degré  qui  représente  deux 
droites  PP',  RR'  passant  par 
l'origine  ;  ces  droites  sont 
réelles,  si  B*  —  AC  >  o,  et 
imaginaires,  si  B*  — AC  <  o. 
Nous  allons  voir  que  l'hyper- 
bole, représentée  par  l'cqua- 
tiOQ  (2)  quand  K  a  une  valeur 
différente  de  zéro,  se  rappro- 
che indéGniment  des  deux 
droites  de  l'équation  (3).  Ré- 
solvons l'équation  Ay'+aBiy  '<§■  «>■ 
+  Cx'  =  —  K  par  rapport  à  y.  Il  viendra 


x±j  |/{B'  —  AC)  a:'  —  AK. 


Le  diamètre  de  la  courbe  passe  par  l'origine;  il  est  facile  de  vérifier  que 
l'hyperbole  se  trouve  située  dans  le  plan,  comme  le  montre  la  figure. 
De  même  l'équation  (3)  donne 


ï_-».±L,/^ 


AC)i 


en  écrivant  Y  au  lien  de  y,  afin  de  distinguer  l'ordonnée  de  la  droite  de 
celle  de  la  courbe.  Cela  étant,  l'arc  A'K  correspond  aux  valeurs  positives 


D,gnz.dbvC00gle 


du  ridicil;  si  od  retranche  les  ëquationt,  en  preiuntle  àgM-^'fouilc* 
deux  radicaux,  il  vient 

Y  — y=i(/{B'  — AC)x»  — |/(B*  — AC)x»  — AK, 
ou  bien, 

~    :■      ,  ' 

(/(B*  —  AC)  X*  +  |/(B»  —  AC)  it»  —  AK 

La  différence  des  ordonnées  de  la  droite  et  de  la  courbe  dimioue  k 
mesure  que  x  augmente,  et,  pour  x  =  ao,  Y  —  y^o.  La  partie  d'hyp«- 
bole  A'K  se  rapproche  donc  de  plut  en  plus  de  ia  droite  OB,  et,  à  l'infini, 
les  deux  li^es  se  touchent.  IJ  serait  facile  de  montrer  que  cette  propriélé 
a  lieu  pour  les  autres  parties  de  la  courbe  relatiTement  aux  droites;  il 
suffit  de  répéter  la  transformation  précédente,  en  prenant  les  radicaux 
avec  le  signe  -|-  ou  le  signe  — ,  suivant  la  partie  de  la  courbe  et  de  li 
droite  que  l'on  considère.  On  donne  le  nom  d'ast/mptoUt  aux  droites 
que  nous  venons  de  définir;  en  général,  on  appelle  ainsi  toute  ligne 
fixe  vers  laquelle  s'approche  indéfiniment  une  braniJie  de  courbe  infinie. 

11  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  toute  ht/perbola  reprétaUée  jmt 
ftqtêaUon 

Ay»  +  2ftxy  -J-  Car*  +  K  =  o, 
a  pour  aaymptotea  Ut  deux  droite*  de  f  équation 
Ay»  +  îBfy  +  Cx*  =  o, 

oblenwe  en  ;H>aant  K  ^  o. 

Remarque  1 .  Assujettir  une  conique  à  avoir  pour  centre  un  point  donné 
{a,  p)  équivaut  k  deux  conditions  géométriques  simplet;  car,  on  a,  entre 
les  coefficients  de  l'équation  générale,  les  deux  relations 

Ap  +  Ba  +  D  =  o,        ^  +  C«  +  K  =  o. 

La  conique  serait  complètement  définie  avec  trois  nouvelles  conditions  : 
aussi  l'équation  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  rapportées  à  leur  centre  ne 
renferme  plus  que  toois  paramètres. 

Remarque  3.  Assujettir  une  hyperbole  k  avoir  pour  asymptotes  deux 
droites  données  équivaut  h  quatre  conditions.  En  effet,  si  on  prend  pour 
ori^ne  leur  point  d'iutersection,  ces  droites  sont  représeqtées  par  une 
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ëqaalion  de  la  forme 

Ay»  +  îBxy  ^  Ci»  =  o, 
et  rh]rp<rbol6  correBpODdante  par 

Ay»  +  2Ba:y  +  Cx»  +  K  =  o, 
où  il  n'y  a  plu«  que  le  paramèlre  K  à  détermiDer;  on  ne  peut  plus  assu- 
jettir la  courbe  qu'à  une  seule  condition. 

Ex.  *.  IXtenniiier  le  centre  et  le»  équatioi»  timplificei  des  conique*  iuïtmM  : 
(i)  y"— 2By  +  2*»  — 3y— 3*-l-7=o, 

(2)  "  »■  —  a*y  +  2v  -h  M  + 1  =  o, 

(a)  (1,2),  i'-2«F  =  -4; 

(3)  K  O).  «y  =  I. 

El.  s.  TrooTer  te  lien  griomëlrique  de«  centres  des  coniques  qui  paaMiit  pu-  les 
points  A,  A',  B,  B'. 

PrenoD*  poor  aies  le»  droites  AA',  BB'  (fig.  S6),  et  posons  :  b=OA,  a'=OA',  6  =  OB 
V = OB'  ;  r  jqoktion  %iain\t  des  eouiques  est 

(d)      aaV-»-al"V-*- W'**  — ofl'(6-<-6')y  — it'(B  -+•»')«+  am'bb' =  q. 

Pour  obtenir  le  lieu  denuodé,  ilfintëliaunerl  entre  les  équations  du  centre 
Ma'y  +  al»  -  aa'{l>  -*-  SO  =  o,        aJy  +  tWm  -  *'/(« H-  o'J  =  0; 
on  trouve  linsl  l'^ualian 

{r)                   wa't'  —  aiôV  -  aa'(ft  -»-  f  )  y  +  ^^(o  +  o')  x  =  0, 
qoî  représente  une  ellipse  on  une  hyperbole  suivant  le  signe  des  quinlilês  a,  o',  h,  b'. 
U  conique  («)   passe  par  l'origine,   et  rencontre  les   aies   aux   distances   — ^ — , 
t±^  de  ce  point,  e'esl-Wire  au   milieu  de  AA'  et  de  BB'  ;  elle  a  pour  cenU-e  lo 
point!  f  ■  —  ,    I  qui  est  le  milieu  de  11'. 

Si  on  prenait  pour  aies  Ira  droites  AB,  A'B', 
ou  les  diagonales  AB',  BA',  l'équitiou  des  coni- 
ques serait  encore  de  la  méuie  forme  que  (d), 
et  ou  arriverait  i  cette  conclusion,  que  la  courbe 

dei  centres  passe  aussi  par  les  milicui  des  deux  ***■  ^■ 

autres  c^és  opposés  et  des  diagonales,  ainsi  que  par  les  points  de  coiicour»  de  ces  cotés 
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•Ides  diagonales;  enfin  le  centre  h  troDTe  au  milieu  de  la droiU  qui  joint  lei nuBenz  dei 
eàté*  opposés  AB,  A'B',  aingi  qu'au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  les  milieux  dea  diagonalH. 
Comme  la  courbe  n'a  qu'un  centre,  on  en  déduit  ce  théorème  connu  :  Ikm*  «m  fMorin- 
ialère  plan,  It*  àtailtê  t/uijoigmnl  lei  milieux  det  edléi  oppctii  «I  de>  iinga^aU*  t 
totiptHl  M  tour  milieu. 

Celle  courbe  dos  ceutres  pourrait  s'appeler  la  conique  dsi  neufpoinli  du  quadribltrcj 
elle  pisse  par  les  trois  points  de  concours  des  c&léi  opposés  cl  des  diagonales  et  par  tel 
sii  points  milieux  des  côlés  et  des  diagonales. 

Ex.  S.  Écrire  réquilion  d'une  conique  qui  a  pour  centre  le  point  (b,  {$). 

R.  Ay>+2Bxy+CE*  — 2<AjS+Ba)  y  —  2|BjS+Ca)a+P=o,  OU  soDt  la  forme: 
P  <ï-/')*+ 5 (»  — -)<y -!»)■*•••(»-«)' +  »  =  o- 

Ex.  «.  Trouver   l'équation   de   l'byperbole   qui  *  pour  asymptotet   lei   droits 
y  —  a»  ^  o,  y  —  bx^o,  «1  qui  passe  par  le  point  (o,  c). 
R.  y*—  (a  +  fi)  jy  -t-nfcr'  =  c*. 

Ex.  B.  Écrire  l'équation  qui  détermine  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes 
ainiiqueréqualiondeees  droites  pour  laconique  Ay*+2l)«y-»-Cx'-|-2Dy-|~2E>+F>=o 
R.  AiB'-j-2Bim-C  =  0} 


IS9.  DiwÉTHES.  Le  diamètre  d'une  courbe  est  le  lieu  des  milieui 
d'uue  série  de  cordes  parallèles  à  une  direc> 
tion  donnée. 

Sott  1/  =  mx  4-  6  l'équation  d'une  droite 

donnée;  proposons-nous  de  trouver  l'équatioD 

du  diamètre  d'une  e«nique  pour  les  cordes 

parallèlesà  cette  droite.  Représenlonsparjct^i 

les  coordonnées  du  milieu  I  de  l'une  de  ces 

Fii.  m.  cordes  MM',  et  transportons  l'origine  en  ce 

point,  en  conservant  la  même  direction   des  axes.   L'équation   de  li 

conique  rapportée  aux  axes  OX,  OY  étant 

t{x,  y)  =  Ay'  -f  2Ba)y  +  Ca:»  +  iDy  +  2Ex  +  F  =  o, 
celle  de  la  même  courbe,  pour  la  nouvelle  origine,  sera 
Ay"  +  zBi'y'  +  Ci"  +  y'  T,  (x„  y,)  +  r"  T,  (i.,  y,)  +  f  {i,,  y.)  =  o. 
D'un  autre  côté,  l'équation  de  la  droite  MH'  csty'^mx'.  L'élimina- 
tion de  y'  entre  ces  équations  donne  la  relation 
(4)  (fLm^-h2Bm  +  C)x-+[mPj(x„yi)  +  r,{x„y,)]x'  +  I{x„y,)  =  o, 
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dont  les  racines  sont  les  abcisses  des  pointe  H  et  M',  Mais  l'origine  étant 
■u  milieu  de  HH',  l'équation  doit  donner  pourj/  des  valeurs  égales' et 
de  signes  contraires;  d'oà  la  condition 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  milieu  d'une  corde  quelconque 
parallèle  à  ta  direction  donnée  vérifient  la  relation 
(6)  fflr,(x,s)  +  f',{x,y)  =  o, 

qui  sera  l'équation  du  lieu  cherché,  ou  du  diamètre  correspondant  i  la 
droite  y  =  nu; -4- &■  En  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  on 
aura 

m  (Ay  +  Ba:  +  D)  +  (By  4-  Cx  +  B)  =  o  : 
équation  du  premier  degré  qui  représente  une  droite  passant  par  le  centre 
delà  courbe;  car,  pour  ce  point,  I'f{x,y)  =  0,  r.(x,y)^o.  Si  on  écrit 

(Am  +  B)y  +  (Bm  +  C)  a:  +  Dm  +  E  =  o, 
il  vient,  en  désignant  par  m' le  coefficient  angulaire  du  diamètre, 
Bwi  +  C 
~Am+B 
Lorsque  B*  —  AC  =■  o,  on  a 

C_B_C+Bot 
B~A"^B4-Am' 
et  m'  est  constant  quel  que  soit  m  :   dans  la  parabole,  tous  les  diamètres 
sont  parallèles.  Mais,  dans  les  coniques  à  centre,  la  direction  d'un  dia- 
mètre Tarie  avec  celle  des  cordes. 

Ainsi,  datu  VeUipie  et  l'hyperbole,  Um  diamètres  sont  des  droites  gui 
pattent  par  le  centre  et  dont  ta  direction  dépend  de  celle  des  cordes;  dans 
la  paraboUy  ce  sont  des  droites  parallèles. 

!••.  Deux  diamètres  sont  dits  eorgui^iiés,  si  chacun  d'eux  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre.  Menons  une  corde  MM" 
parallèle  à  DD',  et  reprenons  la  relation  (7)  sous  la  Tonne 
(7)  Amm'  4-  B  (m  +  m')  +  C  =  o. 

Cette  équation  ne  change  pas,  si  on  remplace  m  par  m',  et  m' par  «1  ;  le 
diamètre  EE'  correspondant  i  la  direction  des  cordes  de  coefficient  angu- 
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laini  m',  aura  pour  coefficient  de  direction  m,  et  il  sera  parallèle  ■  Mil'. 
Les  deux  diamiires  DD'  el  BE'  sont  conjnguës  et  leurs  coefficicots  angu- 
laires satisfont  k  ta  relation  (7).  Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  &  chaque 
valeur  de  m'  correspond  une  râleur  rëelle  de  m  donnée  par  cette  équa- 
tion :  ces  deux  courbes  ont  une  infinité  de  systèmes  de  diamètnt 
eonjugaés. 

On  donne  le  nom  d'oxei,  dani  une  conique,  aux  diamètres  qui  H>nt 
perpendiculaires  aux  cordes  divisées  en  deux  parties  égales.  Si  la 
coordonnées  sont  rectangulaires,  on  doit  avoir,  pour  un  tel  diamètre, 

»im'c= —  I,  et,  par  suite,  en  vertu  de  (7),  m-i-m'  •= — - —  ;  par  coit- 
•équent,  les  quantités  m  et  m'  sont  les  racines  de  l'équation 

B«*— (A  — C)«  — B  =  o. 
Remplaçons  z  par  y  :  x;  elle  devient 

By'  —  (A  —  C)  ly  —  Bi»  =  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites  passant  par  ^or^pnc  et 
parallèles  aux  axes  de  la  courbe.  Enfin,  si  a  et  ^  sont  les  coordonncct 
do  centre,  l'équation  aux  axes  de  la  conique  sera 

B(ï-P)"-(A-C)(.-.)(y-{i)-B(.-.)'-o. 

Remarque  t.  Dans  la  recherche  de  l'équation  d'un  diamètre,  noui 
avons  supposé  que  les  cordes  parallèles  i  la  direction  donnée  reoecm- 
trent  la  courbe  en  deux  points  situés  i  une  distance  finie,  en  admettant 
que  l'équation  (4)  avait  deux  racines.  Dans  le  cas  particulier  où  m  satii- 
fait  i  la  relation  km'  +  2Cm  -}-  C  =  o,  le»  cordes  ne  rencontrent  li 
courbe  qu'en  un  point;  c'est  ce  qui  a  lieu,  dans  l'hyperbole,  lorsqu'il» 

sont  parallèles  aux  asymptotes;  car,  si  on  remplace  m  par  >  on  * 
Ajf*  +  aBxy  +  Cx*  <=■  o  qui  représente  les  asymptotes,  si  l'origine  est  tu 
centre.  Dans  la  parabole,  on  a  :  B  •—  j/AC,  et  la  relation  précédeiile 
devient  [m  ^k  -\-  |/Q*  ==  o  ;  de  sorte  que  les  cordes  de  coeffidnt 


-N/i 


angulaire  —  \/  —  ne  reacontreat  cette  courbe  qu'en  un  point.  Dib> 

ces  eu  particuliers,  il  n'y  a  pas  de  diamètres  correspondants,  ou  idatAt 
ils  sont  sitaés  i  l'infini. 
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Remarque  S.  A  toute  droite  passant  psr  le  centre  et  de  coefficient  angu- 
laire m',  correspond  un  diamètre  conjugué  dont  la  direction  est  donnée  par 
la  relation  (7).  Cependant,  pour  une  asymptote,  on  a  AtR''-l-26m'-f'C^=o, 
et  l'équation  (7)  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant  nt  =  m'  ;  dans  ce  cas, 
les  deux  diamètres  conjugués  coïncident. 

Hemanfue  3.  Un  diamètre  avec  la  direction  des  cordes  équivaut  k  deux 
conditions;  en  effet,  prenons  ce  diamètre  pour  axe  des  x,  et,  pour  axe 
des  y,  une  droite  quelconque  parallèle  aux  cordes;  l'équation  de  la 
conique  sera  de  la  forme 

afin  d'avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y,  à  chaque 
valeur  de  x.  Cette  équation  ne  renferme  que  trois  paramètres,  et  ta 
courbe  Dc  peut  plus  être  assujettie  qu'à  trois  autres  conditions.  Avec  deux 
diamètres  conjugués  pris  pour  axes,  l'équation  de  la  courbe  sera  de  la 
forme 

p^*  +  gx*-\-r  =  o; 

car,  à  chaque  valeur  attribuée  à  l'une  des  variables,  on  doit  avoir  pour 
l'autre  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Un  système  de  deux 
diamètres  conjugués  équivaut  h  trois  conditions. 

Ex.  1.  étant  donnée  l'ëqutlioD  d>  r«llips« 

,1  _  3jcy  +  5»» -»- 2jf  —  3»  -  5  =  o, 
dctoiainer  le  diamètre  des  cordet  panllilei  i  1*  droite  y  ^  «jb  —  i,  ainsi  que  les  u« 
de  la  courbe. 

On  trouvera,  pour  le  diamètre,  l'équalioa    y -t- 40  •)- 1  ^  o,  et,  pour  les  axes, 

31  — y— I  =  0,31f-l-B-l-3  =  0. 

Ex.  •.  Hime  recherche  pour  rhjrpei^Mtk  y  ^ • 

B.        2>  +  y  =  2a,  y-i-a  — a  =  o,  y  — «-f-oso. 

Ex.  s.  Ecrire  les  équations  des  diamètres  qai  divisent  en  deux  ptrlies  ëgilci  les 
cordes  parallèles  aux  aies  des  coordonnées  pour  la  conique  Ay*  +  aBxy  +  Cx*  -1-  zOy 

E.         Aj/-t'tm-i-D  =  o,  By+Ce  +  E  =  o. 

La  première  reprdseote  le  diamètre  des  cordes  parallèles  anx  y,  et  la  deuxième  celai 
des  cordes  parallèles  ani  a. 

Ex.  «.  lïouver  le  coefficient  angulaire  de  l'axe  d'une  parabole  représantée  par 
l'équaiioD  ginérala. 
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]|  but  résoudre  réquation  ;  i< — z  —  i^o,  et  poser  B^|/ÂC.  Lm  neÛMi 

sont  +  \  /  ■=  '    —  *  /  -  ;  le  coeflîciBnt  tngulaire  do»  c«nle«  esl  -t-  »  /  - 1    ta, 
pour  l'tuire  *ileur,  il  n'y  ■  pu  de  diamètre  correspondant.  Le  roeffideot  nigiiUîre  de 


'■-\/l 


Ex.  K.  L'^natioD  des  aies  de  1*  conique /(s, y) ^O  avec  dei  axei  oblique*  peat 
s'écrire  «nii  la  forme 

/;•  (A  coi  fl  -  B) -t- /; /J  (C  —  A)  + /;•  (B  —  C  eos  fl)  =  o. 
Ex.  •.  Dans  toutes  les  coaiquM  qui  passeot  par  quatre  poials  fixes,  les  diamtee* 
conjugué*  i  une  direction  donnée  conconreni  en  un  même  point. 
En  effet,  si  l'on  reprend  l'équation  de  ces  courbes 

aa'f^  +  jAxy'i-bb'a?  —  oa'(b-i-b')y  —  bb'(a-*-a')*  *  aa'bV^o, 
te  diamiire  correspondant  aux  cordes  de  direction  n  est  représenté  pu  l'équlion 

xi  (g  +  me)  -t-  2bb'x  -t-  zmaa'y  —  bb'  (a  +  n')  —  maa!  (J  -i-  A^  ^  o; 
tous  les  diamètres  passent  par  le  point  d'intersection  des  droites 

y  +  nx^=0,        2hb'm  +  wnaa'y  —  66*  (o  +  o*)  —  nwa' (6  +  6')^o. 
Pour  obtenir  le  lieu  des  points  de  concours  des  diamètres  correspondants  i  tontes  Ici 
directions  passibles  des  cordes,  il  faudrait  éliminer  ni  entre  ces  deux  équations;  on 
obtient  ainsi 

zAVœ'  -  aïo'jf'  —  bb<  (o  +  o')  *  -t-  ao'  (6  -t-  V)  ï  =  o  : 
celte  équalioD  représente  une  ellipse  ou   une  hyperbole  qui  eolDcide  avec  le  lieu  des 
centres  des  coniques  qui  passent  par  les  points  donnés. 
Ex.  V.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  passant  par  un  point  fixe. 
Soient  a, /lies  coordonnées  du  point  fixe;  il  faudra  éliminer  le  coefficient  anjpilaif* 
m  entre  les  équations 

y-jï  =  «,  {*-«), 

Il  vient  ainsi,  pour  le  lien  cherché,  l'équation 

§  5.  DE  LA  TANGENTE  ET  DE  LA  POLAIBE  DANS  LES  COURBES  DO  SBCOHD 
ORDRE. 

1S1.  Soient  M  (x',  y*),  H'  (x",  y")  deux  points  situés  sur  la  conique 
(i)     f(a;,  y)  =  Ay«  +  îBiy  H-  Ci'  +  «Dy  +  aEx  -[-  P  =  o. 
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La  droite  qui  rëunit  ces  deux  points  peut  être  représentée  par  une 
équatioD  de  la  forme 

(2)     A{y-y')  {y-y")  +  2B(x-x')  (y-y")  +  C(l-a-')  (x~  x")  = 
Ay*  +  aBay  +  Ci»  -f  2Dy  +  aEx  +  F, 

car,  après  avoir  effectué  les  opérations  et  supprimé  les  termes  communs, 
elle  s'abaisse  au  premier  degré;  de  plus,  elle  est  satisfaite  par  les  coor- 
données des  points  H  et  M',  en  tenant  compte  des  relations 
Ay"  4-  zBjc'y'  +  Cx'»  +  aDy'  +  zEi'  +  F  =  o, 
Ay"»  +  2Bx"y"  +  Cx"*  -+  2Dy"  +  aEi"  +  F  =  o 

qui  expriment  que  ces  points  appartiennent  h  la  courbe.  La  sécante  en 
tournant  autour  du  point  M  devient  tangente  i  la  conique,  lorsque  le 
second  point  H'  se  confond  avec  le  premier;  pour  cette  position  limite, 
x"  =  x\  y"  ;=  y',  et  l'équatioD  (a)  devient 

A(y  -  »?  +  2B(x  -  x-)  (y  - /)  +  qx  -  x-)» 
=  Ay*  +  2Ba;y  +  Cx'  +  2%  +  aEx  +  F. 
Développons  te  premier  membre  et  supprimons  les  termes  du  second 
degré  en  x  et  y  ;  on  aura 

— 2Ayy'— 2B(xy'-t-yx')— 2Cix'+Ay"+2Bx'y'-|-Cx''=2l>y+2E3:+F, 
et,  au  moyen  de  la  relation 

Ay'»  -f-  aBx'y'  -\-  Cx"  =  —  2%'  —  zEx'  —  F, 
ou  obtient  finalement,  pour  l'équation  de  la  tangente  à  une  conique  en  un 
point  H  (x^,  y'), 

Ayy'  +  B(xy'  +yi'j  +  Cxx'  +  D(y  -j-y')  +  E(H-x')  +  F  =  o. 

Si  on  désigne  par  V  le  coefficient  angulaire  de   la  tangente,  on  en 
déduit 

y_      By'+Cx'+E_      f.(x',y') 
Ay'  +  Bx'4-D  r,(x',  y')' 

de  sorte  que,  la  tangente  étant  une  droite  qui  passe  par  un  point  H  (x'  y'), 
son  équation  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 

f-(»''.  y') , 
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Bemarque.  Si  l'on  prend  IVquation  hnniogène 

f(x,  y,  z)  =  Ay*  +  aBiy  +  Ci»  +  ïDyz  +  2E21  +  F2*  = 
on  a  la  relation 

xP,  +  t/ Pf  +  xr,  =  2  t(x,  y,z), 
comme  on  peut  le  vérifier  facilement;  par  suite,  l'équation  de  la 

(x-i')f.,  +  (y-y')f„  =  o, 
ou 

=c  f .,  +  y  i'f.  -  (x'  r., + y'  ('„)  =  o, 

pourra  Be  mettre  sous  la  forme  symétrique 

xr.,-\~yi'„  +  zî'.,=  o, 
r,„  f,„  f  „  désignant  ce  que  deviennent  les  dirivëes  qu^nd  on  y  substitue 
x',y',  x'  à  Xt  y,  z.  Il  est  facile  de  constater  qu'on  peut  encore  écrire 

^'  f-  +  y'  P»  +  «'  p.  =  o- 

IflS.  £a  îangente  d  l'extrémité  c^un  diamètre  eit  parallèle  au  conjugué 
de  ce  diamètre. 

En  effet,  l'équation  d'un  diamètre  est 

(D)  mr,{x,y)  +  t'.(x,y)^o, 

m  étant  le  coefTicient  de  direction  des  cordes;  c'est  aussi  le  coeffidcnt 
angulaire  du  diamètre  conjugué  qui  est  parallèle  aux  cordes.  Soient 
(x'  y')  les  coordonnées  du  point  oti  le  diamètre  D  rencontre  la  courbe; 
on  a  pour  ce  point 

"t  r,(i',  yO  +  f,(x',  y')  -  o,  d'où  V,. —  y^  ■ 

Cette  valeur  de  m  est  précisément  le  coefficient  angulaire  de  U  tan< 
génie  à  la  conique  au  point  (x',  y');  ce  qui  démontre  U  proposition. 

Remarque.  En  vertu  de  cette  propriété,  si  00  mène,  k  l'extrémité  d'un 
diamètre  d'une  parabole,  une  tangente  à  la  courbe,  elle  sera  parallèle 
aux  cordes  divisées  en  deux  parties  égales;  cette  circonstance  permet  de 
simplifier  l'équation  générale  lorsqu'elle  délînit  une  parabole.  On 
prendra  le  diamètre  pour  axe  des  x,  et  la  tangente  pour  axe  des  y. 
L'origine  étant  sur  la  courbe,  on  aura  d'aburd  F  ^  O;  ensuite,  les 
cordes  parallèles  aux  y  étant  divisées  en  deux  parties  égales,  pour 
chaque  valeur  attribuée  i  l'abcisse,  l'équation  qui  représente  la  courbe 
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doit  donner  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  l'ordonnëe; 
donc  il  faut  que  les  coefBcicnIs  B  et  D  soient  nuls;  enfin,  pour  que  l'on 
ait  fi*  —  AC  ^^^  o,  l'un  des  coefiictents  A  et  C  doit  être  égal  h  zéro;  soit 
C  :=  o  :  l'équation  de  la  parabole,  rapportée  aux  axes  choisis,  sera  de  la 
forme 

Ay'  -)-  2Ex  =  o, 


en  posant  p  ^ — —■ 

ICI.  Trouver  l'équation  des  tangentet  menées  d'un  point  (x*,  y')  à  ta 
conique  Ay*  +  280^  +  Cx*  +  2!^  +  aEx  +  F  =  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint  le  point 
{3^,  y'}  b  un  autre  point  (x",  y")  du  plan  sont  données  par  les  formules 
mx"  -|-  MX*  my"  +  m/' 

m  +  «    '         *        m  +  n 
Si  OD  substitue  ces  expressions  dans  l'équation  de  la  conique,  on  a 

A(«iy"  +  ity')*  +  2B(»ny"  +  ny')  (ntx"  -\-  nx')  +  C(«wr"  +  nx*)» 
+  (m  +  «)[aD (my"  +  ny')  +  aE(mx"  +  nx')  +  F(m  -}-  «)]  =  o. 

Développons  et  posons,  pour  abréger,  —  =  X, 

Ay'"  -j-  2Bx"y"  -(-  Cx"»  +  2Dy"  +  aEx"  +  F  =  S", 
Ay"  +  îBx'y'  +  Cx'*  -|-  aDy'  +  aEx"  +  F  =  S', 
Ay"y'+  B(x'y  +  x'y")  +  Ci"x'+D(y"+y')  +  E(x"+x')  +  F  =  P"; 
il  viendra  l'équation 

(3)  S"À»+aP").  +  S'  =  o, 

qui  détermine  les  valeurs  de  X  pour  les  points  d'intersection  de  la  droite 
et  de  la  conique.  Supposons  que  la  droite  des  points  (x',  y'),  (x",y")  soit 
tangente  à  la  courbe;  l'équalion  (3)  doit  avoir  des  racines  égales,  et,  par 
suite, 

p-,  _  s-s»  ^  Q 

Si  00  remplace  dans  cette  relation,  x",  y"  par  les  coordonnées  x  el  y 
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d'un  point  quelconque  de  l'uue  des  tangentes  issues  du  point  (x*,  y'),  on 
aura,  pour  l'équation  de  ces  droites, 

(4)    [Ayy'  +  8(3^  -}-  yx-)  +  CxT'  +  D{y  +y')  +  E(x  +  x")  +  F]' 
-{\y'+2Bxy+Cx*-^2Dy+2Ex+¥)  (Ay'+aBxy4-Cx'»+2Dy'4-3Rj:'-fF)=«; 
ou,  plus  simplement,  en  désignant  par  P,  S  et  S'  les  polynAmcs  des 
pArenlhèses, 

P»  _  SS'  =  o. 
En  posant  x"  =0,  y'  ^  o,  il   vient,  pour  les  tangentes  menées  de 
l'origine  k  la  conique, 

(Dy  +  Ex  +  F)'  —  (Ay'  +  aBxy  +  Cx'  +  aDy  +  aEx  +  F)  F  =  o, 
ou  bien,  en  développant, 

(D*  —  AF)y'  +  2  (DE  —  BF)  xy  +  (E*  —  CF)  x*  =  o. 

K4.  Désignons  par^,  Xt  les  racines  de  l'équation  (3);  les  poinU 
d'intersection  de  la  sécante  avec  la  conique  seront  : 
fx'  +  A,x" 


r+A. 


y'  +  ^.y"1         \x-  +  ).,x"     y'  +  A,y"-[ 
i  +  X,    }'         [    1  +  /.    '        r  +  ï.  J' 


Ils  forment  avec  (x'  y'),  (x",  y")  un  groupe  de  quatre  points  dont  le 
rapport  anharmonique  est  égal  à  ^  .  Posons  y  =  a,  Oa  a  les  relations 


1.+,.. — -,   /,».__; 

ou  bien,  en  remplaçant  ).|  par  <aX„ 

Par  l'élimination  de  Ai,  on  trouve 

(.+  ,).  S' S"-4P-«  =  o. 

Regardons  maintenant  le  point  (x',  y')  comme  fixe  et  le  point  (x",  y") 
comme  variable.  L'équation  précédente  représentera  le  lieu  de  ce  dernier 
faisant  avec  les  autres  sur  chaque  sécante-  le  même  rappoi't  anharmo- 
nique a.  Ce  lieu  est  une  conique.  Dana  le  cas  où  a  =  —  i,  le  point  (x",y"J 
forme  nvec  les  autres  un  système  harmonique  et  le  lieu  est  alors  la  droite 
double  p"*  =  o.  Cette  droite  qui  jouit  de  la  propriété  de  diviser  hirmo- 


D,gnz.dbvC00gle 


—  199  - 

oiquement  chaque  sécante  s'appelle  la  polaire  du  poînl  fixe.  Si  nous 
remplaçons  x",  y"  par  x,  y,  elle  a  pour  équation 

Ayy'  +  B(iy'  +  yiO+C^a/+D(y  +  y')+E{x  +  x')-f-F  =  o. 

Pour  les  tangentes  issues  du  point  fixe  ou  pôle  les  poînis  d'intersection 
avec  la  courbe  coïncident  sur  chacune  d'elles  et  le  quatrième  point 
harmonique  doit  se  réunir  avec  eux  ;  la  polaire  est  donc  la  corde  de 
contact  de  ces  tangentes. 

Pour  construire  la  polaire  d'un  pointp  (fig.  58),  on  mène  d'abord  deux 
sécantes  quelconques /jffltn'.pnn';  on  tire  ensuite  les  droites  mn' et  nm' qui 
se  coupent  en  p,  ainsi  que  les  droites  mn, 
m'ti'  qui  se  rencontrent  en  f:  la  droite  (g 
est  la  polaire  demandée.  En  effet,  dans  le 
quadrilatère  mn  m'n'  les  droites  qui  abou- 
tissent au  point  f  Tarmenl  un  faisceau 
harmonique  ;  la  droite  fg  divise  harmoni- 
quement  les  sécantes  et  doit  coïncider 
avec  la  polaire. 

Si  le  point  p  s'éloigne  à  l'infini,  toutes  les  sécantes  sont  parallèles  et  la 
polaire  divise  les  cordes  mm',  nn'  en  deux  parties  égales  ;  elle  passe  alors 
par  le  cesbre  et  coïncide  avec  un  diamètre  de  la  courbe. 

tCft.  La  polaire  d'un  point  ftitué  sur  une  droite  P  passe  par  le  pôle 
p  de  cette  droite. 

Soient  {x',  y'),  (x",  y")  les  coordonnées  des  points  p  et  f;  les  polaires 
correspondantes  ont  pour  équations 

(P)  Ayy'-f  B{xy'-i-yx'}-I-Crx'H-D(y  +  y')  +  E(x  +  i')  +  P=o, 
(F)  Asi,"+B{xy"+yx")+Cxx"+D(y+y')-i-E(x  +  x")+F=o. 

Comme  le  point  /"se  trouve  sur  la  droite  P,  on  a 
Ay'y"  +  B(x"y'  +  y"x')  +  Cx'x"  + 1%"  +  y')  +  E(x"+  x*)  +  F= o, 
relation  qui  exprime  aussi  que  la  droite  P  passe  par  le  pèle  (x',  y*)  de  la 
première. 

D'après  la  construction  indiquée  précédemment,  la  polaire  du  point  f 
est  la  droite  pjr;  on  peut  dire  aussi  que  toute  droite  P,  qui  paise  par  un 
poîTit  f,  a  ion  pôle  tur  ta  polaire  de  cepoint. 

lien  résulte  que  la  polaire  du  point  d'intersection  de  deux  droite*  poste 
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pta-  Us  pôUê  de  eu  droites,  et,  réciproquement,  le  pôle  fune  droite  f»i 
JMnl  deux  poinlt  est  l'interaection  des  polaires  correspondantes. 

Lorsque  deux  points  tels  que  p  elg  jouissent  de  cette  propriété,  que 
la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre,  on  dit  qu'ils  sont  conjuguas  par 
rapport  h  la  conique.  Il  est  visible  que  deux  points  conjugués  seront  les 
conjugués  barraoniques  par  rapport  aux  points  où  la  droite  qui  les 
réunit  rencontro  la  courbe. 

On  appelle  aussi  droites  conjuguêett  par  rapport  à  une  conique,  deux 
droites  telles  que  le  pAle  de  l'une  se  trouve  sur  l'autre.  Deux  droites 
conjuguées  forment  toujours  avec  les  tangentes,  menées  de  lenr  point 
d'intersection  à  la  courbe,  un  faisceau  harmonique. 

El.  I.  Trouver  Im  cquttioos  des  Ungeote»  i  la  conique  .^*  —  3sv  -h  a*  —  Sy  —  u 
—  3^0,  ■ni  points  où  elle  reDCoDtre  l'ue  des  m. 

R.        7y  — 2»  +  6  =  o,  y  +  !W  +  2  =  0. 

El.  •.  Quelle  est  II  polaire  de  l'origiDe  par  rapport  1  U  conique  f(z,y)^o? 

B.       Djr  +  E»  +  P  =  o. 
Ex.  1.  Qoelleest  I*  polairedu  centre  de  11  cqniqge  f(x.y)=:o? 
n   Une  droite  h  finGni. 

El.  4.  Écrire  les  ëqnations  des  tangentes  issues  de  l'origine  et  I*  poltiro  de  ce  point 
pour  la  conique  y*  —  2Ey  +  2v  — 4«  —  2^0. 

R.        3y'  —  8«y +  4«'.=  o,  y  -  2x  — 3=;o. 

El.  a.  Déterminer  le  pAle  d'une  droite  pz -t- ^y-t-r^o  par  npporl  à  [■  conique 
f(»,y)  =  o 
L'^iiation  de  la  polaire  du  |ioint  (a',  y')  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x(By'-«-C(e'  ■*■  E)  ■+ y  (Ay' -♦- Bu'  -»-D)  +  Dv'  -t  Ea'  -t-¥  =  o; 
les  équations  qui  détominenl  le  pAle  elierehé  seront 

By'  +  Car'-i-E_Ay'  +  Bai'-KD_Dy'  +  Eai'  +  F 
p  ~  q  ~  r  ' 

Ex.  •■  Les  polaires  d'un  point  (iie  par  rapport  i  toutes  les  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  donnât  concourent  en  un  même  point. 
En  eBét,  h  palaire  d'un  point  (>',  y")  par  rapport  i  une  conique  représentée  par 
oa'y'  -t-zJ«y  -t-  Sô*»*  —  00' (6-»-  6")  y  —  66'  ia-t-oTfm-t-aa'bb'  ^o, 
a  pour  équation 

3aa'yy'+z)(«y'-f-vir')+-ai6'«»'— (w'(6-*-ft')(y-t-y')  — ft4'(o+o'){B-t-»0-t-wia'64'=o; 
elle  renferme  un  coefficient  indëterminc  et  représente  des  droites  passant  par  on  point 
fixe.  Lorsque  »'  ^o,s'  =.a,  il  vient 

m' (i  ^  6')  y  +  M' (a -•- n'}  «  —  au'U' =  o. 
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Lt  pokire  de  TwigiDe  par  rapport  i  une  conique  qoeleonqne  de  la  série  etl  nue 
droile  fixe.  Il  ett  heile  de  Tërifier  que  celle  droite  paise  par  le  point  d'inteneclinn  de» 
diagonales  et  citui  de  deux  cdtéa  opposés  dn  quadrilatère,  et  que  le  triangle  dont  les 
sommets  sont  les  poiols  de  concours  des  côtés  opposés  et  celui  des  diagonales  jouit  de 
celle  propriété,  qae  eliaque  côté  est  la  polaire  du  sommet  opposé. 

Ex.  >.  Chercher  la  condition  pour  que  deux  droites  soient  coDJuguécs  par  rapport  à 
la  conique:  /(«t  y,  i)^o,,«'  +  ai,j('-t-  ojjs'  ■+■  2a,|Cy  -t~2aiixy  -4-  zoMyi^o. 

Soienl  la  +  /jy  H-vi^^o,  i.'a  +  /i']/  -t-v'z  :=o  les  droites  et  {x',  y',  «')  le  pâle  de  la 
première.  En  identifiant  les  équations 

lan-^V  +  .*  =  o      et      afi,  +  yf,,  +  ir.f  =  0 
on  a  les  égalités 

ry=*), /;,=*^,  r.,=i.i 

on  y  ^oule  1'»'  +  ii'y'  ■+■  »'*'  =  o  pour  éliminer  ensuite  »",  y",  r',  k  et  il  vient 


S    4.    SIMFUFiCATIOn    DE   L'fiQl'ATlON    DU    SECOHO    DEGRÉ. 

ICC.  Nous  avons  vu  que  les  propriëtës  du  centre  et  de»  diamètres  per- 
mettent de  ramener  l'ëquation  générale  des  coniques  ii  des  formes  plus 
simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  para- 
graplie,  d'indiquer  le  calcul  des  coefficients  qui 
entrent  dans  l'équation  finale. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  l'équation 

générale 

(i)    Ai/*  +  2Ba3/  +  Cx>  +  2Dy  +  zEx+F  =  o 

représente  une  courbe  à  centre.   Après  avoir  Fig.  su. 

dëtermioé  les  coordonnées  a  et  [3  de  ce  point,  on  y  place  l'uri^jine. 

L'éqaation  (i)  est  alors  privée  des  tenues  du  premier  degré  en  x  et  y,  et 

se  réduit  à 

(2)  Ay»  -h  2hx\j  +  Ca;*  =  H, 

d 
ou  le  nouveau  coefficient  H  est  égal  a  — — —  ■ 

Par  une  transformation  des  coordonnées,  il  est  toujours  possible  de 
faire  disparaître  de  l'équation  (2)  le  terme  en  ay.  Admettons  que  les  aies 
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auxquels  la  courbe  est  actuellement  rapportée  soient  rectangnlaîres  ; 
amenons  ces  axes  dans  la  posiUon  CX',  CT',  en  les  faisant  tourner  d'un 
angle  f  autour  du  point  C.  L'équation  de  la  conique  pour  les  nouveaux 
axes  s'obtient  au  moyen  des  formules 

x  =  x'  cos  tp  —  y'  sÏD  9, 1/  =  i"  sin  ip  +  y'  cos  ç. 
La  substitution  de  ces  valeurs  conduit  à  une  équation  de  la  forme 
(3)  M/'  +  aRx'y'  -)~  Nx"  =  H, 

dans  laquelle 

H=Acos*f — 2Bsin(peostp-]-Csin*ç,  N^AsiD*!p+2B3inifcosç-l-Ccos*3 
R  ^  A  sin  ip  cos  <p  —  B  sin*  (p  +  B  cos'  (p  —  C  sin  9  cos  ç. 
Pour  déterminer  U  valeur  de  (f  qui  annule  R,  posons  : 

A  sin  ç  cos  (p  —  B  siu*  tp  +  B  cos*  (p  —  C  sin  ip  cos  9  =  0, 
ou  bien 

(4)  (A  —  C)  sin  2(p  -}-  aB  cos  2ip  =  o. 

On  en  tire,  tang  2f^- r  ■  Soit  29'  l'angle  plus  petit  que  n,  donl 

la  tangente  répond  i  cette  valeur  ;  les  angles 

aip',     2ip'  +  7r,     2ç'  +  27r,     aç'  +  jir,.... 
ont  la  même  tangente,  et,  par  suite,  les  valeurs 

f',  q='  +  -,    <p'  +  n,    <f'  +  3->—- 

satisfont  h  l'équation  R  =  o  ;  mais  elles  ne  donnent  que  quatre  directioDS 
opposées  formant  un  seul  système  d'ases  rectangulaires.  Dans  l'ellipse  et 
l'byperbole,  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps,  B  =  o,  A  ^=  C;  donc, 
il  existe  toujours  un  système  d'axes  rectangulaires  et  un  seul  pour  lequel 
l'équation  d'une  conique  i  centre  est  de  la  forme 
{5)  Hy'  +  Na:'  =  H. 

Lorsque  l'équation  (2)  définit  une  conique  en  coordonnées  obliques,  il 
faudra  d'abord  la  rapporter  h  des  axes  rectangulaires.  Dans  ce  but,  on 
peut  conserver  l'axe  des  z  et  prendre  une  droite  qui  lui  est  perpendicu- 
laire pour  axe  des  y.  Les  formules  de  transformaUon  sont  alors 
x'sind  —  y' cos  6  y' 
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Après  la  subatitutiou  la  conique  aura  une  équation  de  la  forme 
A'y'*  +  aBVy'  +  C'a:'*  =  B 
où 

_  A  —  2B  cos  e  -j-  C  cos'  6  _  B  sin  0  —  C  sin  9  cos  6    „,  _  „ 

sin'  9  '  sin'  ô  ' 

Les  aies  étant  maintenant  rectangulaires,  on  pourra  la  ramener  h  la 
forme  (5}  comme  on  vient  de  le  dire. 

■  •7.  11  reste  à  indiquer  le  calcul  de  H  et  de  N.  Reprenons  l'équation 
R  ^  o  que  l'on  peut  écrire  bous  les  deux  formes 

sin  (p  (A  côs  7  —  B  sin  y)  =  cos  ;>  (C  sin  7  —  B  cos  <p) 
cos  f  (A  sin  9  -)-  B  cos  9)  =  nn  ç  (B  sin  (p  -]-  C  cos  9). 
Posons 

A  cos  ip  —  B  sin  «       C  sin  9  —  R  cos  s 

1 î  — Z. ■  =  (,, 

cos  ip  sin  9 

k  sio  f -\- B  C08  <p  __  B  sin  (p  +  C  cos  9 

sin  9  cos  9 

On  en  tire 
(a')    (A  —  it)  cos  9  —  B  sin  9^0,    (C  —  s«)  sin  9  —  B  coa  9^0, 
(P*)    (A  —  Si)  sin  9  +  B  cos  9  ^  o,     B  sin  9  +  (C  —  St)cos  9^0. 

L'ëlimination  de  sin  9  et  de  cos  9  dans  (a')  et  {p')  nous  montrent  que 
Si  et  s*  sont  les  racines  de  l'équation 

j  A  —  s        B  1=0, 

I  B  C  — *  I 

ou  bien 

(Jt)  <»  _  (A  4-  C)  «  +  AC  —  B»  =  o. 

Or,  si  on  multiplie  les  deux  termes  des  rapports  {a)  et  (|S)  par  cos  9 

et  sin  9  et  si  on  ajoute,  on  trouve  s,  =  H  et  «■  ^  N.  Donc  les  cnelBcients 

qui  entrent  dans  l'équation  réduite  seront  les  racines  de  l'équation  (k). 

On  arrive   immédiatement  au   même   résultat  en   remarquant  que 

AC  —  B'  est  un  invariant  du  premier  membre  de  l'équation;  le  module 

de  la  transformation  étant  l'unité,  on  doit  avoir 

MN  — ft'=AC-B', 
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Si  R  =  o,  il  vient 

MH  =  AC  —  B". 
D'un  autre  cdt<!,  en  ajoutant  les  valeurs  de  H  et  de  N,  on  IrouTe 
M  +  N  =  A  +  C; 
ce  qui  montre  aussi  que  H  et  N  sont  les  racines  de  l'équaUon  (k). 

Quand  les  axes  primitifs  sont  obliques,  par  les  valeurs  de  A',  B*,  Cu 
trouve  d'abord 

A  +  C-aBeose  AC-B* 

sin'9  '  8in'*fl 

Les  premiers  membres  ont  des  valeurs  constaDtes  pour  tons  lei  uk 
rectangulaires;  donc  les  seconds  membres  jouissent  aussi  de  la  propriété 
de  l'invariaDce  pour  tous  les  axes  obliques.  On  aura 

'  sm'  9  Bin'  9 

Les  coefficients  H  et  N  seront  les  racines  de  l'ëquation 
A  +  C  — 2Bcos9      ,   AC  — B" 

tflS.  La  forme  de  l'ëquation 

Hy'  4-  Nx'  =  H 
indique  que  la  courbe  est  rapportée  k  deux  diamètres  conjugués  ei 
par  conséquent  les  axes  rectangulaires  sont  dirigés  suivant  les  aies  de  li 
courbe.  Désignons  par  2a,  26  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  c'est- 
à-dire  les  segments  qu'elle  déterinine  sur  les  axes  coordonnés.  En  pos«nl 
successivement  y  =  o,  x  ^  o,  on  obtient  : 

par  suite,  a*  et  h*  sont  les  racines  de  l'équation 
,      H(M4-M)  H'_ 

ou  bien,  CD  remplaçant  H  +  N,  HN  et  H  par  leurs  valeurs, 
,      3(A  +  C  — 2Bcoge)  j^sin'e    _ 

"  "*■         (AC-B')'         "  +  (AC  — B-)'        ' 
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Cesl  l'équation  aux  carrés  des  longueurs  des  demi-axes. 

Dans  l'équation  de  la  courbe  le  binâme  B*  —  AC  se  réduit  h  —  HN  ; 
elle  donnera  une  ellipse  si  M  et  N  sont  de  même  signe  et  une  hyperbole 
dans  le  cas  contraire.  En  substituant  à  H  et  N  leurs  valeurs,  elle  prendra 
la  forme 


1C9.  Supposons  maintenant  que  l'équation  générale 

Ay»  +  2B3:y  -\-Cx*  +  aDy  +  2Ea:  +  F  =  o 
représente  une  parabole.  On  ■  :  B*  ^  AC,  et  les  trois  premiers  termes 
forment  un  carré.  Posons  n  =  |/A,  m  ^=  yCi  ')  viendra 
(nu;  +  ny)'  -\-  aDy  -|-  2Zx  +  F  =  o. 
Sous  celte  forme  on  voit  que  la  droite  2Dy  +  2Ea;-(-F  =  o  rencontre 
mx  -f-  m/  ^  o  en  deux  points  coïncidents  qui  appartiennent  à  la  courbe  ; 
c'est  donc  une  tangente  k  la  parabole.  De  plus,  la  droite  mx  -\-ny  =  o 
rencontre  U  courbe  en  un  point  unique  appartenant  &  cette  tangente; 
c'est  un  diamètre  de  la  conique.  Cela  étant,  si  k  est  un  paramètre 
arbitraire,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

(mx  +  nj  +  A)'  +  3  {D  —  n*)  y  H-  2  (E  —  mA)  a:  +  F  —  A»  =  o. 
La  droite 

2{D  —  ni)y-j-2{B  —  mJt)j:  +  F  —  *'  =  o 
sera  une  tangente  &  l'extrémité  du  diamètre  représenté  par 
mx  +  ny  +  A  =  o. 

Pour  en  déduire  l'axe  de  la  courbe,  il  faut  exprimer  que  ces  droites 
sont  perpendiculaires;  ce  qui  donne 

m  (E  —  mJt) -+- n  (D  —  nA)  =  o  ; 

.,  .  ,       Dfi  +  Em      D(/Â+E|/C        ,  „ .      ,.       ,„ 

d  ou  fc  =  — ^        ^  =  — '  ' — .    et  l'équation  de  l'axe  sera  : 


,/A  +  VC  +  ^4i^'  = 
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Prenons  maintenant  cette  droite  pour  axe  des  x  et  la  tangente  1 
l'extrémité  pour  aze  des  y.  L'équation  de  la  courbe  donne 
/mx  +  «y  + 1\  ■ 


/mx  +  «y  +  ty 
\  (/m*  +  «»    / 


2(D  —  nk)i/-\-2(E—mk)x+f—k*  ~  m'  +  n* 

2  /{D— nJt)»+(E— mit)' 
En  attribuant  à  A  la  valeur  trouvée  précédemment,  le  numérateur  est 
le  carré  de  la  distance  d'un  point  de  la  parabole  à  l'axe  ou  y',  et  le 
dénominateur  est  x.  Donc  cette  équation  se  réduit  à 

y'  =  2px 
en  posant  : 

^:  |/(  D  —  nk]*  +  (E  —  mi)'       Dm  —  En       D  i/C  —  E  l/Â 
™  ^"  (m'-hn*)'  (A  +  C)' 

Si  les  axes  primitifs  sont  obliques,  il  faut  prendre  pour  la  condilioi 
de  perpendicularité 
m  (E  —  m*;)  +  n  (D  —  nit)  —  [m  (D  —  n*)  +  n  (B  —  mi)]  cos  6  =  o. 
On  en  déduira  la  valeur  de  k  qui  doit  entrer  dans  l'équation  de  l'iie. 
On  arrive  ensuite  de  la  même  manière  à  l'équation  réduite  dans  ItqueOe 
on  trouve 

(Dm  —  En)  sin' g  (D /C  —  E  |/Â")  sin' 9 

(m*  +  «'  —  3»>n  cos  6)*      (A  +  C  —  a  |/AC  cos  S)  ' 

110.  Considérons  maintenant  le  système  de  deux  coniques  représen- 
tées par  les  équations 

Ay»  +  2Bxy  +  Cx^  +  2Py  +  zEa:  +  F  =  o, 
P  (Ay'  +  aBacy  +  Cx*)  +  aD'y  +  aE'x  +  F'  =  o, 

où  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  sont  proportionneb.  Le> 
binâmes  B'  —  AC  et  p*  (B*  —  AC]  sont  négatifs,  positifs  et  nuls  en  mène 
temps;  les  courbes  sont  du  même  genre.  La  relation  (N*  160)  qui 
détermine  les  diamètres  conjugués  ne  change  pas  si  on  remplace  A,  B,  C 
par  pA,  pB,  pC;  les  diamètres  conjugués  auront  les  mêmes  directions 
dans  les  deux  courbes  et  leurs  axes  seront  parallèles.  Ou  dit,  dus  M 
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Càs,  que  les  coniques  sont  semblables  et  umblablement  placées  et  on  les 
appelle  coniques  homothétigueM. 

Ces  courbes  jouissent  aussi  de  la  propriété  d'avoir  leurs  axes  propor- 
tionnels. Afin  de  le  démontrer,  remarquons  que  le  rapport  des  racines 
de  l'équation  du  second  degré 

x*+px  +  g=^Q, 
devient  indépendant  de  p  et  de  g,  si  l'on  pose  p'  =  kq;  sa  valeur  dépend 
seulement  de  la  quantité  k.  Formons  l'expression— =i  pour  l'équation 
aux  carrés  des  demi-axes  (N*  168);  on  trouve  : 

(A  +  C  — 2BcoBfl)V 
(AC  —  B*)  sin*  a     ' 

cette  expression  ne  change  pas  en  remplaçant  A,  B,  C  par  pA,  pB,  pC. 

Donc  le  rapport  des  racines  est  le  même  dans  les  deux  équations  aux 

carrés  des  demi-axes.  Si  on  désigne  ces  derniers  par  a*  et  6%  a"  et  6",  on 

aura 

o'      a'*  aa       26 

îT=ï7;»  par  suite — ;  =  ~ri'' 
6»      6'»    ^  20'      30 

c'est  la  relation  qu'il  fallait  établir. 

Supposons  que  la  deuxième  courbe  se  déplace  dans  le  plan  en  restant 
égale  h  elle-même  de  manière  que  les  diamètres  conjugués  et  les  axes  ne 
soient  plus  parallèles;  les  deux  courbes  ne  seront  plus  semblabletnent 
placées  i  on  dit  alors  qu'elles  sont  seulement  semblables. 

Dans  ce  cas,  la  proportionnalité  des  axes  existera  encore  puisque  les 
courbes  sont  restées  les  mêmes.  La  condition  de  similitude  de  deux 
coniques 

Ay  +  aBxy  +  Cx*  +  iDy  +  2Ex  +  F  =  o, 
Ay  +  zB'iy  +  C'a:'  +  aD'y  +  zE'x  -(-  F'  =  o, 

s'obtiendra  en  exprimant  que  les  rapports  des  carrés  de  demi-axes  sont 
égaux  ;  ce  qui  donne  : 

(A  4-  C  ~  2B  cos  6)'  _  (A'  +  C  —  2B'  cos  6)' 


D,gnz.dbvC00gle 


ApplloRtlonB  diverma  dM  théorie!  séoéralM. 

Ex.  1.  Trouver  rëqndion  d'une  cooique  puHnt  pv  1m  points  (0,0),  (i,  — i), 
(o,  —  i),  et  UngEnte  lui  droilc*  y  —  2a=^o,y  —  «+i  =  o. 
R.        s*— 3x5  —  ÔB'  +  y— ae  =  o. 
Ex.  •.  Trouver  les  «symptoles  de  la  courbe  représenUe  pir  l'équitioD 
{«  -  ¥)  (» -I- 3If)  +  4»  -  y  =  6. 
a.       4(«  — l')  +  3  =  o.       4<«  +  3l')  +  i3=o- 
£1.  I.  Chercher  U  condition  pour  que  la  droite  u»  -t-  vy  -t- 1  =^  o  touche  la  conifM 

R.        (D*  — AF)m>  +  2(SF -DB)i<c -«-(£■  — CP)u>  +  2(AE  —  BI>)t( 
+  a((:D  -BE)u-t-B'-AC  =  o. 
Ex.  4.  Chercher  I*  condition  pour   que  l'axe  des  ai   soit  langent  k  l'ori^ne  à  li 
conique  l(c,  y)^D. 

a  P  =  0,        E  =  o,        D^o. 

Ex.  k.  Par  un  point  donné,  mener  une  corde  qui  aoit  divisée  en  deux  parties  iplts 
pu  c«  point.  Si  on  prend  ce  point  pour  pAle,  l'équation  du  second  d<^ré  eu  ecor- 
données  polaires 

aura  des  racines  Ggites  et  de  signes  contraires  avec  li  condition  Diinu -f- E  eosH  =  Oi 
par  suite,  la  droite  Dj/  -t-  Eic  =  o  est  coupée  en  deux  parties  égilei  à  l'origine.  Si  le 
point  donné  était  le  centre,  on  aurait  Di=o,  E  =  o  et  la  condition  précddenU  leiait 
toujours  satisfaite. 
Ex.  •-  Trouver  les  équations  aux  aies  des  coniques  suivantes  : 

(i)    y*  —  aay  +  m' =  2,  (2)    y' —  a*y -»■  3«*  =  —  i 

(3)    y'— xï  +  «'  =  i,  (4)    y«  =  *'. 

R-    (0    (3+|/5)y'+U-V^5)"'=4.     (2)    i2-*-t''I)y*+(2-KS«'=^. 
(3)    3ï*^-«'  =  a)  (4)    !'»-«■  =  *•. 

Ex.  *.  Quelles  sont  les  équation*  réduites  des  paraboles 

.  (i)  y'  —  aœy  -i-  X»  —  ay  -m  +  3  =  O. 

(3)  i5j'  -•-  24«y  +  9*'  +  6(1+  3B  +  5  =  o? 

\/~2  2 

H.  (r)         V'  =  ^"'.  W       V'=^^'- 

Ex.  S.  Que  représente  les  équaliona 

(a  -»-  y  —  2}*  =  y  -  3», 
(a  +  y  —  5l'  =  y  — aa+-8? 
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Ex.  •,  Que  repr^nte  l'équation  y*  +  nmy  -t-  o^  ^  i  dans  laquelle  m  egl  i 


R.  De*  coniques  doni  Ici  txes  coioddent. 
Ex.  ■•.  Cli«reher  la  eondilian  poor  qae  lei  ci 

Ay«  +  aBa^ -t- O"  +  aDj -I- 3Eb -»- F  =  o, 
ay*  -t-  «fiijF  +  ex*  +  2(^  -t-  M»  -«- 1=  o 
aient  Iran  axes  pvdUles. 

Sx.  II.  Tronrer  l'équation  des dianièlres  eomarans  dei  couiqnei 
Av' H-  2B«y -*- Cai»  =  I ,       i  {x*  ■*- 1*)=  j, 
ainti  qnc  la  condition  pour  que  Ici  deux  conrbei  soient  tangentes. 

B.       {A  — l)ii!«-<-aB»y-*-{C  — ))«'-o;  (A— J)  (C  — ))  =  »•. 
Ri.  f*.  Déterminer  I*  condition  pour  que   l'txe   des  <r  aoil  une  asymptote  de  la 
conique  (  («,  jr)  =  o. 

R.        C=o,       E  =  o. 
Ex.  ■  S,  Eiprimer  qae  les  asymptotes  de  li  conique  f  (a,  y)  ^  o  sont  rectangulaires. 

R.         1+   5_-^co,s^o,(„e,obliques); 
A  -I-  C=  o,  (axes  recungui aires). 
Ex.  14.  TrouTcr  l'éqaation  de  l'axe  de  la  parabole 


\/?-\/î- 


a       b      a*  -f-  J*  -t-  aab  cos  S 
Ex.  IM.  Etant  donnée  l'équation  générale  d'ane  coniqae  à  centre,  on  pose 
i  =  ACF  -  CD«  —  AE*  -  FB*  +  aBDE  ; 

montrer  qae  l'équation  générale  peut  se  ramener  ï  la  forme 

A>  "*"      C       '    A"  "*"  qAC  —  B')  ~  "■ 
Ex.  €•.  Que  représentent  les  équations 

M»  +  N"  =  I,       iP  -  N"  =  I,       M>  +  N  =  o, 

lorsque  H,  N  sont  des  fonctions  Eiiiéaires  iIps  coordonnée»  x  et  y? 
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Ex.  1S.  Interpréter  les  éipialions 

JMN4-mNL-i-nlM  =  o, 
ly-t-IMf  =o. 
LM  —  IP'  =  o, 
\onque  L,  M,  N,  P  représentent  des  polynômes  du  premier  degré  en  x  et  y. 

Ex.  as.  Si,  paruQ  point  O,  on   tire  deux  sécantes  qui  rencontrent  une  conique ui 

points  Pu  Pi;  Qii  Q„  le  rapport      '    ^...'Mt  constant,  qael  que  soit  le  poinl  0, 
pourTU  que  ta  direction  des  sécantes  reste  ta  même.  (NiwTon.) 

Ex.  ■•.  Déduire  du  théorème  précédent  les  corallaires  suiranla  : 

t<  Lés  produits  OPi  ■  OPa  et  OQi  ■  OQi  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  Ua- 
geute*  parallèles  aux  sécantes. 

S>  Les  mêmes  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  diamètres  pwiUèlo 
aux  cordes. 

3*  Les  tangentes  menées  d'un  poinl  quelconque  k  une  conique  sont  entre  éttt 
comme  les  diamètres  parallèles  à  ces  tangentes. 

Ex.  ••-  Si  les  côtés  d'un  triangle  AB,  BC,  Ck  reacontrent  une  conique  respediir- 
ment  aux  points  C,,  Ci;  Ai,  Ai;  Bi,  Bi,  on  s  la  relation 

ACi.AC,.BA,  .BAi-CB.  ■CB,_ 
AB, .  AB,  .  BC, .  BC,  ■  CA,  ■  CA, ~  '' 

Montrer  qu'on  *  une  relation  analogue  pour  un  polygone  quelconque  (CtaMOT). 

hx.  ■  I .  D'un  point  H  on  abaisse  les  perpendiculaires  HP  et  HQ  sur  deux  droiln 
Gxes  ;  IrouTer  le  lieu  du  point  H,  lorsque  PQ  passe  par  un  point  Gie. 

Ex.  •«.  Par  un  point  Sxe  du  plan  d'un  angle  donné  XOY,  on  mène  une  séesalt 
quelconque,  el,  par  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés,  on  tire  des  droites  panllèlci 
1  ces  câtés  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  parallèles. 

Ex.  va.  Trouver  le  lieu  d'un  poinl  dont  l'ordonnée  est  moyenne  proportiopncUe 
entre  les  ordonnées  correspondantes  de  deux  droites  Exes. 

Ex,  t4.  Étant  données  la  base  et  la  somme  des  côiésd'uo  triai^le,  trouver  le  tien  ih 
centre  du  cercle  inscrit. 

Ex.  as.  Étant  données  la  base  el  la  somme  des  côtés,  trouver  le  lieu  do  panl  d'In- 
tersection des  médianes. 

Ex.  «•.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité  des  triangles  qni  oK 
même  base  et  même  angle  au  sommet. 

Ex,  Vf.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  tangents  i  une  dreilt 
et  pisunt  par  un  point  donné. 

Ex.  *•■  Chercher  l'cquation  du  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  i  la  fois  à  hk 
droite  et  i  un  cercle  donnés. 

£x.  ••,  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  qui  intercepte,  sur  deux  lignes  iMS, 
deux  longueurs  données. 

Ex.  ■•.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  qui  passe  par  un  point  et  qui  iilcr- 
cepte,  sur  une  l^e  fixe,  une  longueur  donnée. 
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Ex.  >■.  Trouver  le  lien  du  centre  d'un  cercle  qni  conpe  àean  cercles  fixes  sons  des 
angles  donnés, 

El.  *S.  Ou  donne  on  cercle  tnngenlàdeui  droites  recungulaires  «ax  pointsPetQ; 
OD  mène  une  Ungenle  quelconque  qui  rencontre  les  mêmes  droites  aux  points  R  et  S. 
TrouTer  le  lien  du  point  de  rencontre  des  droites  PS  et  QR. 

El.  a».  Un  triangle  ABC  est  circouirrit  à  un  cercle,  si  l'uigle  C  est  coosttnt  et  si 
le  sommet  B  décrit  uae  droite,  quel  sera  le  lieu  du  sommet  A? 

Ex.  a«.  DsnsuQ  tnpèie  ABCD,  le  câtë  AB  est  donné  en  grandeur  el  en  position; 
de  plus,  ou  donne  la  longueur  du  câté  parallèle  CD  et  U  somme  des  deux  autres  calés. 
Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  des  diagonales. 

Ex.  ••.  On  doune  deux  coniques  S  et  i;  trouver  le  lieu  du  pdie  d'une  tangente 
i|uelconqae  de  <  par  rapport  1  la  courbe  S. 

Ex.  sa  Si,  a  partir  de  chaque  point  C  d'une  droite  terminée  aux  points  A  et  B,  on 
porte,  dans  une  direction  constante,  une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne 
i;éométrique  des  segments  CA  et  CB,  rextrémilë  de  cette  longueur  a  pour  lieu  une 
conique  à  centre. 

Ex.  ■«.  Trouver  la  courbe  telle  que,  si  l'on  mine  une  tangente  quelconque  terminée 
aux  axes,  cette  taagentc  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de  contact. 

Ex.  SS.  On  donne  une  droite  et  un  segment  fixe  AB;  si  l'on  joint  un  point  P  quel- 
conque  du  plan  aux  points  A  et  B,  les  lignes  PA  et  PB  vont  déterminer,  sur  la  droite 
donnée,  la  perspective  A'B'  du  segment.  Quelle  courbe  doit  décrire  le  point  P  pour  que 
cette  penpeetive  conserve  toujours  la  même  grandeur? 

Ex.  >•.  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  k  une  même  droite  AC.  On  prend,  sur  CD, 
un  pmnt  Q  quelconque,  et,  sur  AQ,  un  point  H  dont  la  distance  &  A  B  soit  égale  i  CQ  ; 
trouver  le  lien  du  point  H. 

Ex.  «•.  Psr  deux  pmnts  fixes  A  et  B  pris  sur  une  ellipse  donnée,  on  fait  passer  des 
eereles  variables;  trouver  le  lieu  du  point  U  oii  concourent  les  tangentes  comuunei  au 
cercle  et  à  l'ellipse. 

Ex  41 .  On  donne  deux  angles  de  grandeur  déterminée  :  supposons  qu'on  les  fasse 
tourner  autour  de  leivs  sommets  respectifs,  de  manière  que  deux  de  leurs  cAtés  se 
coupent  sur  une  droite  5ie  ;  montrer  que  h  point  d'intersection  des  deux  autres  câtés 
déerir*  une  section  conique.  (Niwtor.) 
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CHAPITRE  VII, 

COURBES   DU   SECOND    ORDRE  (boite). 

Équation  générale  da  aeoonâ  degré  «n  ooordonnéw  trlangnlkirei 
et  UngentieUei. 


SomAi**.  —  Déitrmitutiion  du  genre  de  la  courhe  rtpriientée  par  t'/qvatioit  dit  terni 
degré  m  eoordonnén  triangulaire».  Centre,  diamètre,  langvnle,  pile  e!  polaire  itu 
U»  emrbn  du  eeamd  ardre.  —  Formte  de  Viqwtion  d'wi»  tonique  rerpportit  4  n 
triangit  tireonteril,  iiutrU  et  eoni'ugvé  ;  à  un  guadritatire  Jiuerfl  et  tirtioneerit. 

S  1 .  ÉQUATIONS  Bit  COMDOIfflfiES  TRIANGULAIRES,  DU  CBMTRB,  DV  MAIËTU 
DE  LA  TANGBNTB  BT  DE  LA  POLAIRE  DANS  LES   COURBES  DU   SECOND    ORDRE. 

171.  L'équation  gënérite  du  second  degré  en  coordonnées  trîiogu- 
laires  est  de  la  forme 
(0  f(A,  B,  C)  =  M'  +  mB»  +  nC  +  a/'BC  +  am'CA  +  an'AB  =  o. 

Comme  les  lettres  A,  B,  C  représentent  des  Tonctiaos  du  premier  d^ 
en  X  et  y,  l'équation  (i)  est  aussi  du  second  degré  par  rapport  à  ees  der- 
nières variables  et  représente  une  section  conique;  elle  renferme  cinq 
paramètres  arbitraires,  dont  on  peut  disposer  pour  faire  coïncider  li 
courbe  de  l'équation  (i)  avec  une  section  conique  quelconque. 

Afin  de  déterminer  l'espèce  de  courbe  représentée  par  une  équation  de 
la  forme  (i),  cherchons  les  points  du  lieu  situés  i  l'infini.  Nous  savons 
que  la  droite  de  l'équation 

(D)  aA  +  6B+cC  =  o 
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est  siluée  dans  le  plan  îi  l'inlini;  éliminons  C  entre  (D)  et  (i);  on  trouvera 
c'(/A»  +  mB'  +  2n'AB)  —  2c(aX  +  6B){/'B  +  m'A)  +  n(oA  +  bB)*=  o, 
ou  bien, 
k'-\-na* — 2t)i'ac)A*-4-2(M'c* — l'ac — m'fcc  4-106)  AB+(inc'+n6' — 2l'bc)B*= 
Cette  équation  représente  deux  droites  issues  du  point  de  référence  y,  et 
passant  par  les  points  d'intersection  de  la  conique  avec  la  droite  à  l'iofinî  ; 
elle  donne  deux  droites  réelles  et  différentes,  deux  droites  qui  coïncident 
ou  deux  droites  imaginaires,  suivant  que 

(n'e»— /'oc— wt'6c+na6)»=  {te*  +  no'  —  zm'oe)  {me*  +  «6'  —  zl'bc). 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  représente  une  hyperbole,  dans  le 
deuxième  une  parabole,  et  dans  le  troisième  une  ellipse. 

179.  Trouver  le»  équitiions  du  eentre  de  la  conique  représentée  par 
f(A,  B,C)=o. 

Soient  Ai,  Bi,  d  les  coordonnées  inconnues  du  centre;  les  équations 
d'une  droite  qui  passe  par  ce  point  sont  de  la  forme 
A— A.      B  — B,      C  — Ci_ 

On  en  tire  :  A  ^  Ai  +  j.p,  B  =  B|  -^  fip,  C  =  C|  -f-  vp;  en  substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  de  ]a  conique,  il  vient 

l(A,  +  >p)*  +  «.(B.  +  pp)'  +  n(C,  +  vp)« 
-l-2f'{B,+f  p)  (C+vp)  +  2«.'(C,+vp)  (A.+ip}+2n'{A,+ip)  (B'+f  p)=o- 
Développons  le  premier   membre,  et  représentons  par  fj(A,  B,  C), 
r,(A,  B,  C),  rc(A,  B,  C),  les  dérivées  partielles  de  f  (A,  B,  C),  prises  par 
rapport  à  A,  B,  C  ;  l'équation  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(a)p"f(>.,fi,w)-l-p[Xf.(A„B„C,)+fxr.+vr.]  +  f(A„B„C,)  =  o; 

elle  donne  les  valeurs  de  p  pour  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  de 
la  courbe  ;  comme  Je  centre  est  au  milieu  de  la  corde,  les  racines  doivent 
être  égales  et  de  signes  contraires,  et,  par  suite,  on  doit  avoir 
Xr4A,,B„C,)-|-ftr.  +  yf.  =  o 
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quelle  que  soit  la  direction  de  la  corde,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  Takiirs 
de  X,  fj-elv  qui  satisfont  à  la  relation  {N*  99) 

oA  -|-  6f/  -j-  cv  =  o. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  l'on  ait  les  égalités 

f.(A..B.,Ci)      I\      fç 

En  désignant  par  2k  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  et  en  substi- 
tuant aux  dérivées  leurs  valeurs,  on  obtiendra  les  coordonnées  do  centre 
par  la  résolution  des  équations  suivantes  : 

lAi  +  n'B,  +  m'C,  —  ka  =  o, 
n'Ai  +  mB,  +  l'C,  ~kb  =  o, 
m'A(  +  l'B,  +  nCt  —  Jtc  =  o, 
bAi  +  6Bi  +  cCi  +  aS  =  o. 
Afin  d'abréger,  posons 

t   n'  m'  I; 

'  ml'\ 

b    c 


J 

n'  tit  C 

, 

m'  C  n 

'      R        ^ 

~2S 

m'  t  n 
o    b    c 

^~3! 

1   »'  m' 
n   6    c 

2S 

u=. 

1   n'  m- 

K i-. 

1     n'  m' 

n'  m  1' 

48' 

»'   ra  e 

m'  r  n 

m'   f   n 

a      b    c 

Les  équations  précédentes  donneront 

A,      B,      C,      2» 

P       Q       B        H 

A,a  +  B,6  +  C,«_, 

oP 

+  Kl+ce 

K' 

par  suite, 


Le  centre  sera  à  l'inSni,  et,   par  conséquent,  l'équalioa  générale 
représentera  une  parabole,  si  K  ^^  o. 
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1TS.  Trouver  ta  longueur  d'un  diamètre. 

Si  on  mène  par  le  centre  (A|,  B|,  C|)  une  droite,  l'équation  (a)  ne  ren- 
ferme plus  la  première  puissance  de  p,  et  elle  donne 
_      f(A,,B„C,) 

c'est  le  carre  du  demi-diamètre  de  direction  (A,  fi,  v).  On  peut  esprime'r 

le  numérateur  en  fonction  de  H  et  de  K.  En  effet,  d'après  les  équations 

du  ceatre  et  une  propriété  des  fonctions  homogènes,  on  aura  les  relations 

2f  (A„  B,,  C)  =  A,  f .  +  B.  f .  +  C,  f c  =  2k  (A,a  +  B.fr  +  Ce) 


et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur  —^ ,    il  viendra 


K.f(l,p,«) 


174.  Chercher  t'équalion  du  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égaies 
Us  cordes  parallèles  à  une  direction  (i.,  p.,  n). 

Menons  une  droite  de  direction  (A,  jll,  v)  qui  rencontre  la  conique  eu 
deux  points  H  et  M'.  Soit  I(A',  B',  C)  le  milieu  de  la  corde  HH';  celle-ci 
sera  représentée  par  les  équations 

A  — A'B  — B'C  — C'^ 

Substituons,  dans  l'équation  de  la  conique,  aux  coordonnées  A,  B,  C  les 
valeurs  A'  -|-  Jp,  B'  +  ftp,  C  +  vp  tirées  de  ces  équations  ;  on  aura,  pour 
les  points  H  et  M', 

p'f{X,f/,v)  +  p[if,(A',B',C')  +  f.r.  +  vr,]-f.f(A',B',C')  =  o. 

Cette  équation  doit  avoir  des  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
puisque  le  point  (A'  B'  C),  à  partir  duquel  se  compte  la  distance  p,  se 
trouve  au  milieu  de  la  corde,  et,  par  conséquent 

Ar.(A'B'C')  +  f^f.  +  vf.  =  o. 

La  corde  HH'  étant  quelconque,  les  coordonnées  du  milieu  de  toute 
corde  de  même  direction  satisfont  à  l'équation 

>  f .  {A,  B,  C)  -f-  pt  f .  (A,  B,  C)  +  V  F,  (A,  B,  C)  =  o, 
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qui  sera  celle  du  diamètre^  elle  est  du  premier  degré  ea  A,  B,  C  et  repré- 
sente une  droite  qui  liasse  par  le  centre  :  car,  pour  ce  poiat,  les  valeurt 
des  dérivées  étant  proportionoelles  à  a,  b,  c,  on  a 
oX  +  tfi  +  ev  =  o  : 

relation  qui  est  satisfaite  par  les  quantités  A,  ft  et  v. 
'  Les  coordonnées  du  centre  étant  proportionnelles  à  P,  Q,  B,  l'équatioa 
d'un  diamètre  qui  passe  par  un  point  (A',  B',  C)  de  la  conique  pcat 
aussi  s'écrire 

ABC 

A'  B'  C 

P   Q  R 

tiS.  TYouver  l'é^u(Uion  de  la  tangente  à  la  eoniqae  f(A,  B,  C)  =  o 
au  point  (A%  B',  C')- 

L'équation  d'une  corde  qui  joint  deux  points  (A',  B',  C),  (A",  B",  C") 
de  la  courbe  est  de  la  forme 

f{A  — A')(A  — A")  +  m(B  — B')(B— B")+«(C  — C'}(C~C') 

+  2^  (B  —  B'){C  —  C")  +  2m' (C—  C')(A  —A")  +  2»'  (A— A')(B  -  B") 

^  lA*  -\-  mB'  4-  nC»  +  z/'BC  +  2m'CA  +  211' AB; 

car,  après  la  multiplication  et  la  suppression  des  termes  communs  tm 
deux  membres,  elle  s'abaisse  au  premier  degré  ;  de  plus,  elle  est  satisfaite 
par  les  coordonnées  des  deux  points,  eu  égard  aux  rclatious 

(o')    /A"  +  mW*  +  nC*  +  2i'B'C'  +  am'C'A'  +  2n'A'B'  =  o, 
(a")  lA"*  +  mB"*  +  nC"«  +  a^B'C"  +  2m'C"A"  +  211' A"B"  =  o. 

Supposons  que  le  point  (A",  B",  C")  vienne  se  confondre  avec  le  point 
(A',  B',  C);  la  sécanle  devient  tangente  à  la  conique  et  son  équation  est 
alors 

l  (A  —  A')'  +  m  (B  —  B')'  +  n  (C  —  C')*  +  2I'  (B  —  B')  (C  —  C) 

+  2m'(C— C')(A— A')4-2M'(A— A')(B— B')=/A'+mB»+nC'+2/'BC 

+  am'CA  -1-  2n'Afi. 

En  développant  et  faisant  usage  de  la  relation  (a'),  l'équatioo  de  la  tan- 
gente su  point  (A',  B',  C)  est  de  la  forme 

/AA'+mBB'+BCC'+i'(CB'+BC')+m'(AC'+CA>fn'(AB'+BA')=o, 
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ou  bien,  en  groupant  les  termes  qui  mulliplient  A,  B,  C, 

A  C.  (A',  B',  C)  +  B  r.  +  C  r.  =  o. 

La  coadilion  pour  qu'une  droite  XA-\-iiB-i-vC  =o  soit  tangente  à  la 

conique  s'obtient  en  identifiant  cette  équation  avec  la  prccédenle  ;  on 

trouve  ainsi  : 


tTC  Trouuer  i'iquatùm  de  la  corde  des  contacts  dei  tangentes  issues 
du  point  (A',  B',  C)  à  la  conique  {{A,  B,  C)  =  o. 

Soient  (Ai,  B,,  d),  (A.,  Bt,  Ci)  les  pointe  de  contact  de  ces  tangentes; 
l'une  d'elle  a  pour  équation 

fAA,+mBB,+nCC.-4-f'(BC,+CB,)+in'(ACi+CA,)+n'(AB.+BA,)=o; 
mais  elle  passe  par  le  point  (A',  b',  C),  et,  par  suite,  on  doit  avoir 
/A'A,-|-mB'B,+nC'C,+/'(B'C,-t-C'B,)-|-m'(A'C,+C'A,)-Hi'{A'B.4-B'Ai)=o: 
relation  qui  exprime  aussi  que  le  point  (A|,B|,  Ci)  se  trouve  sur  la  droite 
réprésentée  par 

(P)  lAA.'+mBV-^CC'+l'{W:'+CB')+tn'(JiC+C\')-\-n'{AV+KA')=o. 

On  verrait  de  même  que  le  second  point  de  contact  (At,  Bt,  Ci)  se  trouve 
sur  \b  même  droite.  L'équation  (P)  est  donc  celle  de  la  corde  des  contacts 
ou  de  la  polaire  du  point  (A',  B',  C);  elle  peut  se  mettre  sous  la  (orme 

Af.(A',B',  C')  +  Bf.  +  cr.  =  o. 


171-  Trouver  Us  tangente»  menées  cPunpoint  extérieur  (A',  B',  C)  à 
la  conique  f  (A,  B,  C)  —  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint  (A',  B',  C) 
à  un  autre  point  (A",  B",  C")  sont  données  par  les  formules 


fjA"  -|-  vA' 


HvB' 


C  — 


fC  +  vC 
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ou  bien,  en  posant^: 


B'  +  iB" 


C'4-J.C" 


Pour  les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  conique,  ces  valctirt 
satisfoDt  i  l'équation  f  (A,  B,  C)  =  o  ;  en  substituant,  on  trouve 

[k)  S"i»  +  P"i  +  S'=o, 

dans  laquelle 
S"=r(A",  B",  C"),  P"=A"f,{A',  B',  C')  +  B"r,  +  C"f.,  S'=f(A',B',C'). 
Si  la  droite  des  points  (A',  B',  C),  (A",B",  C")  est  Ungente  à  la  coDÎqoe, 
l'équation  {k)  doit  avoir  des  racines  égales,  et,  par  suite, 
p"»  _  4S'S"  =.  o. 
En  remplaçant  A",  B",  C"  par  A,  B,  C,  on  aura,  pour  les  tangentes, 
menées  du  point  (A',  B',  C)  k  la  conique, 

[Af.(A',B',C')  +  Bf.  +  Cr.]»  — +  f(A,B,C)f(A',B',C')  =  o. 

Lorsque  le  point  (A",  B",  C")  est  pris  sur  la  polaire  du  poiDt(A',  B',  C), 

P"  =  o,  et  l'équation  {k)  a  des  racines  égales  et  de  signes  contraires;  on 

retrouve  ainsi  cette  propriété  de  la  polaire  de  diviser  harmonique  ment 

toute  sécante  issue  du  pùle  et  rencontrant  la  courbe  en  deux  points. 

L'équation  des  tangentes  s'obtient  aussi  par  la  remarque  suivante. 
Soit  lA  +  ftB 4- vC  =  o  l'équation  de  l'une  d'elles;  comme  elle  doit 
passer  par  le  point  donné,  on  a  la  condition  :  AA'  -f-  f^'  -h  ^^'  =  **>  '"' 
en  déduit 


BC  —  CB'      CA'  ~  AC 


AB' 


-BA'' 


par  suite,  en  substituant  dans  la  relation  du  N>  17S,  il  vient  pour 
l'équation  des  tangentes 


l 

«■ 

»' 

m 

m' 

1' 

BC  -  CB'  CA' 

Trouver 

l'équal 

ne 

_CB' 

Ci' 

-AC 

AB' 

—  BA' 

0 

des    taugentes   aux  pomts   où  la   dniU 
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AA -(- pB -)- vC  =  o   rencontre    la  conique  f(A,B,C)iEO;   en  déduire 
celle  det  asymptolM. 

DësigDonB  par  A',  fi',  C  les  coordonoées  du  pôle  de  la  droite  donnée; 
les  tangentes  eherchëes  doivent  se  couper  en  ce  point;  par  suite, 
l'équation,  qui  les  définit,  s'obtiendra  en  déterminant  ces  coordonnées 
pour  les  substituer  dans  l'équation  du  numéro  précédent.  IdenliGons 
l'équation  de  la  polaire  avec  celle  de  la  droite  donnée.  On  aura 
f.(A',B-,C.)_^f,^f,_^ 

A  ^  V 

d'où  on  tire 

2f(A',B'.C0 


A'f.  +  BT.+  CT. 


_Ar.(A',B',C')  +  Br.4-cf, 

~"  XA  +  f<B 4-  wC  '       iA'  +  fiB'H-vC         W+~fiB'  +  vC'  ' 

et  l'équation  du  naméro  précédent  peut  s'écrire 

(y)      *(U  +  ftB  +  vC)'  =  (AA'  +  f*B'  +  *C')f(A,B,C). 
D'un  autre  cAté,  les  égalités  (|3)  donnent 

Ik'  +  n'ff  +  m'C  —  kl  =  o, 
n'A'  +  wiB'  +  l'C  —  kfj.  =  o, 
m'A'  +  l'B'  +  nC  —  *v  =  o. 
On  en  déduit 


En  substituant  à  M'  +  pB'-f-vC  sa  valeur  dans  l'équation  (y),  il 
viendra,  pour  les  droites  ebercbées, 


i 

lA'  +  (^'  +  "C' 

I  n'   m' 

l  n'  m'  i 

»'  m  r 

»'  ■«  f    p 

«1-  t   n 

m'  f   »    » 
J     p    V    o 

C(4,B,  C)+|    I  n'  «1' 


(X*  +  (<B  +  i.C)"  — o. 
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On  arrive  immédiatement  h  l'équation  des  asymptotes,  en  supposml 
que  la  droite  soit  à  l'inCni,  c'est-à-dire,  en  remplaçant  X,  fi,  v  para,  b,t. 
On  aura  ainsi,  pour  ces  droites, 

r(A,B,C)+^=o. 


%    2.    tQUATIOH    ou    SECOND    DBGRË    Bf)    COORDONNÉES    TANGENTIELUS. 

13V.  Lorsque  les  coordonnées  u  et  v  d'une  droite  vx  -{-  vy  -\- 1  ^o, 
qui  se  meut  dans  un  plan,  satisfont  à  une  équation  du  second  degré  de 
la  forme 

(l)  f  (m,  f)  =  au*  -l-  2611»  +  W'  +  2Chl  +  280  +  /■'^  o, 

l'enveloppe  de  la  droite  mobile  est  une  section  conique. 
En  effet,  éliminons  v  entre  les  deux  équations;  on  trouvera 

(«y — 26iy+cx*)«'-|-  2(cx  —  by+dy* —  exy)u-{-  c  —  2ey-\-fy*=o. 

Pour  chaque  point  du  plan  (z,  y),  cette  équation  donne  deux  valeurs 
pour  u,  et,  par  suite,  il  y  a  deux  tangentes  ii  la  courbe  enveloppe  qui 
aboutissent  en  ce  point  ;  mais,  si  ce  dernier  appartient  à  la  courbe,  les  deui 
tangentes  coïncident  et  l'équation  doit  avoir  des  racines  égales;  on  a  donc 
la  condition 

{cx  —  by  +  dy*  —  eay)'  =  (oy*  —  zhxy  +  ex*)  {c  —  2ey-\-  fy*). 
En  développant,  on  obtient,  pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe  en 
xety, 
{2)(d'-o/)!/*+2(6/'-de)m/+(e*-c/")a:'+2{ae-M)y+2(cd~6eK 

elle  est  du  second  degré  et  représente  une  section  conique. 

L'équation  (i)  est  du  second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  tu- 
gentielles;  elle  représente  une  courbe  de  la  seconde  cftuje;  d'après  ce  qui 
précède  toute  courbe  de  seconde  classe  est  aussi  une  courbe  de  second 
ordre. 

Souvent  on  rend  l'équation  homogène  en  introduisant  une  troisième 
variable  w  et  on  écrit  : 

au*  +  ïbuv  +  cw'  +  2duK  +  zewv  +  /te*  =  o 
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ou  bien,  en  représentant  les  coefficients  par  une  même  lettre  avec  deux 
indices, 

ohm*  -l-<iïiïî'  +  OiiW*  +  2ai]Ut)  4-  soiïWW  +  2auvw  =  o. 

18#.  Trouver  l'équotioH  du  point  dt  contact  d'une  tattgente  (u',v')dla 
contre  f  («,  v)  =  o. 

Soient  (u',  v'),  (u",  v")  les  coordonnées  de  deux  tangentes;  l'^quaUon 
de  leur  point  d'intersection  peut  s'écrire 

a  (u  -  «')  («  -  «")  +  26  (w  -  «')  («  —  v")  +e(v~  v')  {v  —  v") 

=  ou'  +  ibuv  +  ce'  +  idu  +  2ev  +  /"; 

car,  après  la  suppression  des  termes  communs,  elle  est  du  premier  degré 

en  u  et  v  ;  de  plus,  elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  deux  droites, 

eu  égard  aux  équations 

on'*  +  26mV  4-  ev"  +  2du'  +  2eu'  +  /"=  o, 

au"*  +  2bu"v"  +  cv"*  +  adu"  4-  acv"  +  /"=:  o. 

Lorsque  les  tangentes  se  confondent,  leur  point  d'intersection  coïncide 

avec  le  point  de  contact,  et  ce  dernier  sera  représenté  par 

a(u-u'*  +  2b(u-'u')it>-V)  +  e{i)-vr 

=  au*  +  2buv  -4-  ce*  +  ïdu  +  2ev-\-f 

ou  bien,  en  simplifiant, 

(3)  auu'  -\-  6  [uv'  +  vu')  +  cm'  +  d  (u  +  a')  +  c  (w  +  v')  -{-  f=  o. 

IS1 .  Chercher  l'iquatwn  du  pile  ^une  droite  {u',  v')  relativtmBnt  à  la 
coniquet(u,  v) ^=  o. 

Représentons  par  u,,  Vi  et  u*,  Vt  les  coordonnées  des  tangentes  à  la 
conique,  aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  donnée;  le  point 
de  contact  de  lu  première  a  pour  équation 

auu,+b(uv,-]-vui)  +  cvvi  +  d[u  +  u,)-\-e(v-\-v,)-\-f=o; 
comme  ce  point  se  trouve  sur  la  droite  donnée,  on  a  la  relation 
au'ut -\- b (u'vi  ■+-v'u,)-\-cv'Vi  -{- d {u' -\- u^)  +  e(v'  -\-  Vi)  -\-f=o 
qui  exprime  aussi  que  la  droite  (u,,  ti|)  passe  par  le  point  représenté  par 
(4)  auu' -\-b(uv'  +vu')  +  cvp'  +  d{u  +  u')  +  e{v  +  v')  +  f^o. 

On  verrait  également  que  la  droite  (u*,  v,)  passe  par  ce  même  point; 
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donc  l'équation  (4)  est  celle  de  leur  point  d'iuterseclion  ou  du  pdie  de  la 
droite  donnée  (u'  v'). 

Il  est  utile  de  remarquer  qu'avec  l'équation  homogèDer(u,  v,  it>)  =  o, 
celle  du  point  de  contact  ou  du  pôle  d'une  droite  peut  s'écrire 

«/;■  -i-vf^+wr^^o      ou      «'/;  +  Vf,  +  K'fl  =  o. 

Lorsque  la  droite  (u',  v',  to'},  est  h  l'infini,  «'  =  o,  b'  =  o  et  le  pile 
correspondant  sera  représenté  par 

r.-o. 

C'est  l'équation  du  centre  de  la  courbe,  puisque  les  polaires  des  points  » 
l'iufini  passent  par  le  centre. 

t9>.  Trouva- les  coordonnées  des  tangentes  passant  par  l'interiectiin 
tU  deux  droites  données, 

Si(ti',  v',  w'),  {u",  v",  to")  sont  les  droites  données,  les  coordbnnéfi 
d'une  droite  quelconque  passant  par  leur  point  d'intersection  seront  : 

U'  +  iw"  v' -\-i.V"  10'+ iw" 

"—r+r-  '—T+r-  »— TTr" 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe 
f{u,  V,  w)  =  OiiM*  +  o«tt)*  +  oiitc*  +  aoiiwe  +  aouuw  -1-  2(i«  tîw=o: 
il  viendra,  d'après  une  règle  connue, 


S" =/■(«". t.",  te").  S' =/■(«', p',  w'),  p=-(«"/^+»>" /:■+«"/:)■ 

Cette  équation  du  second  degri!  donne  les  valeurs  de  A  qui  correspondent 
aux  tangentes  cherchées.  Désignons  par  A|,  A]  ses  racines.  Les  tangeatR 
et  les  droites  données  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  an  h  armoniqur 

est  égal  hy-  Posons  :~  =  a;  par  les  relations  des  racines  avec  les 
coefficients  (N*  164),  on  arrive  à  l'équation 

(a  + 1)*  S'S"  —  4  a  P»  =  o. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  (u',  v',  to')  soit  fixe  et  l'autie 

variable;  cette  équation  repr<!sentera  l'enveloppe  de  la  droite  (u",  v",  tr") 
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faisant  dans  chacune  de  ses  positions  avec  les  trois  autres  un  rapport 
anharmonîque  a.  Si  nous  posons  a.  =  —  i ,  le  faisceau  des  droites  devient 
harmonique,  et  l'équation  se  réduit  à  P*  :=  o.  Donc,  si  de  tous  Ut  points 
d'une  droite  fixe  on  mène  des  tangentes  d  une  conique,  la  quatrième  droite 
harmonique  tourne  autour  d'un  point  fixe.  Ce  point  est  le  pAle  de  la  droite  ; 
car,  en  remplaçant  u",  v",  w"  par  u,  v,  w,  il  a  pour  équation 

Pour  construire  géométriquement  le  pôle  d'une  droite  donnée,  on 
dcterniine  (N"  1fi4]  les  polaires  de  deux  points  quelconques  de  cette 
droite;  leur  point  d'intersection  sera  le  pèle. 

L'équation  en  A  peut  conduire  aussi  à  celle  des  points  de  contact  des 
tangentes  aux  points  où  la  droite  (u',  v',  w')  rencontre  la  courbe.  Si  la 
seconde  droite  passe  par  l'un  de  ces  points,  il  n'y  a  plus  qu'une  seule 
tangente  passant  par  leur  point  d'intersection  et  l'équation  doit  avoir  des 
racines  égales  j  on  a  ainsi  la  condition  P'  —  S'S"  =^  o  qui  sera  satisraite 
par  toutes  les  droites  («",  v",  vj")  traversant  les  points  communs  à 
(u',  v',  te')  et  la  conique.  Remplaçons  u",  v",  w"  par  u,  v,  ir;  la  condi- 
tion précédente  devient  : 

{uf^+vf:.  +  Kf^y  —  ^f(u,v,w,)f{u\v\w')  =  o: 

cette  équation  représentera  les  points  où  la  droite  (u',  v',  v)')  rencontre 
la  courbe. 


1U.  Étant  donnée  l'équation  d'une  conique  en  coordonnées 
trouver  son  équation  en  coordonnées  langentielles. 
Soit 

f{x,  y,  z)  =  a,tx*  -+■  a»ty*  +  o,jz'  +  3a,txy  -J-  2a,txz  +  aouyt  =  o, 

l'équation  donnée  et  [x',  y',  z')  un  point  de  la  courbe.  En  identifiant 
l'équation  de  la  tangente 

avec  la  droite  mobile  ux -]- vy -{- wz  =  o,  on  a  les  égalités 
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Désignons  par  3k  la  valeur  cominune  de  ces  rapports;  on  aura  les 
(équations 

a.ix"  +  «ny'  +  aijz'  =  ku 
ai,x'  •+-  a«y'  +  Oijz'  =  ko 
a,|j'  +  Ont/'  +  oiii'  =>  iw 
mais  on  a  aussi 

ux'  +  vy'  +  wz'  =  o. 
L'ëlimina^on  de  jc*,  y',  z',  k  donne  pour  l'équation  cfaerch^  : 


On    ««   ati   V 


et,  en  dëveloppant 

«'(oiifflw— 011')+ "'(«II""— «!»')"•- «''(<»<i<»M—<»i»*)+2""("(i*'ii— «)»«>»* 
+  2WW  (aitOii  —  anOii)  +  awo  (ai^,i  —  aii<iii)  =  o. 
On  verrait  de  la  même  manière,  en  partant  de  l'équation  du  point  de 
contact  d'une  tangente  à  la  conique 

/■(«,  r,  tu)  =  aiiU*  +  attV*  +  a„to'  +  aaituv  +  2ai]Uto  -|-  2a«»e»p  =  o, 
que  son  équation  en  coordonnées  cartésiennes  peut  s'écrire 
a,t   dit   a,î  X 

Otl     On    Ot}    y 

Un   a»  Ox)  g 
X     y     z     a 
on  bled 
aT*(aïtaii— (ïii')+y'(aHaii— a,i»)+^»(0H'i*i— art*)+2!n/(oiio,»— oiiOit) 
+  ixs  (aiiats  —  diiai,)  +  zyz  (ana,i  —  oatati)  =  o. 
On  peut  vérilier  facilement  que  les  coefficients  de  l'équation  sont  les 
dérivées  du  discriminant  prises  par  rapport  h  Un,  on,  an,  ati,  an,  on. 


El.  t.  TroDver  l'équation  des  cooiquei  tangeotes  «nx  uet 

Si  duu  l'équation 

on'  +  2*»!'  -*■«;'-*-  a»*"  +  a™  +  f^  o, 
an  fiil  ti^O,i1  vient  ou'  ■*•  2du  +  f=o.CtUe  équation  donne  les  tangentes  parallHes 
k  l'ax«  desyj  car  u,  cl  ti|  étant  les  racines,  les  tangentes  c 
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u,x-4- 1  ^o,H*E  +  i^o.  Comme  U  coniqnc  doit  bmeber  l'axe  des  y,  l'ëqattion 
prtcédenteDedoit  avoir  qu'une  raciae  finie,  et  a:=0.  On  vemil  de  mémequen^o, 
si  la  eotirbe  touche  l'axe  des  x.  L'ëquation  cherchée  est  de  II  Tonne 

Ex.  a.  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  i  deux  droites  donn^ 
("i,  fi)  (•*,  •.)■ 
R.  p{«  — «.)(»-ii.)+?(t.-t.,)(p-o,)+r{t.-«,)(ti-i.,)-l-«(«-«,)(ti-ti,)=0. 

El.  a.  Équation  des  coniques  inscrites  dans  te  quadrilatère  AA'BB'. 

Prenons  pour  axes  les  câtés  AA',  BB'  et  soient  OA  =  a,  OA'  =  a',  OB  =  b,OW  =  b'; 
les  équations  des  cAtës  du  quadrilatère  sont 

—  —  '      '—    —         —^ï.—    — 

La  conique  étant  tangenlp  aux  axes,  son  équation  est 
de  la  forme 

(„_„,)  („_„,)  +  l(„_„.,  („_„,)  =  (,, 

où  «1,  Kl,  Ni,  Cl  sont  tes  coordonnées   des  autres   câtés 

dn  quadrilatère  ;  elle  ni  renferme  pa«  les  lennes  en  u*  et 

en  v',  et  elle  est  satisfaite  pour  u^Ui  et  u^v„  u^^u, 

etD^=Vi.  Si  on  remplace  ces  coordonnées  par  leurs  fif.ui. 

Talpurs,  on  troure,  pur  réqualion  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère. 


m 


La  courbe  serait  complëtemenl  définie  avec  une  Douvelle  condition. 
Ex.  «.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une  droite 
qui  passe  par  les  milieux  des  diagonales.  (Newton.) 
Le  centre  d'une  conique  représentée  par  (A)  est  le  point  de  réqnation 

2\6''^*/         'i\â'*'a'J'''*'ab''*'a'b      ° 
qui  renferme  un  coefficient  indéterminé  i  et  représente  une  infinité  de  points  situés  sur 
une  même  droite  ;  las  coordonnées  de  celle-d  l'obtiennent  en  résolvant  les  équations 


D,gnz.dbvC00gle 


—  226  — 

r^ation  de  li  droita  du  eentru  en  z  et  y  est 

Z(A  — 6')  «-»-2(a—  n')y-t-o'A' —  at  =  o. 
H  Mt  fteile  de  TériHer  qn'ella  pute  pir  les  miliflai  des  trois  dii^onalet  da  qntdri- 
Ittire. 
Ex.  •.  IVonTar  la  condition  pour  qne  l'équation  générale  représeniedeoi  poinu. 

K.  {hd  —  ne)'  =  (6*  —  «)  (  J  —  af). 

Ex.  ■.  Lien  du  piles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  cooiqnu  inaeriles  danj  an 
quadrilatère. 

Le  pôle  d'une  dnùle  fiie  («',  «')  par  rapport  à  une  coniqne  (A)  a  pour  éqnabon 

i  cause  de  la  prétence  de  1,  elle  représente  une  inSnilé  de  poinu  «iluéatnr  la  droiir 
dont  lea  coordonnéei  saliafont  aal  éqnatîona 


1S4.  L'équation  générale  du  second  degré 

(7)  f  (A,  B,  C)  =  /A'  -f-  mB"  +  nC*  +  zi'K  +  2«t'CA  +  2«'AB  =  o, 
où  A,  B,  C  gOQt  les  coordonnées  UDgenticlles  d'une  droite  mobile,  c'est-1- 
dire  les  distances  de  cette  droite  h  trois  points  fixes 

(.)U-o,        0)V_o,        (,)W-o, 
roprésenle  une  section  conique:  car,  si  on  substitue  i  A,  B,  C  les  «pres- 
sions équivalentes,  ■  ,     -^=^^ ,  ,   elle  est  dn 


second  degré  en  u  et  v;  comme  elle  renferme  cinq  paramètres  arbitaires, 
la  courbe  enveloppe  peut  élre  une  section  conique  quelconque. 

Afin  de  déterminer  l'équation  du  centre  de  la  conique  (7),  désignons 
par  A',  B',  C  les  coordonnées  taogenticlles  d'un  diamètre  quelconque  de 
la  courbe,  et  par  A  la  distance  du  centre  aux  tangentes  parallèles  h  cette 
droite.  Les  coordonnées  A'  ■+  k,  B' +  h,  C  -\- k  de  l'unede  ces  tangentes 
doivent  satisfaire  k  l'équation  ;  on  a  donc 

/(A'+i)»-|-m(B'-J-A)'+n(C'+A,'  +  2i'(C'+É)(B'4-A)  +  2m'(C'+A} 
(A'  +  A)  +  2»'  (A'  +  h)  [B-  +  A)  =  o, 
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ou  bien 
r(ASBSC')-fA[f .(  A',B',C'H-f  ,+r.] + AV-H«-HH-a^-Hm'+2tj')= o. 

Celte  équation  doit  avoir  des  racines  égales  et  de  signe  différent,  puisque 
les  tangentes  parallèles  sont  à  égale  dislance  du  centre,  et  les  coordon- 
nées (A',  B',  C)  d'un  diamètre  quelconque  satisfont  è  la  relation 

f,(A,B,C)+f.  +  r.  =  o, 
qui  sera  l'équation   du  centre  de  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion (7 1. 

Par  la  méthode  employée  précédemment,  on  trouverait  facilement, 
pour  l'équatioD  du  point  de  contact  d'une  tangente  (A',  B',  C)  k  la 
conique  (7), 

iAA'+mBB' + nCC +/'{CB'+ BC)  4-  m'(AC'-i-C  A') + n'{AB'+  BA') =0  ; 
c'est  aussi  l'équation  du  pAle,  lorsque  la  droite  (A', B',C')  occupe  une  posi- 
tion quelconque  dans  le  plan  de  la  conique. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire 

Af .  (A',  B',  C)  +  Sr,  +  Cf.  =  o. 

En  l'identifiant  avec  celle  d'un  point 

iA  +  fiB-f  lrC=0 

on  arrive  il  la  condition  suivante  : 

l       n'     m' 
m     l' 


qui  exprime  que  ce  point  appartient  k  la  conique. 

Enfin,  soit  (A',  B',  C)  une  droite  qui  rencontre  la  courbe  aux  points 
mi,  mti  menons,  par  m„  une  seconde  droite  quelconque  (A",  B",  C"); 
toute  autre  droite  passant  par  le  même  point  aura  pour  coordonnées 
^^pA"  +  M'      ^j^fAB"  +  yB'      ^_pC"  +  vC' 

En  substituant  dans  f  (A,  B,  C)  =  o  (N"  177)  et  exprimant  ensuite  que 
l'équation  doit  avoir  des  racines  égales,  on  arrive  h  la  condition  pour  que 
la  droite  (A",  B",  C")  passe  par  le  point  de  conUct  de  la  tangente  en  m,  ; 
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OU  Supprime  les  accents  et  on  trouve  pour  l'équation  des  points  où  la 
droite  (A',  D',  C)  rencontre  la  conique 

[A  r. (A',  B', C)  +  B  f .+  C f  J'  —  4  l'(A,  B,  C)  f  {A%  B',  C)  =  o. 
On  arrive  au  même  but,  en  prenant  AA  -f-  f*B  -+-  wC  ^  o  pour  l'éiin»- 
tion  de  l'un  des  points  m, ,  mi  ;  on  a  ta  condition  :  XA'  +  ftB'  4-  vC'  =  o 
puisque  la  droite  (A',  B',  C')>  passe  par  ce  point;  par  suite 


BC  —  CB'      CA'  —  AC      AB'  —  BA' 
n  reste  à  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  qui  exprime  qu'un 
point  appartient  à  la  conique. 

%  Z,  ÉQUATIONS  d'une  CONIQUE  CIRCONSCHITE,  IRSCBITE  ET  COKJUCCÉE  A  I:H 
TRIANGLE,  CIRCONSCRITE  ET  INSCRITE  A  UN  QUAnRILATÈRE. 

ISS.  Trouver  l'équalùm  d'une  courbe  du  second  ordre  rapportie  à  «a 
triangle  inscrit. 

Si  le  sommet  a  du  triangle  de  référence  appartient  à  la  conique, 
l'équation 

/A'  +  mB"  +  bC»  +  2/'BC  +  2m'CA  +  2n'AB  =  o 
doit  être  satisfaite  en  posant  :  B  =  o,  C  =  o,  et,  par  suite,  /  ^=  o.  Si  les 
points  j3  et  y  appartiennent  aussi  à  la  courbe,  l'équation  devant  être  satis- 
faite pour  C^o  et  A=o,  A=oetB=o,  il  faut  que  l'on  ail  :  bi=»=o. 
L'équation  d'une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence  ne  peut 
contenir  que  les  rectangles  des  coordonnées,  et  elle  est  de  la  forme 

(i)  pBC+«7CA-f  rAB  =  o; 

elle  renferme  encore  deux  paramètres  indéterminés:  il  en  doit  être  ainsi, 
puisqu'on  peut  assujettir  la  courbe  à  satisfaire  ù  deux  autres  conditions. 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 

;>BC+A(iïC  +  rB}  =  o. 

Les  points  oii  la  droite  fC -|- ''B  =  o  rencontre  la  courbe  doivent  se 
trouver  sur  les  cAtés  R  et  C  du  triangle  inscrit;  mais,  comme  elle  passe 
par  le  point  d'intersection  de  ces  cêtés,  elle  doit  rencontrer  la  conique  en 
deux  points  qui  coïncident  avec  le  sommet  a..  Ainsi,  l'équation 

C      B 

çC  +  rB  =  o,      ou       —  -|-  -  =  o, 
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représente  la  tangente  au  point  a.  De  même, 
C  ,  A  A  ,  B 

seront  les  tangentes  à  la  conique  aux  sommets  |3  et  y  du  triangle  de  réfé- 
rence. D'ailleurs  elles  se  déduisent  de  l'équation 

A  (ffC  +  rW)  +  B  (;>C'  +  rA'}  +  C{pW  +  qX')  =  o, 
qui  reprc^-nte  la  tangente  h  la  conique  (i)  au  point  (A',  B',  C):  si  ce  der- 
nier cuiucide  avec  le  point  a,  B'  =  o,  C  ;=  o,  et  l'égalité  se  réduit  k 
rB  -^  ^C  =  o.  On  retrouverait  les  deux  autres  tangentes,  en  faisaDt  coïn- 
cider le  point  (A',  B',  C)  avec  les  sommets  ^  et  /, 
Remarque.  L'équation  (i)  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(■')      ï+5+È  =  °- 

En  supposant  que  A,  B,  C  soient  des  polynômes  du  premier  degré 
en  X  et  ^  qui,  égalés  à  zéro,  définissent  les  càtés  d'un  triangle,  il  existera 
une  relation  de  la  forme  (i')  entre  ces  fonctions  pour  tout  triangle 
inscrit  dans  la  conique.  Cette  propriété  est  vraie  pour  un  polygone  de  n 
côtés  inscrit  dans  une  courbe  du  second  ordre.  Soit,  ca  effet,  un  quadri- 
latère dont  les  côtés  sont  :  A  =^  o,  B  =  o,  C  ^  o,  D  =  o.  Menons  une 
diagonale  K;  la  conique  sera  à  la  fois  circonscrite  aui  deui  triangles 
ABK  et  CDKj  par  suite,  elle  sera  définie  par  deux  équations  de  la 
forme 

p      q      k  r      s       k 

Â  +  B  +  K  =  °'  C  +  D-K  =  °' 

en  ajoutant  membre  h  membre,  il  viendra 

Du  quadrilatère  on  passera  de  la  même  manière  au  pentagone,  k 
l'hezagone,  elc.;  on  en  conclut  que  la  relation  sera  vraie  pour  un 
polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

I§tt.  Chercher  l'équation  d'une  coniqueimcrite  au  triangle  de  référence. 
Quand    ou    pose   A  =  o    dans   f(A,  B,  C)  =  o,   il  vient   l'équation 
liomogènç 

mB'  ■+■  nC*  -^  2l'BC  =  Q 
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entre  les  coordotméeB  fi  et  C  ;  elle  représente  deux  lignes  droites  'lasatt 
du  sommet  a  et  passant  par  les  points  d'ÎDtersectian  du  c6té  A  avec  li 
conique.  Or,  ai  ce  cdté  est  langent  à  la  courbe,  ces  droites  doifeal 
coïncider,  et  il  faut  que /"  =  mn.  En  exprimant  qoe  lescAtésBclC 
toDchent  la  conique,  on  trouTcrait  également  m"^/n,  n'*  =  lm. 
Posons  l  =  f*,m  =  g*,n=^h*:  il  viendra  l' =  ±  gh,  m' =  ±  kf, 
n'  ^±  fg,  et  l'équation  de  la  conique  inscrite  au  triangle  sera 

(2)  pA*  +  g'B*  +  A'C*  ±  2ghBC  ±  2A/CA  ±  2/5AB  =  o. 
Cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

(3)  |/7Â  +  |/p  +  /ÂC  =  o, 

car,  après  avoir  fait  disparaître  les  radicaux,  on  retrouve  la  première. 

1 ST .  Trouver  Véifualion  d'une  courbe  du  second  ordre  rapportée  à  ma 
trùmgle  conjugué. 

Un  triangle  est  dit  conjugué  h  une  conique,  lorsque  chaque  cAté  est  It 
polaire  du  sommet  opposé  par  rapport  h  la  courbe. 

La  polaire  d'un  point  (A',  B',C')  relativement  à  la  conique  r(A,B,C)=>o 
étant  représentée  par  l'équation 

MA'+mBB'+nCC'+/'(BC'+CB')+m'(AC'+CA')+n'{AB'-|-BA'.=o, 
elle  se  rédnit  à 

MA'  +  m'CA'  +  w'BA'  =  o,  ou  /A  +  m'C  +  n'B  =  o, 
pour  le  sommet  a  où  B'=^o,  C'=o.  Si  le  côté  A  est  la  polaire  du  point  a, 
il  faut  que  l'on  ait  m'  ^n'  ^  o.  En  Taisant  coïncider  le  point  {A',  ff,  C") 
avec  le  sommet  j3,  on  trouvera  aussi  l'  =  o,  puisque  le  c6lé  B  est  ii 
polaire  du  point  ^.  L'équation  de  la  conique  conjuguée  au  triangle  df 
référence  ne  renferme  donc  que  les  carrés  des  coordonnées,  et  elle  est 
de  la  forme 

(4)  M'  +  mB'  -\-  nC  =  o. 

Deux  conditions  nouvelles  suffisent  pour  déterminer  la  conique.  Puur 
que  l'équation  (4)  représente  une  courbe  réelle,  il  faut  au  moins  qne 
l'un  des  coeflîcients  /,  m  ou  n  soil  négatif.  Supposons  que  n  soil  sBécUi 
du  signe  — ;  on  aura 

/A»  -1-  mB*  —  nC»  =  0        ou        X'A*  +  f*»B*  —  v»C*  -=  o, 
en  posant  :  /  ^  X*,  m  =  f^t*,  n  =c  v*.  Il  en  résulte  que  les  pointa  où  le  tm 
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A  =  o  rencontre  la  conique  se  trouvent  sur  les  droites  f^B-f-vC^^o, 
ftB  —  vC=  o;  celles-ci  sont  les  ttngentes  menées  du  pointa  à  la  courbe; 
car  chacune  d'elles  coupe  la  conique  en  deux  points  coïncidents  sur  le  c6tê 
A  du  triangle.  De  même,  iA  —  kC  =  o,  M  -f- 1*  =  o  représentent  les 
tangentes  k  la  conique  issues  du  point  fi  et  ayant  pour  corde  des  contacts 
le  cdté  B.  Les  tangentes  menées  du  point  y  sont  imaginaires,  et  elles  ont 
pour  équation  ^'A*  -|-  f^'B*  ^  o.  Ainsi,  quand  une  conique  est  conjuguée 
à  un  triangle,  il  y  a  toujours  un  des  cAtés  qui  ne  rencontre  pas  la  courbe, 
car  on  peut  appliquer  une  décomposition  analogue  k  la  précédente,  si 
deux  coefficients  sont  négatifs. 

I SS.   Trouver  iét/uation  d'une  conique  circonscrite  d  un  i/uadrilalère. 

Soient  A  '=  o  et  C  ^  o,  B  =  o  et  D  i=  /A  +  mB  -J-  »C  =  o,  les  équa- 
tions descdtés  opposés  du  quadrilatère.  L'équation  demandée  sera 

(5)  AC  +  itBD<n.o, 

car  elle  est  satisfoite  en  posant  ; 

A  =  o  et  B  =  o,        A  =  o  et  D  =  o; 
C  =  o  et  B  =  o,        C  =  o  et  D  =  o; 
elle  passe  donc  par  les  poials  d'intersection  de  ces  droites  ou  les  sommets 
du  quadrilatère.  Comme  elle  renferme  un  paramètre  variable,  elle  repré- 
sente une  conique  quelconque  circonscrite  au  polygone  ABCD  =:  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  deux  cdlés  oppost's  B  et  D  se  confondent,  la 
conique  est  tangente  aux  câtés>  A  et  C,  et  elle  a  pour  équation 

AC  —  kB'  =  o, 
B  ^  o  étant  la  corde  des  contacts  ou  la  polaire  du  point  de  concours  des 
droites  A  ctC. 

Remargue.  Considérons  un  quadrilatère 
1354  inscritdansune  conique,  et  rapportons 
la  courbe  au  triangle  qui  a  pour  sommet 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  le 
point  d'intersection  des  diagonales.  En  vertu 
de  la  construction  de  la  polaire  d'un  point, 
ce  triangle  est  conjugué  à  une  conique  quel- 
conque circonscrite  au  quadrilatère.  Cela  '''-  °'' 
étant,  soient 

(14)        /A  —  mB  =  o    et    (34)        (A  —  fiC  =  o, 
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ies  ëquationa  des  côtés  14, 34:  celles  des  deux  autres  cAtés  seront 

(23)        /A+mB  =  o,        (12)        /A  +  iiC=o, 
et  rëquatioD  d'une  cooique  circonscrite  au  quadrilatère  prendra  la  forme 

(lA  +  mB)  {/A  —  ntB)  +  i  {ÏA  +  «C)  (M  —  nC)  =  o, 
ou  bien, 

(I  +  k)  l*A*  —  m'B»  —  fcn*C»  =  o. 
C'est  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  et 
rapportées  au  triangle  conjugué  commun . 

189.  Si,  dans  l'équation 

pBC  +  91CA  +  rAB  =  o, 
A,  B  et  C  sont  les  coordonnées  tangentiellcs  d'une  droite  mobile,  la 
Goniqne  qu'elle  représente  est  inscrite  au  triangle  des  points  de  référence 

(«)U  =  o,        (p)V=o.        (ï')W  =  o, 
car  elle  est  satisfaite  en  posant 

fiz=3oetC>=o,        C  =  oetA  =  o,        A=soetB  =  o; 
les  côtés  P}*,  ya  et  ofi  sont  tangents  Ji  la  courbe. 
On  vérifiera  facilement  que  les  équations  en  coordonnées  tangeotielles 

/'A'  +  j'B'  +  A'C  ±  zghBC  ±  2A/CA  db  2/yAB  =  o, 

W  +  mB'  +  nO  =  o, 

AC-f  itBD  =  o, 

représentent,  la  première  une  conique  rapportée  A  un  triangle  inscrit,  la 

seconde  iun  triangleconjugué,  la  troisième  à  un  quadrilatère  circonscrit. 

ISO.  Si  on  prenait,  pour  figure  de  référence,  un  quadrilatère  dont 
les  côté»  sont  représentés  par  A  >=  o,  B  =  o,  C  =  o,  D  ^  o,  l'équation 
générale  du  second  degré  serait  alors 

>A'+|LiB'+i'C*+ 7rD*4- 2iAE-|- am  AC+2fiAD+ 2pBC+29BD+2rCD=o. 
,  Bile  représenterait  encore  une  section  conique;  car,  en  rapportant  le 
lieu  au  triangle  ABC  =  o,  le  quatrième  côté  D  aurait  une  équation  de  U 
forme  tiK -{- mfi -^  mC  ^^  o  ;  de  sorte  qu'en  remplaçant  D  par  le 
polynôme  ltA-^miB-\-ntC  =  o,  on   aurait  une  équation  du  second 
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degré  entre  les  coordonnées  triangulaires  A,  B,  C,  qui  définit  toujours 
QDC  courbe  du  second  ordre.  Hais  il  faut  remarquer  que  l'équation 
précédente  reaferme  plus  de  cinq  paramèlres  arbitraires;  par  consé- 
quent, une  conique  quelconque  peut  être  représentée  d'une  infinité  de 
manières  par  une  équation  du  second  degré  entre  les  coordonnées 
A,  B,  C,  D,  Il  est  évident  que  cette  circonstance  se  présentera  encore,  si 
le  polygone  fondamental  est  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.  ;  on  pourra 
tonjours  y  introduire  les  coordonnées  triangulaires,  en  prenant,  pour 
triangle  de  référence,  celui  qui  est  formé  par  trois  côtés  quelconques 
du  polygone. 
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CHAPITRE  VIII. 

COURBES  DU  SECOND  ORDRE  (soub). 

Propriétéa  prlmolmlM  de  l'eUlpae,  do  l'hyperbole  et  de  Is  pw^iole. 


Somiimi.  —  BtUpu  rapportit  à  te*  aaei.  Fm/tn,  dirtch'iut.  DMtr^Uom  ie  U  CMrk. 
Ta*gtntK,  normale,  dùanètrei  et  cordet  mpfUmnttairtt.  —  HyparboU.  Profriitit 
laologuei  à  eelln  de  l'tllipia.  Hyperbole  rapportée  à  ici  veympMet.  —  ParaMT. 
Coatlructiim  et  tliiorimei  divere  nir  cette  Mltrfre. 

§    1.    DB    l'ellipse. 

191 .  Quand  on  rspporte  l'ellipse  à  deux  diamètres  conjugues,  elle  est 
définie  analytiquement  par  une  équation  de  la  forme 

My*  +  Na;*  =  11, 

où  les  coeflicients  M  et  N  sont  de  même  signe.  On  peut  lonjours  faire  en 
sorte  que  M  et  N  soient  positifs  dans  le  premier  membre  en  changeant  les 
signes,  si  c'est  nécessaire.  L'équation  précédente  ne  pourra  donner  lieu 
qu'à  trois  ces  difttincts  savoir  : 

My*  +  Na:*  =  H,  Hy'  +  Ni»  =  — H,  Ms*  +  Nx'  =  o. 
Dans  le  second  cas,  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  à  l'et|ualion  fu 
des  valeurs  réelles  de  x  et  de  y,  et  l'ellipse  est  imaginaire;  dans  le 
troisième,  l'équation  ne  peut  être  vérifiée  que  par  les  coordoDoées  de 
l'origine:  xe=o,j/^o;  l'ellipse  se  réduit  à  son  centre;  il  ne  reste 
doue  qu'à  considérer  le  premier  cas  qui  correspond  à  une  courbe  réelle. 
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C'est  ce  que  nous  allons  faire,  dans  ce  porngraphe,  en  déTeloppaot  l'idée 
que  l'équation  exprime,  afin  d'arriver  A  une  notion  exacte  de  la  courbe 
et  de  ses  propriétés. 
Supposons  les  axes  rectangulaires,  et  posons  : 


■Vr    '=\/!^ 


on  aura  ii  considérer  l'équatioo 

-.+î—- 

a*  '  0* 

La  longueur  AA'  =  aa  {fig.  62),  interceptée  par  la  courbe  sur  l'axe 
des  X,  s'appelle  Vaxe  majeur  ou  le  grand  axe,  et  la  longueur  BB'  =  2b, 
interceptée  sur  l'axe  des  y,  l'ime  mineur  ou  le  petit  axe  de  l'ellipse.  Les 
points  A,  A',  B,  B'  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

En  chassant  les  dénominateurs,  l'équation  (i)  devient 

(2)  o*y*  +  6'x*  =  a*6*  ; 
d'où  on  tire 

(3)  J_±|l/.-"^^, 

en  la  résolvant  par  rapport  A  y.  Comme  l'équation  (2)  ne  renferme  que 

les  carrés  de  x*  et  dé  y*,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 

des  coordonnées;  car  h  chaque  valeur  attribuée  à  l'une  des  variables,  elle 

donnera  deux  valeurs  égales  et  de 

signes  contraires  pour  l'autre.  En 

vertu  de  l'équation  (3),  l'ordonnée 

y  est  réelle  pour  toutes  les  valeurs 

de  X  comprises  entre  —  a  el  +  a  ; 

elle  est  nulle  pour  x  =  db  a.  et 

elle  prend  sa  valeur  maximum  b, 

quand  a:  =  o. 

Afin  de    déterminer   comment 
varie  le  rayon  OM,  quand  le  point  ^'*  "' 

H  décrit  la  courbe,  prenons  pour  pâle  le  centre  de  l'ellipse,  et  pour  axe 
polaire  le  grand  axe:  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires 


-+- 
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,.        . ^ a*M 

'*'  ^  a*  sio*«  +  6'  cos*u  a*  —  (a'  —  6*)  cob'» 
La  valeur  maximum  de  p  correspoud  au  minimum  du  dënominatenr, 
c'eslri-dire  &  cos  (o=i,  ou  «=^0;  dans  ce  cas,  ou  a  p=±a.  Lorsque» 
augmente  de  o  â  go",  le  rayon  diminue  jusqu'il  sa  valeur  minimum  b  qui 
répond  à  u^go".  Les  sommets  A  et  A'  sont  les  points  de  la  courbe  les  plui 
éloignés  du  centre,  tandis  que  B  et  B'  sont  les  points  tes  plus  rapprochés. 
La  courbe  doit  donc  nécessairement  affecter  la  forme  indiquée  dans  li 
figure. 

Il  est  boa  de  remarquer  que  la  valeur  de  p  ne  change  pas,  si  on  rem- 
place b)  par  180' — u;  les  diamètres  également  inclinés  sur  les  axée  sout 
égaux.  Si  on  décrit  du  centre  de  l'ellipse  un  cercle  avec  un  rayon  plus 
petit  que  a,  les  axes  seront  les  bissectrices  des  angles  a^acents  des  dia- 
mètres qui  passent  par  les  points  d'intersection  de  l'ellipse  et  du  cercle. 
Si  on  voulait  obtenir  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  l'un  de  ses 
sommets,  par  exemple  A',  il  sufQrait  de  changer  x  en  x  —  a  dans 
l'équation  (i),  et  il  viendrait  ainsi  : 

a*  0'  o'      fr'       a 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y*,  et  en  posant  p  ==— ,  on 

trouve 

•  P   . 

y'  ^=  2px  — -  X". 

La  quantité  2p  s'appelle  le  paramètre  de  l'ellipse;  on  voit  que,  pour 
cette  courbe,  le  carré  y'  est  inférieur  au  rectangle  construit  sur  le  para- 
mètre et  la  longueur  x  :  de  là  dérive  son  nom  ellipse  (lAXclreiy).  Nout 
verrons  plus  tard  que,  dans  l'hyperbole,  y*  est  plus  grand  que  ipx,  etqne 
dans  la  parabole,  y*  est  égal  à  npx  :  de  lli  les  noms  kypa-boU  (ûrtp^ifMif) 
et  part^U  (ra^iSâXAEiv). 

Après  avoir  déduit  la  forme  de  la  courbe  de  son  équation,  nous  allons 
démontrer  quelques  propriétés  qui  en  donnent  une  construction  géo- 
métrique. 

%9%,  itii  ordonnét*  ptrpendictthirtt  au  ^an4  axe,  d<inf  CtU^^  it  k 
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eercU  décrit  sur  cit  axe  comme  diamètre,  xont  dan$  le  rapport  constant 
du  petit  axe  au  grand  axe. 

Ea  effet,  l'ardonoëe ^  de  l'ellipse,  pour  udc  abscisse  x^Xi,  a  pour 
expression 

6 


y=_|/a'_x.V 

tandis  que  la  valeur  de  l'ordonaée  Y  dans  le  cercle  de  rayon  a  pour  la 
même  abcisse  esl 

Y  =  |/a'  —  xtK 
On  en  déduit  la  relation 

Y      a' 

qui  exprime  la  propriété  énoncée. 

On  prouverait  aussi  racilement  que  les  abscisses  perpendiculaires  au 
petit  axe,  dans  l'ellipse  et  le  cercle  décrit  sur  cet  axe,  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  du  grand  axe  su  petit  axe. 

18S.  Quand  une  longueur  conttanteRS  glisse  sur  deux  axes  rectangu- 
laires, un  point  M  de  la  droite,  situé  aux  dittanees  a  et  b  des  extrémxlés, 
décrit  une  ellipse  ayant  pour  axes  2a,  26. 

Soit  RS  une  position  de  la  droite  mobile;  menons  les  coordonnées  du 
point  H  et  appelons  a  l'angle  HRO.  On  a,  en  posant  US  ^  n,  MR  =  b, 
x  =  DP  =  MQ  =  a  cos  «,  y = MP  =  6  sin  «  ; 
d'où 


En  élevant  au  carre  et  en  ajoutant,  il  vient 
pour  l'équation  du  llett 

ce  qui  démontre  le  théorème.  t^,  lâ. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  le  point  H  jouit  de  la  même  propriété,  s'il 
se  trouve  sur  le  prolongement  de  la  droite  mobile.  Soit  S'R'  une  ligne  de 
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longueur  constante  qui  glisse  sur  les  deux  axes  rcctangnlaires,  et  H  un 
point  tel  que  MS'  ^=a,  IIR'  =  6;  on  a  encore 

I  =  OP  =  S'Q'  =  o  cos  (5,        1/  =  MP  =  6  sin  ^, 

|3  étant  l'angle  d'inclinaison  de  la  droite  sur  l'axe  des  x.  On  en  tire 

Ainsi,  dans  les  deux  cas,  le  point  H  dëcnt  une  ellipse  qui  a  |M>ur  demi- 
axes  ses  distances  aux  extrémités  de  la  droite  mobile. 

■  94.  Deux  droiteg,  issues  des  extrémitét  du  grand  axe  et  i€  ampamt 
sur  Cellipse,  déterminent  sur  la  directivn  du  petit  axe,  à  partir  de  tori- 
gine,  deux  tegmetUt  dont  le  produit  est  constant  et  égai  d  6*. 

L'équation  de  l'ellipse  peut  s'écrire 

Soit  X  un  coefficient  indéterminé;  les  droites  représentées  par  les 
équations 


-(-:>  i=K-i) 


se  rencontrent  sur  l'ellipse;  car,  en  multipliant  membre  à  membre,  m 
retrouve  l'équation  de  cette  courbe;  de  plus,  quel  que  soit  A,  la  prenîèrc 
passe  par  le  point  (a,  o),  et  la  seconde  par  l'autre  extrémité  du  grand  axe 
(—  a,  o).  Or,  si  on  pose  a;  =  o,  il  vient  {fig.  62). 

j,  =  0N  =  6X      y  =  ON'=!j; 

par  suite,  ON  -ON' =  6' 

On  verrait  de  même  que  l'ellipse  est  le  lieu  du  point  d'intersection 
des  droites 


:=K-0-  î=^(:^' 


issues  des  extrémités  du  petit  axe,  et  qui  déterminent  des  segmente  sur  le 
grand  axe  dont  le  produit  est  égal  k  a*. 
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Enfin,  Dons  ferons  encore  remarquer  qu'une  seconde  droite  ptissant 
par  A  (fig.  63)  et  reprësenlée  par 


l-(-0 


sera  perpeadicu taire  Ji  AH  avec  la  condition 

b^  6i  ^,  ,  a» 

-— X =  — i;     «l'ou     p  =  __j 

a  a  oH 

par  suite  l'équation  de  la  perpendiculaire  h  AH  est 

Or,  si  on  élimine  A  entre  cette  équation  et  celle  de  la  droite  A'H, 
on  trouve 


(d)        x^ 


,._6»    ■ 


Donc  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  perpendiculaire  arec  A'H  est 
une  droite  (d)  perpendiculaire  au  grand  axe.  Étant  donnés  les  axes  AA'  et 
BB',  les  points  B  et  B'  suffiront  pour  déterminer  cette  droite.  Dès  lors  en 
faisant  pivoter  un  angle  droit  autour  du  point  A,  la  droite  qui  joindra  A' 
avec  le  point  d'intersection  d'un  cité  de  l'angle  avec  (rf)  rencontrera 
l'autre  côté  en  un  point  de  l'ellipse. 

rOVERS    ET    DIRECraiCBS. 

I9ft.  Soit  l'équation  de  l'ellipse 

S'il  existe  un  foyer  F  {a,  P)  et  une  directrice  correspondante  D  =  fcc 
+  «y  H-  n  ^  o,  elle  doit  pouvoir  se  ramener  4  la  forme  (N*  ^  54) 

■      (x  — «)»  +  (y-p)«  — (/a;-J-my  +  n)*  =  o, 
on  bien 

x*{i  — /')+ï'(i  — m')— 2^miy— 2(«+/ii>r— 2(p-l-mn)y+a*+^'— n'=o. 
Puisque  la  courbe  est  rapportée  à  son  centre  et  ii  ses  axes,  les  termes 
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du  premier  degré  aiosi  que  le  tenue  en  xy  doiveot  disparaître  de  l'^iu- 
U«n.  Par  suite, 

Im  =  o,        a-^ln^o,        P-|-mn=io. 
L'un  des  deux  paramètresY  et  m  doit  être  duI.  Supposous  d'abord 
m  ^  o;  il  en  résultera  p  =  o  et,  en  remplaçant  a.*  par  /*»',  l'équatiai 
Be  réduit  à 

a:*(r-f)  +  y»  +  »'(/»-i)=o, 


En  identifiant  celle^i  avec  (i),  on  a:  n'=o*, m*(i  — /*)=6';  par  suite, 

p='ÙZ^  et         ««  =  i»n'  =  a»-6'. 

Posons  maintenant  :  c  =  |/o*  —  6';  les  valeurs  de  a,  l  et  n  seront  ; 

a  =  ±c,         /=±-,         n  =  Œo. 

En  vertu  de  In  relation  :  a  ^  —  ln,\\  Taut  choisir  les  signes  de  /  ri 
de  n  de  manière  que  leur  produit  soit  de  signe  contraire  âa  ;  on  a  aiasi 
les  deux  systèmes 

a  =  +  c,        i=-,        n  =  —  a 
a c,        /  =  -,        ft  =  +  <i. 

On  pourrait  encore  éclianger  les  signes  de  l  et  de  n;  mais  la  partie 
linéaire  entrant  au  carré  dans  l'équation,  le  résultat  final  serait  le  même. 
Donc  l'équation  (i)  pourra  seulement  prendre  l'une  des  deux  fornies 
suivantes  : 

(,  +  c).  +  V'-(ï+a)'- 
On  en  conclut  l'existence  de  dv.x  foyers  réels  F  et  F'  situés  sur  k 
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grand  «xe  à  une  distance  du  centre  c  =  |/a'  —  6*,  les  directrices  cor- 
respondantes ayant  pour  équations 


ce  sont  deux  droites  DL,  DL'   perpendiculaires  à  l'axe  majeur. 

Supposons  maintenant  l^o; 
alors  a  =  o  et  j3  ^  —  mn.  En 
répétant  un  calcul  semblable  au 
précédent,  on  trouve  pour  les 
paramètres  des  valeurs  imaginai- 
res; il  en  sera  de  même  des  deux 
foyers  de  l'ellipse  situés  sur  le 
petit  axe.  Nous  nous  occuperons 
seulement  ici  des  foyers  réels. 

Puisque  m  ^  o,  |//*  -j-  m*  se  '■'■  **• 

réduit  à 


.       c  ._t^"'  — ^'      2\/a' 


c'est  le  rapport  de  la  distance  focale  FF'  ïi  l'axe  majeur  AA'  ;  cette  quantité 
est  plus  petite  que  l'unité  et  s'appelle  excentricité  de  l'ellipse.  Dans  le 
cercle  où  6  ^  u,  e  =  o;  dans  une  ellipse  infiniment  aplatie  oîi  b  ^  o, 
e  =  I  ;  les  diverses  valeurs  de  l'excentricité  comprises  entre  o  et  i  corres- 
pondent aux  formes  variées  que  peut  affecter  l'ellipse.  La  courbe  sera 
presque  circulaire  si  e  est  voisin  de  zéro  et  très  étroite  si  t  est  voisin 
de  l'unité. 

■  •S.  On  appelle  rayons  veetettrg  les  distances  d'un  point  M  de  la 
courbe  aux  foyers  F  et  F'.  Les  équations  précédentes  donnent  immédia- 
tement leurs  valeurs 


MF'  _  (a  -  c)'  +  s'  -  (^o  ~y , 

SF'-(i+c)-+y>-=(a+"y; 
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par  suite 

(5)  MF  =.«—  —  , 

(6)  W  =  a+~. 

Pour  le  point  B,  i  ^  o  et  BF  =>  BF'  =^  a  ;  dono,  si  on  décrit  une 
circonférence  de  rayon  a  de  l'extrëmité  du  petit  axe  comme  centre,  si 
rencontre  avec  l'axe  majeur  déterminera  la  position  des  Toyers.  Pour 
construire  les  directrices,  on  prendra  d'abord  une  longueur  0E=  a  sur 
te  petit  Hxc  et  on  jotndrn  ie  point  E  nn  foyer  F';  la  perpendiculaire 
élevée  en  E  à  EF'  ira  rencontrer  le  grand  axe  en  un  point  D  qui  sert 
le  pied  de  la  direcirice  ;  car  dans  le  triangle  DEF'  on  a  :  OD  ■  OF'  ^  OE* 
nubien  OD  ■c  =  a';  par  suite  OD  =— . 

Les  expressions  des  rayons  vecteurs  donnent  la  relntiiin 

MF  4- MF' =  2«. 
Si  MR  est  la  distance  du   point  H  de  l'ellipse  h  U  directrice  DL,  on  a 
aussi  (N"  194) 

MF         /Tp- ;        c 

Ainsi  :  1°  Dans  l'ellipse,  la  somme  des  rayoïts  vecteurs  est  contUmU 
et  égale  au  grand  axe;  2°  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la 
courbe  au  foyer  et  d  la  directrice  correspondante  est  constant  et  égal  à  e. 

■  97.  Equation  de  l'ellipse  rapportée  à  tun  de  ses  foyers.  L'équation 
de  l'ellipse  rapportée  h  son  centre  et  a  ses  axes  peut  s'écrire 

Si  l'on  prend  pour  origine  le  point  F,  il  faut  remplacer  x  parx  +  f 
et  il  vient  : 

ou  bien 

(«)  a'(x'  +  !,*}-{ex-h')'  =  o. 

On  peut  encore  développer  et,  en  tenant  compte  des  relations  c  —  w, 
6*  ^=0^),  mettre  l'ëquation  sous  la  forme 

y*  =:p*-\-  2pex  —  (i  —  e*)x*. 
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C'eal  té^uation  au  foyer  de  Y  ellipse;  nous  verrons  plus  tard  qu'elle 
peut  représenter  les  trois  coniques  suivant  les  valeurs  attribuées  à  e. 

Enfin,  si  dans  (a),  oons  posons  :  z  =  p  cos  u,  y  ^  p  sin  u,  il  vient  : 
o*p*  ^  (ep  cos  û>  —  6*)',     d'où    op  ^  cp  cos  e*  —  6'  ; 
par  guile 

p= £ 

I  +  *  OS  "* 

C'est  l'équation  polaire  de  l'ellipse,  le  foyer  F  étant  le  pâle.  On  ^ait 
que  p=— ^ i=  — î =  0(1 — e*)  et   l'on   peut   encore 


r  -|-  e  cos  w 


198.  En  entrant  dans  le  domaine  imaginaire,  on  obtient  une  nouvelle 
définition  très  importante  des  foyers.  Reprenons  l'équation  de  l'ellipse 
rupportée  h  son  foyer  F 

a'  (x*  +  y')  —  {ex  —  5*)'  =  o  ; 
elle  est  satisfaite  en  posant 

x^  -\-y*'=o    et    {ex  —  6')*  =  o. 

Le  foyer  est  donc  un  point  cercle  provenant  de  l'intersection  des  droites 
ima^aires  conjuguées 

(y  —  ^  |/^)  (y  +  ^  |/^)  =  o. 

Chaeune  d'elles  rencontre  la  courbe  en  deux  points  coïncidents  sar  la 
directrice  ex  —  b'  =  o  :  ce  sont  des  tangentes  imaginaires  conjuguées 
de  l'ellipse.  Leur  équation  mootre  qu'elles  passent  par  les  points  circu- 
laires i  l'infini.  Le  même  raisonnement  s'applique  au  foyer  F',  Donc,  ^e^ 
foyers  de  VelUpse  sont  let  intersections  des  tangentes  imaginaires  issues 
des  points  eirealaires  d  Pinfini.  Les  foyers  réels  proviennent  des  intersec- 
tions des  tangentes  imaginaires  conjuguées;  les  autres  points  d'intersection 
donnent  les  foyers  imaginaires. 

Cette  définition  des  foyers  est  indispensable  lorsqu'on  veut  étendre 
la  notion  de  ces  points  aux  courbes  d'ordre  quelconque. 
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El.  •.  DétcnniDer  le»  ixes,  Teicen Incite,  le  paramètre  et  les  directricet  des  ellipMs 

(I)    w'-«-3y'  =  6,        (2|    aa>'-t-4y'  =  8. 
R.     (i)  a^|/3,  6^l/a,  <J= ,    p^ — ^j  directrices  ;  «±3^0. 


Ex.  s.  Le  paramètre  2p  de  l'ellipse  représente  la  longueur  de  la  corde  perpeadicu- 
laire  au  graud  axe  et  passant  par  le  foyer. 

En  eflél,  eu  posant  w=  -dans  l'équaliaD  polaire,  on  trouve  ji=ap. 
Ex.  >.  Si  OQ  mène  une  corde  quelconque  HH'  par  le  foyer,  la  somme  des  ré<;iproi|ues 
des  rayons  vecteurs  FM  et  FM'  est  constante. 


DEBCRIPTIOK    DE    L  ELLIPSE   AU    HOVBN    DES    AXES. 

!••.  1"  conatrucHon.  Soicat  2a  et  26  les  axes  donnes.  La  circonférence 
décrite  de  l'extrémité  du  petit  axe  avec  un  rayon  a,  détermine  sur  l'axe 
majeur  les  foyers  F  et  F'.  Cela  étant,  on  trace  deux  circonférences  ayant 
pour  centres  les  points  F  et  F'  et  dont  les  rayons  sont  choisis  de  manière 
que  leur  somme  soit  égale  au  grand  axe  :  en  vertu  du  N*  19fi,  leurs 
points  d'intersection  appartiennent  à  l'ellipse  qui  a  pour  axes  2a,  26. 
Quand  on  veut  tracer  une  ellipse  sur  un  terrain  ou  sur  une  feuille  de 
carton,  on  fixe  aux  foyers  les  extrcmilés  d'un 
fil  d'une  longueur  égale  à  2a.0a  trace  ensuite 
l'ellipse  d'un  mouvement  continu  au  moyen 
d'un  style  qu'on  fait  mouvoir  en  tenant  le  fil 
constamment  tendu  ;  car,  dans  chaque  posi- 
I   tion,  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  tou- 
jours égale  à  la  longueur  du  fil,  c'esl4'dire 
au  grand  axe. 
"■■'■"^  2°  coMtrucHon.  Après  avoir  décril  deux 

circonféreaccs  sur  les  axes  26  et  2a  pris  comme  diamètres,  on  mèae  par 
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le  centre  une  droite  quelconque  qui  les  rencontre  respectivement  en  N 
et  H.  Od  abaisse  ensuite  sur  le  grand  axe  la  perpendiculaire  HP,  et,  par 
le  point  N,  on  mène  une  parallèle  NS  a  l'axe  sa;  le  point  d'intersection  m 
de  ces  droites  appartient  k  l'ellipse  :  car  on  a,  par  les  triangles  semblables, 
mP_N0_6 
HP~MO~S' 

3*  conttruelion.  On  tire  (fig.  62),  par  une  estnimitë  de  l'axe  majeur 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  te  petit  axe  ou  son  prolongement 
en  un  point  N;  on  mène  ensuite,  par  l'autre  extrémité,  une  seconde 
droite  qui  détermine  sur  le  petit  axe  un  segment  ON'  tel  que  l'on  ait  : 
OPf  •  ON'  =  6*;  d'après  le  N'  194,  ces  droites  se  coupent  en  un  point  de 
l'ellipse. 

4*  construction.  D'un  point  S  {fig.  63)i  pris  sur  l'un  des  axes,  par 
exemple  sur  l'axe  2&,  on  décrit  une  circonférence  avec  un  rayon 
SR  =^a  +  6;  on  prend  SH  ^  a  :  le  point  H  appartient  à  l'ellipse. 

On  pourrait  aussi,  en  vertu  du  même  théorème,  décrire  d'un  point  S' 
pris  sur  l'axe  2&  une  circonférence  avec  un  rayon  égal  Ji  a  —  6,  et  prendre 
sur  S'A'  une  longueur  SH  =  a;  te  point  ainsi  construit  appartient  à 
l'ellipse. 

Le  compas  elUpUtiue  qui  sert  à  tracer  l'ellipse  d'un  mouvement  continu 
est  basé  sur  la  même  propriété.  Les  pointes  placées  en  S'  et  R'  glissent 
dans  deux  rainures  rectangulaires  tracées  sur  une  plaque  de  bois  ;  pendant 
ce  mouvement,  le  crayon  fixé  en  H  décrit  la  courbe. 

TANGENTE    BT    NURHALE. 

!•#.  Le  coeflïetent  angulaire  d'une  tangente  au  point  {x',  y')  d'une 
courbe  du  second  ordre  a  pour  expression 

V f-' (»'.»') 

'/C'.J') 

Pour  l'ellipse  rnpportce  il  ses  axes,  on  a 
et,  par  suite, 
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L'équation  de  la  tangente  sera  donc 

en  multipliant   et  faisant  usage  tle  la  relation  —  +^  =  i>  «H^  P^"'  ^ 
ramener  û  la  forme 

La  normale  i  l'ellipse  au  point  M  (x',  y')  est  la  perpendiculnire  é\t^k 
en  ce  point  sur  la  tangente.  Cette 
droite  aura  donc  pour  équation 

Soient  T  et  N  les  points  où  li 

tangente  cl  la  normale  renroo- 

Irent  le  grand  axe.  Les  distances 

ON   et  OT   se  dëlerminenl  en 

Fin.  iw.  posant  y  ^  o  dans  les  équations 

(7)  et  (8);  on  trouve  ainsi 

X  a'  a* 

On  appelle  gout-langente  et  souit-nomtaU,  les  distances  comprises  entre 
le  pied  de  l'ordonnée  du  point  de  contact  et  les  points  où  la  Ungente  etli 
normale  rencontrent  l'axe  2a  ;  ces  longueurs  sont  prises  positiveDKUt  ou 
négativement  suivant  leur  direction.  Si  on  les  désigne  par  S,  et  S.,  on  t, 
d'après  la  figure, 

S,  =  +  PT,      S.  =  — PN; 
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d'où  il  suit  que 


9»t .  Mener  une  tangente  à  t'elUpse  par  un  point  extérieur  {x',  y'). 
Soient  (a:",  y")  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  contact  d'une 
tangente  issue  du  point  donné;  cclle-«i  a  pour  équation 

a»  "^  6'  ~    ' 
mais,  comme  elle  passe  par  le  point  [x',  y'),  on  doit  avoir 

Si  on  combioe  cette  dernière  équation  avec  l'égalité 

Ç+Ç-' 

qui  exprhne  que  le  point  de  contact  est  sur  la  courbe,  on  trouve  deux 
systèmes  de  valeurs  pour  a:"ety";  ce  sont  les  coordonnées  des  points  de 
contact  des  tangentes  à  l'ellipse  menées  par  te  point  donné. 

D'ailleurs,  l'équation  de  ces  mêmes  droites  se  trouve  iinraddiatement  au 
moyen  de  l'équation  générale  du  N*  163;  ce  sera 

(ï+f-y-(s+fe"-)(s+?---)=°- 

M9.  Trouver  téquation  dt  la  polaire  d'un  point  (x',  y'). 
Cette  équation  est  la  même  que  celle  de  la  tangente  trouvée  précédem- 
ment, c'est-à-dire 

Lorsque  le  pôle  est  sur  l'axe  2a,  y'  =  o,  et  l'équation  se  réduit  à 

^'  j.  ■       -/        * 

—  ^  I ,    d  ou    XT  ^  o'  ; 
a' 

la  polaire  est  parallèle  au  petit  axe,  et  située  i  nne  distance  x  du  centre 

telle,  que  le  rectangle  construit  sur  x  et  l'abcisse  du  pdlc  est  égal  au  carré 

de  la  moitié  du  grand  axe.  Si  x'  =  c,  on  a  :  x  =  —  ;  ainsi  la  polaire  d'un 

foyer  est  la  directrice  correspondante. 
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Ex.  a.  Las  liDgentei  idx  extrémiléi  d'un  ditmètre  tOQt  panltèlet.  | 

L«s  Agnitioiu  de  ces  UDgeote*  senl  de  11  forme 

^.w;_,        ?i'^!?[! ,  I 

a*       b'~  o'       6»  ~  I 

El.  a.  IMterminer  le  point  d'inleneclioa  det  Ungentei  »ai  poinlt  (s' y'),  («"  |r^ 

«■(y- -y")  &■(»'—")  I 

j^K-'—yu''     '      a^t"—v''" 
El.  s.  Les  droites  qui  joignent  le  poinl  de  contict  d'nne  luginte  aui  exltémité*  dn        . 
petit   lie  rencontrent  l'aie  majeur  en  deu  points  fi  et  S.  ProuTci  que  le  point  de         | 
rencontra  T  de  li  tangente  aTec  le  nrfme  ixe'  est  le  milien  de  RS. 
Ex.  4.  Quelle  est  la  eooditioD  pour  que  la  droite  y  =  ns  •<-  i  soit  tangente  l'ellifcr 

Par  II  CMDbinaitoD  des  deax  fqDations,  oo  troofe 
de  sorte  que  l'éqaxtion 


représente  toutes  les  tangentes  i  l'ellipse, 

Ex.   K.  TrouTer  lelieu  du  looiiDet  d'un  angledroitelrconscrit  il' 
Soit  P  (b*,  y')  Ib  lommel  de  l'angle  ;  tes  valeurs  de  m  pour  les 

issues  de  ce  point  sont  données  par  l'équation 


En  exprimant  qua  le  produit  des  raeinei  est  égal  i  —  i,  oo  trouve,  pour  te  lieo 
demandé,  en  Bnpprimant  les  aceents, 

c'est  un  cercle  circonscrit  au  rectangle  des  axes. 

Ex.  •.  Déterminer  le  pdie  d'une  imite  tHx-t-ny  +  p^o,  p*r  rapport  à  l'ellipH 

En  identifiant  les  équations 


a,'  =  _  1!^         .  _  _  *^« 
P  P  ' 

Ex.  >.  Lieu  des  pôles  d'une  droite  6xe 1-  —  —  i  =  o  par  rapport  aux  dlipees 

homoloeales  —  h —  =  i. 
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e  pùle  (x'f  y*)  d«  Il  droite. 


L'eliminitian  de  a*  conduit  ï  l'^cjuition 

«w'  —  ny'  —  e*  =  o    ou    mz  —  ny  —  e*  =  o 
qui  reprësenle  une  droite  perpendicaliin  1  It  droits  donnée. 

El.  a.  Pir  un  poiul  du  pl«n  on  penl,  en  général,  mener  quilre  nomwiei  à  i'elHpW 
dont  deux  sonl  loojoun  réelles. 
Ecrivons  l'équalion  de  !■  nomiite  sous  II  forme 
m  —  ^_g~S- 
y^     ■ 


Si  cette  droite  doit 

pauer  par  un  point  {",  §i),  on  a  : 

W 

a.              W 

Soil  k  la  valeur  eo 

nmune  de  ces  rapport»;  on  en  déduira 

e^J^.       .■  =  JX..: 

en sobsUtuant  dans  la  relation  :  ^-«-Ij  —  i  =0,  on  troiiTeréqualion  du  quatrième 
degré 

[k  ■¥■  a')'  (k  ■*■  6«)«  -  .•'«'(*  +  fi')'  -  f  (Si*  -»-  a*)'  =  Or 
qui  admet  lonjonrs  deui  racines  réelles  craiprises  entre  -t-m,  —  6",  —  m. 

Les  pieds  de*  quatre  normales  sont  sur  l'hyperbole  représentée  par  (A)  en  regardant 
»',y' comme  les  coordonnées  variaUes;  elle  passe  par  leeentre,  le  point  (a,  |S)  et  ses 
asymptotes  «ont  parallèles  anx  aies  de  l'ellipse. 

Ex.  •.  Le  lieu  des  points  d'où  on  penl  mener  deux  normales  perpendiculaires  k 
l'ellipse  est  la  courbe  du  sixième  ordre 

(o»  -  i')"  (n'y*  —  i*!^)'  =  (o'  +  *•)  (*'  +  y')  {"'u*  *■  ^iV)'- 

Ex.  !•.  Les  pieds  de  trois  normales  issues  d'un  point  b  une  ellipse  elle  poinliliaaio- 
Iralement  opposé  au  qualrième  pied  appartiennent  è  un  cercle.  (Jo»£Hi«t»HiLl. 

Ex.  11.  Si  quatre  tangentes  à  l'ellipse  sont  telUs  que  les  nonnalcs  aux  pnints  de 
conUct  sont  concourante»,  les  parallèles  aux  tsngenlea  menées  par  l'un  des  snmniets 
rencontrent  la  courlie  en  quatre  points  sitaéi  sur  an  cercle,  (JoicniasTSAi.). 

«•S.  Ttouver  l'expreuion  de  la  perpendiculaire  «taÙJée  rfu  centre  sut 
la  tangente. 
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La  perpendiculaire  Abaissée  du  centre  sur  la  droite 


est  donnée  par  la  formule  (N*  41) 
(9) 


V    a*        6* 

On  peut  transformer  cette  expression.  Désignons  par  a  et  ^  les  angles 
de  la  normale  ou  de  la  perpendiculaire  P  avec  les  aies;  l'équation  delà 
tangente  peut  s'écrire  sous  la  forme 

xcosa-{-jfeosp  —  P^o. 
En  identifiant  les  deux  équations,  il  viendra  les  égalités 
cos  <x       x*       cos  P      4/' 

d'où  an  tire 

a*cos'a      M  cos*  p  __  a'*      y** 
—p.        l        W~~'à^'^V 
et,  par  conséquent, 

P'  =  tt'  cos'  a-i-b*  cos*  (i. 
Puisque  les  axes  sont  rectangulaires,  cos  ^  =  sio  «,  et  on  peut  encort 
écrire 

(lo)  P*  =  a'  cos'  a  -J-  6'  sin*  «. 

964.  Le  rectangle  des  perpendiculaires  abaistées  det  foytrs  ncrtmc 
tangente  est  confiant  et  égal  au  carré  de  ta  moilié  du  petit  axe. 

Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  (e,  o)  et  ( —  c,  o)  sur  la  droite 

„, +  6.       '■-°> 
sont  représentées  par 
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ou  bien, 

On  en  déduit,  en  multipliant  membre  h  membre, 

pp'  =  P*  —  c'  C09*  A^a*  ces*  a  -|-  6'  sin*  a  —  (a*  —  6*)  cos'  a, 

ou 

pp'-'*- 

El.  1.  Expreuioiu  des  perpendicalureï  ibaisiées  dn  centre  et  des  kytn  sur  U 
poliire  d'an  poinl  {x',  y'). 

Même  ealcnl  que  pour  I*  ttngente. 

Ea.  ».  Trouver  Je  lieu  du  poiol  d'inieneclioii  de  Ji  perpendiculaire  abiisséfl  du  centra 
Nir  11  tangente  avec  le  rtyon  vecteur  du  point  de  contucl. 

Il  but  climiDcr  x'  et  jr'  entre  lu  équationi 

Od  troave,  pour  résultat,  réi|Uatioo 

»*  -t-  j*  —  ac*  —  4*  ^  o 
qui  représente  un  cercle. 

Ex  a.  Trouver  la  lieu  dn  point  d'inlersectiou  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer 
■or  II  tangente  avec  le  ra>ou  qui  va  do  centre  au  point  de  contact. 

Ce  pvblème  revient  à  éliminer  k'  et  y'  entre  les  équations 


ùV 


.:)     et    y  = 


Le  rélullat  final  est  a  ^=  —  :  le  lieu  cherché  est  la  directrice. 

^•S.  la  normale  et  ta  tangente  en  un  point  de  l'ettipte  sont   Im 
bitêectricea  de*  angles  des  rayons  vecteurs  de  ce  point. 

Soit  MN  (yîj.  66)  la  normiile  et  FM,  F'M  les  rayons  vecteurs  d'uu  point 
(x',y')y  U  normale  sera  la  bissectrice  de  l'angle  FMF',  si  on  a  la  proportion 
HF  _  MF 
MF'~MF' 


par  suite, 


ex' 
a 

F'M  =  ( 

MF 

a'  — ex' 
a'  +  cx' 
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—  2S2  — 
De  plus 

donc 

^'  NF'      a*  +  ci' 

Bn  coraparnot  {a)  m  ((3),  od  voit  qu'il  7  a  égalité  entre  les  premiers 
membres  et,  par  suite,  la  normale  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayoat 
vecteurs. 

La  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire  FHH  :  car  1« 
angles  THF  et  THE  ou  RHF'  sont  les  compléments  de  deux  aoclcs 
égaux. 

tM.  Le  lieu  des  projeetwas  d'un  foyer  Bur  U$  tangentes  à  fetUfit 
est  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe. 

Prolongeons  le  rayon  vectcnr  F'H  (fig.  66)  d'une  longueur  HH  =^  KF. 
Dans  le  triangle  isocèle  FHH,  la  tangente,  qui  divise  en  deux  parttM 
égales  l'angle  au  sommet,  est  perpendiculaire  à  la  base  FH  et  passe  ptr  V 
milieu  I  de  cette  droite  :  le  point  I  sera  la  projection  du  foyer  sur  la  taa- 
gente.  Hais,  dans  le  triangle  FRF',  les  points  0  et  I  sont  les  milieux  <lts 
cdtées  FF'  et  FH  ;  la  droite  01  est  doac  parallèle  A  FH  et  vaut  la  moitié  rie 
ce  cAlé.  On  a  donc 

FH_F'H  +  FH 
z  2 

La  tangente  HT  étant  quelconque,  le  lieu  du  point  I  sera  une  circonfé- 
rence de  rayon  a. 

907.  Lfs  tangentes  issues  d'un  point  P  sont  igaietnent  inctinies  un- 
ies droites  qvt  joignent  ce  point  oiu 
foyers. 

Si  on  prolonge  les  mjons  vecteurs  FH 

'l   FH    respectivement    des    longueurs 

MH  =  MF,  H'K  =  H'F',  on  sait  que  les 

tangentes  en  H  et  H'  sont  perpendicn- 

laircE  i  FH  et  F'K.  Mais  les  triangles 

i^i  et.  RPF,  HPF'  sont  égaux  :   car  PH  =  PF, 

PF'  =  PK  et  F'H  =  FK  =  2a.  On  en  déduit  l'égalité  des  angles  «Pf 

et  KPP;  en  retranchant  de  chacun  d'eux  la  partie  commune FPF',  il  vient: 
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—  35â  ^ 

FPH  =  F'PK,  ou,  en  divisaot  les  deux  membres  par  2,  FPM  -^  F'PH'  : 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  De  l'égalité  des  triangles  FPK  et  HPF',  od  tire  :  itngle  KFP 
=  angle  PHF';  mais,  comme  les  angles  PHF'  et  PFH  sont  égaux,  on  a 
angle  KFP  =^  angle  PFH.  Ainsi,  la  droite  qui  joint  un  foyer  au  point  de 
concours  de  deux  tangentes  est  bisstctrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs 
gui  joignent  ce  foyer  aux  points  de  contact. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  sur  la  directrice,  la  corde  des 
contacts  passe  par  le  Toyer  qui  est  le  pAle  de  la  directrice;  l'angle  des 
rayons  vecteurs  est  égal  à  180°  :  donc,  la  ligne  qui  joint  U  foyer  au  pôle 
(f  une  droite  passant  par  ce  point  est  perpendiculaire  à  cette  droite. 

S*8.  Construction  de  ta  tangente.  Pour  trouver  la  direction  de  Ig 
tangente  à  l'ellipse  en  un  point  H  de  cette  courbe,  on  mène  d'abord  les 
rayons  vecteurs  de  ce  point  (Jig.  66);  on  prolonge  l'un  d'eux,  par  exemple 
F'M,  d'une  longueur  MH  =3  MF  :  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M 
sur  la  droite  HF  sera  la  tangente  demandée. 

Lorsqu'il  s'agit  de  construire  la  tangente  à  l'ellipse  menée  par  un  point 
extérieur  S,  il  iâut  décrire  de  ce  point  comme  centre  une  circonférence 
avec  un  rayon  égal  à  SF;  puis  du  foyer  F'  comme  centre,  on  trace  une 
autre  circonférence  avec  un  rayon  égal  à  2a,  qui  rencontrera  la  première 
en  deux  points  dont  l'un  sera  le  point  H  de  la  figure;  on  joint  FU  et  on 
abaisse  du  point  S  une  perpendiculaire  sur  celte  droite  :  ce  sera  une 
tangente  à  l'ellipse  issue  du  point  S.  Si  on  désigne  par  U'  le  second  point 
d'intersection  des  circonférences,  l'autre  tangente  sera  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  S  sur  PII'. 

Ces  constructions  découlent  des  propriétés  de  la  tangente  à  l'ellipse 
démontrées  précédemment 


S09.  Nous  avons  trouvé(N''  t9D),  pour  l'équation  générale  du  diamètre 
conjugué  à  une  corde  de  coeflicient  angulaire  m, 
f/  +  mf/  =  o. 
Sif(x,y)=^+^—  I,  elledevient 

(■■)  T.  +  ^P-»- 
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bésigaons  par  m' le  coefficient  angulaire  du  diamètre  DD'  qui  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  MM'  ;  on  aura,  d'après  l'cqualioa 
précédente, 


où  m  est  le  coefficient  angulaire  de  MM'.  On  en  tire 

(„)  w— ^. 

Le  diamètre  conjugué  de  DD'  est  la  droite  EE'  menée  par  le  centre 
purallèlement  à  la  corde  HM',  La  relation  (12)  exprime  que  le  produit 
des  coefficients  angulaires  de  deux 
diamètres  conjugués  de  l'ellipse  esl 
constant  et  négatif:  l'un  Tait  unai^le 
aigu  avec  l'axe  2a,  l'autre  un  aofilf 
obtus;  ils  ne  sont  donc  jamais  situes 
d'un    même  cote   du   petit  axe.  Si 


^'■-  ^  mètres  conjugués  qui  correspondent 

à   CCS  valeurs  sont  également  inclinés  sur  l'axe   2a;  ils  forment  un 
système  de  deux  diamètres  conjugues  égaux. 
Soient,  x',  y'  les  coordonnées  du  point  D;  les  cordes  parallèles  h  DD' 

ont  pour  coefficient  angulaire  m'  ^—^ ,  et  l'équation  du  diamètre  corres- 
pondant EE'  sera  de  la  forme 


ce  diamètre  est  donc  parallèle  à  la  tangente  à  l'ellipse  à  l'exlremilc  D  dn 
conjugué  de  ce  diamètre. 

En  désignant  par  x",  y"  les  coordonnées  du  point  E,  on  a  la  rela- 
tion 

x'x"      y'y" 
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V"  /  x"^ 


v/K^ 


^^^ 


d'où 

(13)  i"  =  ±-^,    y"  =  =F  — . 

Ces  formules  permettent  de  calculer  les  coordonnées  de  l'extrëmité 
d'un  diamètre,  connaissant  les  coordonnées  de  l'exlrémité  du  conjugué  de 
ce  diamètre. 

%!•.  La  jomffie  dt»  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  eonstanlt 
et  égale  à  ta  somme  des  carrés  des  axes. 
Soient  n'  et  b'  les  demi-diamètres  conjugués  OD  et  OE;on  a 


,.  , aV*  ,  b*x'' 

a"  =  x'»  +  y'«,         fc'*  =  i"'  +y"'  =  -^  +  — j- 


et,  par  suite, 

...  +  6-  =  ...(.+^:)+y.(.+"5;)_(a.  +  6,(^+Ç). 
c'esl-à-dire 

(,4)  o"  +  6'»  =  a*  +  6'. 

tl  I .  L'aire  ibt  parallélogramme  construit  sur  deux  diamib-es  conju- 
gués est  constante  et  égale  au  rectangle  des  axes. 

Menons  les  tangentes  en  D  et  en  E  h  l'ellipse  pour  former  le  parallélo- 
gramme ODIE  construit  sur  les  demi-diamètres.  On  aura,  en  abaissant  du 
centre  une  perpendiculaire  sur  DI, 

aire  ODIE  =  ID  ■  OP  =  a'b'  sin  ip, 
(p  étant  l'angle  des  diamètres  conjugués,  car  DI=OB=:fr',ct  OP^^a'sinç. 

Hais  on  a  aussi 


V    a'+F      y     „'   ^   f 


l/l-+j"> 
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fin  vertu  des  deux  expressions  de  OP,  on  a  la  relation 
ab  =  a'b'  sio  ç 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

919.  EllipM  rapportée  à  deux  diamètre»  cotijvguéa.  Lorsque  les  iics 
des  coordonnées  sont  deu^  diamètres  conjugués,  l'équation  de  rellt|iw 
est*  de  la  forme 

Posons  : 


-y/r  ''-v/s' 


en  introduisant  les  quantités  a'  et  6'  dans  l'équation  précédente,  il 
viendra 

pour  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués,  sa'  d 
26'  étant  les  longueurs  de  ces  diamètres.  Comme  il  y  a  une  infinité  dt 
diamètres  conjugués,  il  y  a  une  infinité  d'axes  coordonnés  obliques  pour 
lesquels  l'ellipse  a  une  équation  de  la  forme  (15).  Pour  les  deux  diamètres 
conjugués  égaux,  l'ellipse  aurait  la  même  équation  que  le  cercle. 

11  est  évident  qu'avec  ces  nouveaux  axes,  la  tangente,  le  diamètre  con- 
jugué a  une  direction  donnée  auront  des  équations  analogues  à  celles 
que  nous  avons  trouvées  pour  l'ellipse  rapportée  h  ses  axes;  m  et  m' étaot 
les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués,  on  aura  aussi  U 


%tZ.  Les  droites  menées  par  les  extrémités  d'un  diamètre  et  te  eoupaU 
sur  l'ellipse  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe. 

En  effet,  on  peut  regarder  J'ellipsc  comme  le  lieu  du  point  d'intersection 
des  droites  représentées  par  les  équations 


-(-^>  l=K-+^> 


où  /  est  un  paramètre  arbitraire  ;  car,  en  multipliant  membre  k  membre, 
on  reproduit  l'équation  de  l'ellipse.  Ces  droites  (fig,  68)  passent  par  les 
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eitrëmitës  du  dûmètre  an'  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  équations. 
Hais,  si  on  désigne  par  /^  et  ft'  leurs  coefficients  angulaires,  on  a 

»" 

(V ^.- 

de  sorte  que  deux  diainètres  parallèles  k  ces  droites  forment  un  svstème 
de  diainètres  conjugués  de  l'ellipse. 

Oq  donne  le  nom  de  cordesfupp/dmenteuresauxdroîtesqiie  nous  venons 
de  considérer. 

Cette  propriété  permet  de  déterminer  la  direction  de  la  tangente  en 
un  point  H  de  la  courbe.  Soit  0  le  centre;  le  rayon  OM  et  la  tangente 
sont  deux  directions  conjuguées;  donc,  après  avoir  tiré  un  diamètre 
quelconque,  on  mènera  une  corde  supplémentaire  parallèle  k  OM;  feutre 
donnera  la  direction  de  la  tangente  en  H. 

>I4.  Diterminer  les  Umdes  entre  letqwltes  varie  l'angle  de  deux  dia- 
mitres  conjvguis  et  construire  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux 
un  angle  donné. 

Supposons  que  l'on  mène,  par  les  extrémités  du  grand  axe,  les  cordes 
supplémentaires  représentées  par  les  équations 

des  diamètres  conj 


Soit  If  l'angle  de  ces  droites  ou  celui  des  diamètres  conjugues  parallèles 
aux  cordes.  On  a 

a.     b 


j       I__6 6  6  a6 


(o*-*'); 
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Lonqne  y  Tarie  depuis  o  jnsqu'i  +  6,  la  T^eur  absolue  da  icoad 
membre  diminue  et  l'angle  obtus  9  augmente;  il  acquiert  sa  nltnr 
maximum  pour  y  ^  6  ;  à  cette  limite,  on  a 
206 


tangue: 


-6*' 


et  les  diamètres  correspondants  sont  parallèles  aux  eordes  supplémenliim 
qui  aboutissent  A  i'extrémitë  du  petit  axe. 

La  valeur  minimum  de  9,  qui  répond  ii  y  ^=0,  est  un  angle  droit, 
c'est-à'dire  l'angle  des  axes. 

Pour  déterminer  les  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  tn^r 
donné  compris  entre  les  limites  précédentes,  on  mène  pir  le  centre  an 
diamètre  quelconque,  et  on  décrit  sur  ce  diamètre  un  segment  capablr  it 
l'angle  donné;  la  circonférence  rencuntrera  l'ellipse  en  un  certain  point  H; 
les  diamètres  parallèles  aux  cordes  supplémentaires  qui  aboutissent  en 
ce  point  seront  conjugués  et  feront  entre  eux  l'angle  donné. On  trouverait, 
de  même,  la  direction  des  axes  en  décrivant  un  demi-cercle  sur  un  dit- 
mètre  quelconque;  les  cordes  supplémentaires  relatives  au  point  d'ialM^ 
■eetion  du  cercle  et  de  l'ellipse  seront  perpendiculaires  et  parallèles  ni 
axes  de  la  eourbe, 

919.  Deux  diamitres  conjugués  déterminent  sur  une  tattgenk  fixe,  i 
partir  du  point  de  contact,  deux  segments  dont  le  rectangle  est  constant  il 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 

Prenons  pour  axe  des  y  le  diamètre  2b'  parallèle  à  une  tangente  de 
l'ellipse,  et  pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  3a'  qui  passe  par  le  piKat 
de  contact.  L'équation  de  la  courbe  sera 

et  celle  de  la  lan);cnle,  x^a'.  Soît 


l'équation  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  (x',  y')  de  l'ellipse;  celle  du 
diamètre  qui  lui  est  conjugué  peut  s'écrire  sous  la  forme 
XX'  ,  yy'  b'*x' 
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Cein  ^lant,  pour  déterminer  les  ^segments  que  ces  Hiamètrcs  dctermi- 
oent  sur  la  tangente,  il  faut  poser  x^  a'  dans  les  équations  précédentes; 
on  trouve  ainsi  les  quantilës 

^  ■  _*!!^. 

x'     '  d'y'  ' 

la  râleur  absolue  du  produit  est  6''. 

SIS.  Le  théorèmeprëcédentperiDetde déterminer ladirection  des  axes, 
quand  on  connaît  deux  demi-diamètres  conjugués  01)  et  OE  de  la  courbe. 
On  mène,  par  l'cxtrémilé  D  de  l'un  d'eui,  une  parallèle  â  l'auti-e  :  ce  sera 
une  tangente  à  l'ellipse.  On  prend  ensuite 
sur  CD,  un  point  H  tel  que  OD  ■  DM  =  ÔË*, 
et  on  trace  une  circonférence  passant  par 
les  points  0  et  M,  et  dont  le  centre  se  trouve 
sur  la  tangente  ;  celle-ci  sera  rencontrée  par 
la  circonférence  en  deux  points  R  et  Q  ;  les 
droites  OR  et  OQ  seront  les  directions  des  ^,^_  ^ 

axes  de  l'ellipse;  car  on  a  :  OD  •  DM  =  DQ -DR  =ÔÊ*,  et  les  droites  011 
et  OQ  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  perpendiculaires. 
Pour  calculer  les  longueurs  des  axes,  il  faut  prendre  les  relations 
ab  =  a'b'  sin  <f,         a*  -f-  6*  — =  o'*  +  6'*, 
où  a'  et  6'  sont  les  longueurs  des  demi-diamètres  donnés.  On  en  tire 
{a  +  by  =  a"  +  b'*  ■+-  2a'b'  sin  9 
(a  —  6}*  ^=  a"  ■+-  b"  —  2a'b'  sin  ip 
d'où 

a  -H  6  =  (/o"  +  fr'*  +  3a'b'  sin  9-, 

a  —  6  =  j/o"  4-  b"  —  2a'b'  sin  9. 

Ces  dernières  équations  conduisent  facilement  aux  valeurs  de  a  et  b. 

Théorèmn  «t  •xercdoaa  anr  l'elllpM. 

Ex.  ■.  La  niojcnnGgéooiëtriqiiedGs  nyoDSTecteurtd'un  pcànlH<e',  jr')  d«rellipse 
est  Je  diamètre  conjugua  de  celai  qui  pasae  pir  et  point. 
On  a 

FM.P'M  =  o'-~  =  o'-»'«-^-^-  =  ^'  +  ?^'. 
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Soit  (*",  jr")  les  coordonnces  de  ('«lUnniU  da  dràmèlre  coojngn^  de  ceini  ipiî  (MM 

par  le  point  H,  et  2i'  la  loDguiur  de  ce  diimètra.   On  tirs,  de  Téquitioq    prée^denle, 

FM.p'M  =  «"*  +  s"*— 6". 

Ex.  a.  Lb  somme  des  tané»  des  projections  de  deni  diamMres  eoujngaés  snr  an  aie 
est  égale  a  a  carr^  de  cet  ate. 

En  eOét,  a^,  y'  et  x",  t"  étant  les  coordonnées  des  extrérollés  des  diamètres,  il  Tient 

y"  -t-  ir'"  =  y"  -a 1-  =  -j  («•  —  »")  H j-  =  6*. 

n  mfne  des  tangentes  aoi  ellipses  booio- 


V* 


trou  ver  le  liru  des  pnnU  de  coDlact. 
fl  f»ut  éliminer  (r*  entre  les  éqnatfons 


«'  est  l'abcisse  du  point  donné.  On  troure  réqnitioD 

d'il'  -*-v*)— i(t'+ «!'•)  + cV=o 
qai  représente  on  cercle. 

Ex.  t.  Le  rectsngte  construit  sur  la  normale  et  la  perpeodi  col  aire  abaiisée  du  entre 
sur  la  tangente  est  constant  et  égal  h  £': 

La  longueur  de  la  normale  est  la  partie  de  cette  ligne  {/Ig.  66)  comprise  entre  le  point 
de  contact  et  celai  où  elle  reoconlre  le  grand  axe.  On  a 


mH* 


=  PR»  +  y"  =  ^«"  +  y"  =  ft»(^  +  ^Ji 


«[('  =  -,    et    MN.P  =  J'. 

Ex.  •■  Lieu  dn  point  d'intenection  des  tangentes  aux  extrémités  de  deux  diin^ira 
conjugués. 
Si  on  élève  au  carré  les  équations 

£*'     njl  _  «£|     y>"     j_ 

et  si  on  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 
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eu  (et  doublet  praduiU  tUsparaÏMeot,  eu  ^erd  i  b  iwlltion  c'y  =  —  »'/;  nuii 
*"  +  •"■  ^ a*, y"  -*-y"'^6*;iloncon  a  pour  l'équitioD  du  lieu 
»»      y" 

Ex.  •.  Deux  diamètres  coujugués  quelconques 

6' 

lormeut  (vec  les  droites  im^iutire*  :-,  +T^^onabiKe*u  turmotiique. 

Ex.  s.  CoDiMitHul  les  aies  de  II  courbe,  calculer  les  longueurs  des  deaii-diaiuèlres 
conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle  f|. 
Eu  appelant  ces  diamèlrea  sa'  et  st'i  ou  a  les  relations 

.■-^*'  =  »/..H.»-+-=5-,     .■-»•=»/..  +  »■— ?=i-. 

y  suifi  y  suif, 

Ex.  m.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  It  somme  des  carrés  des  distauces  à  deux 
droites  fixes  est  coDstauie  et  ^»le  ■  m'. 
Avec  les  droites  fixes  pour  axes,  on  trouve 


B  étant  l'angle  des  axes  ;  le  lieu  est  une  ellipse  dont  les  droites  dénuées  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués  égaux. 

£i.  •.  Ou  donne  la  base  za  d'un  triangle  et  le  produit  des  tai^entes  des  angles  b  et 
<r'  adjacents  i  cette  base}  trouver  le  lieu  des  sommets. 

Plaçons  l'origiDe  au  milieu  delabasej  avec  des  axes  reelauguItlresdoDtraxe.desc 
ccincide  avec  le  côté  donné,  on  a 

y  —  Ung  «  («  -t-  a),        y  =  —  tang  «'  («  —  «) 

pour  le*  équatious  des  edtés  qui  aboutissent  au  sommet  variable.  Soit  tang  n  •  tang  n' 
=  m*  i  il  vieDt,  après  la  substitution, 

Ex.  ■•.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  droites  fixes  OX,  OY 
taisant  entre  elles  uu  angle  y  ;  trouver  le  litu  décrit  par  uu  point  quelcuuque  M  de  cette 

Posons  AB  =  <ii,  HA  =  s,  1IB= 6;  avec  les  droites  données  pour  axes,  on  a 


où  /  et  />  représentent  les  distances  des  points  A  et  B  i  l'origine.  Hais  le  triangle  ABO 
i"  -I-  /i'  —  ii/t  cos  f  =  m'i 
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«n  Eliminint  >  et  /i,  il  vienl  ponr  l'ëquition  du  lieu  décrit  par  un  point  H 

c'est  une  ellipse  qui  a  pour  ceulre  le  point  d'ialersection  des  droites  Gxcs. 

El.  1 1.  Étant  donnéi  une  ellipse  lyiul  pour  aies  3a,  2h  elle  cercle  déeriliDrie 
grand  axe,  OD  mène  une  ordonnée  HP  qu'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  en  N  arec 
le  cerelci  soit  F  le  foyer  ainsi  que  tt  et  v  les  angles  NOA,  HFA.  Démontrer  les  fbnnnk) 


(1)  p  =  «U 


fcosu),         11)  tang-  =  l  I    tBDg-- 


à  chaque   point  de  l'ellipse  correspond   une   Talour    de  n  déteraioée 
par  cei  relations.   Cela  étant,  on  sait   que   p  =  FII 
=^n  — ea;  oD  trouve  la  formule  (i). en  remplafanl  x 
par  o  cos  u. 
On  a  aussi  (N*  197). 


égalons  les  deux  valeurs  de  p  el  résolvons  V  équalioD  par  rapport  à  ci 


On  en  déduit  bellement 


,        o       ,    /l-cosii       .    /<i  +  eMl— «os») 
''"B;=\/    nr^t,  =  y    <.-e)(r-^cos.)' 

El.  la    A  deux   diamètres    conjugués  dp  l'ellipse  correspondenl  deux  diaatètres 
perpendiculaires  dans  \e  cercle. 

Si  Ml  et  m'  sont   les  mFllîi-ieulB  angulaires  de  deux   diamètres  conjugués,  oo  ■ 

mm'  = ,  ■  SoienI    x',  9'),  (x",  y")  les  extrémités  des  diamètres,  et  k',  m''  tes  vaienn 

de  l'angle  u  qui  leur  correspondent  ;  il  vient 


w  —  ^  =i  -  tang  u',         m'=.ÎL.^:-  tipg  w' 
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El.  IS.  Trouver  l'éqiMtioD  de  1i  Ungenle  et  les  longuean  des  demi-diimètres  con- 
joguës  eD  renclioD  de  l'angle  u.  On  trouve  pour  li  tangeule 


6'"=:o'sm*ii'-t-  ft'eos'»'. 

Ex.  ■«.  Trouver  l'aire  de  l'elllpte. 

Iiucrivons,  dius  II  moitié  de  l'ellipse  el  Te  deiui-cercle  décrit  sur  le  grand  axe,  deux 
polygones  dont  Ces  sommets  se  trouvent  sur  les  mêmes  ordonnées.  Deux  trapèzes  cor- 
respondiDts  1  et  T  inscrits  dans  l'ellipse  et  dans  le  cercle  ont  mime  bue,  el  oo  a  la 
relation 


Ainsi,  en  représentant  pari,  f,  t"...,T,  T',T".,.,  les  surhces  des  trapèus  inserila 
dans  l'ellipse  et  dans  le  cercle,  on  a 


T+T'-i-T"  +  —-      g 

i^-c  +  ("  + ....  -y 

Cette  équation  est  vraie  quel  qae  soit  le  nombre  de  cotes  des  polygonesj  à  la  linile, 
en  supposant  que  ce  nombre  augmente  Indéfiniment,  on  aura 
surf,  ellip. 


surf  ellip.  =  -  surf,  eeri.  ^=  noS- 
Si  on  désigne  par  a',  />',  les  demi-d  in  mètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle  9., 

surf,  ellip.  =  lat'b'  sio  f . 

Ex.   ift.  Du  centre  0  de  l'ellipse,  on  mène  II  perpendiculaire  OR  sur  la  normale  au 

point  H  ;  si  H  et  H'  sont  les  points  de  rencontre  de  la  normale  avec  les  axes,  on  a  : 

HR  ■  HR  =  b',     HH'  ■  HR  =  a' 

Ex    ■«.  Si  le  diamètre  OP  rencontre  Is  polaire  du  point  P  en  R  el  la  courbe  en  S, 

OP.OH=î)SV 
Ex.  <>.  Si  on  joint  un  foyer  F  aux  sitréoiilës  d'une  corde  parallèle  au  grand  axe,  la 
somme  des  deux  rayons  vecteurs  est  égale  au  grand  axe. 
Ex.  1  n.  La  somme  des  rarrés  des  réciproques  de  deux  diamètres  perpeudioalaires 
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Ex.  fl».  On  mène  le»  demi-diimèlrci  coDJuguà  OD,  OE  ainsi  que  le»  Domulrt  ta 
Det  Equi  s«  reDGonlnnt  «D  S;  montrer  que  OS  est  perp«Ddiculiir«  à  DE. 

El.  *•-  Parmiles  panllélogninnie»  inscritlàuneiuéme  elIipie,ceuidoDtlesdia(«- 
Dtles  forment  deux  diamètres  conjugués  wnl  miximum. 

Ex.  SI.  Duu  tout  partllélogrimmecirconscrili  une  ellipse,  las diaBOoalestootdeii 
diamètres  conjugués. 

Ex.  sa.  Par  ud  point  fixe,  on  mine  des  taDgeutes  à  une  série  d'ellipses  ayant  ikiih 
centre,  leurs  axe»  proportMonris  el  dirigés  suivant  les  mêmes  droites  ;  trouver  t«  lieu 
géométrique  de»  points  de  contact. 

Ex.  M.  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  qui  réunit  les  extrémité»  de  deoi 
diimètre»  conjugués. 

Ex.  *«.  Trouver  le  lien  du  milieu  du  rayon  qui  va  du  centre  de  l'ellipse  an  pnst 
de  ciHitact  d'une  tangente. 

Ex.  1*.  Une  ellipse  se  meut  en  restant  tangente  à  deux  droite»  rectangulaires;  (nu- 
ver  le  lieu  du  centre. 

Ex.  SS.  Par  un  point  fixe  P  pris  sur  l'ellipse,  on  mène  une  corde  quelconque  PV. 
Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  en  H  avec  le  diamètre  parallèle  i 
lacorde. 

Nous  renvoyons  les  élèves  studieux  (u  Cntr.  IX,  où  se  trouvent  de  nombreuses  pro- 
priétés des  coniques  à  démontrer  ainsi  que  de*  lieux  géontétriques  à  déterminer. 

§  9.  OB  l'hypbrbole. 
9I3.  L'hyperboJc  est  la  courbe  définie  par 
My'  +  Nx'  =  H, 
lorsque  les  coefficients  M  et  N  sont  de  si^^ae  diffëreat;  par  suite,  son 
équation  se  préscnlera  sons  l'une  des  formes 

My«  — Nx«  =  H,     Ni»  — My'=H,     My'  — Na:»=-o. 
La  dernière  qui  correspond  à  11  ^  o,  dcfioit  d«ux  lignes  droites  : 
c'est  un  cas  particulier  du  Kcni^  byperbole;  les  deux  autres  représeolent 
une  courbe  r^lle,  et  il  suffit,  pour  étu- 
dier l'hyperbole,  de  prendre  l'une  des 
deux  premières  équations,  par  exemple, 
Nï«— My'  =  H. 

Posons  :«  =  y/l|.    ft  =  ^^; 

in  aura  à  considërer  l'équation 

En  supposant  les  axes  rcctangulliireg,  ce  sera  l'équatioa  de  l'hyperbole 
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rapportée  i  son  centre  et  à  ses  axes.  La  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en 
deux  points  réels  A  et  A',  à  une  distance  ±aAe  l'origine;  la  longueur 
AA'  =  2a  se  nomme  X'axe  réel  ou  Vaxe  transwrte  de  l'hyperbole.  Les 
points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  des  y  sont  imaginaires; 
cependant,  on  porte  sur  cet  axe,  de  chaque  côté  du  centre,  une  longueur 
égale  à  b,  et  on  regarde  la  dislance  BB'  =  26  comme  étant  la  longueur 
de  l'axe  imaginaire  de  la  courbe.  Les  points  A  et  A'  sont  les  sommet»  de 
l'hyperbole. 

Ou  tire  de  l'équation  (i) 

6'ac'  —  a*y*^  à'b'. 


i/=±-  \/x*  —  a'. 

L'ordonnée  y  est  toujours  réelle  et  augmente  indéfiniment,  lorsque 
l'abcisse  varie  d'une  manière  continue  depuis  ±  a  jusqu'à  ±  00  ;  elle  est 
imaginaire  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  ±  a  :  la  courbe  se 
compose  de  deux  branches  distinctes  issues  des  points  A  et  A'  et  qui 
s'éloignent  à  l'infini  dans  les  deux  sens  de  l'axe  réel  en  s'écarUnt  de 
plus  en  pins  de  cet  axe.  Pour  mieux  préciser  la  direction  des  branches 
de  l'hyperbole,  désignons  par  p  la  longueur  du  rayon  OH,  et  par  u 
l'angle  de  ce  rayon  avec  l'axe  transverse;  on  a  :  a:  =  pcos(»,(/  =  f>sina), 
et,  par  suite, 


En  résolrant  l'équation  par  rapport  h  p',  on  trouve 

(a)         .^  "'fc'  _  «'6' 

6'  cos'  M  —  a*  sin*  la      [a'  -(--  &*)  cos'  w  —  a* 

La  plus  petite  valeur  de  p  cori-espond  a  cos  u  =  i,  c'est-ii-dire  ka^o. 
Le  rayon  devient  infini,  si  cos  & 


b 
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Or,  si  on  construit  le  rectangle  des  axes  2a  et  2b,  les  diagonales  sodI 
également  inclinées  sur  l'axe  des  x  et  ont  pour  équations 

6  & 

{A)y  =  -x,        (k')y=-—-x. 

Il  en  résulte  que  le  rayon  OM  coïncide  avec  les  droites  (h)  et  (A*),  lors- 
qu'il devient  iDfini,  et  celles-ci  sont  les  asymptotes  de  l'hyperbole.  Les 
deux  branches  de  la  courhe  sont  situées  dans  les  angles  opposés  des 
diagonales,  et  s'éloignent  indéfiniment  en  se  rapprochant  de  plus  en  plus 
de  ces  droites. 

Dans  le  cas  particulier  où  a  =  6,  l'équation  de  l'fayperbole  devient 

x'  — y  =  a', 

el  on  dit  alors  que  l'hyperbole  est  iqutialère ;  elie  a  pour  asymptolei 

deux  droites  pcrpeDiliciilaires,  y  =  x  ety  ='  —  x.  L'hyperbole  équilatère 

est  dans  le  genre  hyperbole,  ce  qu'est  le  cercle  dans  le  genre  ellipse. 

Si  on  applique  la  discussion  précédente  à  l'équation 

My*  — Nï:'  =  H,     ou     ^— ^=i, 
0'      a' 

on  verra  qu'elle  représente  une  hyperbole  ayant  pour  axe  réel  zb,  et  pour 

axe  imaginaire  ia;  elle  a  le  même  centre,  les  mêmes  axes  que  la  première, 

seulement  son  axe  réel  est  imaginaire  dans  l'autre.  Deux  hyperboles, 

qui  jouissent  de  cette  propriété,  s'appellent  hyperbole»  conjuguées.  Il  est 

visible  que  les  asymptotes  sont  les  mêmes  pour  les  deux  courbes. 

9IS.  L'équation  de  l'hyperbole  peut  s'écrire 


Posons  : 


K^->i=Je-> 


>  étant  un  coefficient  indéterminé.  Ces  équationsreprésententdeux  droites 
AH  et  A'H,  issues  des  sommets  A  et  A',  et  qui  se  coupent  sur  la  courbe; 
car,  en  multipliant  membre  k  membre,  on  retrouve  l'équation  (i).  Pour 
x  =  o,  on  obtient 

^  =  ON  =  —  6/.,        y  =  OW  =  j  J 
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d'où 

ON.ON'  =  — fc*. 

Ainsi,  Vht/perboh  ayant  pour  axe  Iransverae  ^a  est  te  lieu  du  point 
itintersecUon  et  deux  droites  issues  des  extrémités  de  cet  axe,  et  gui  inter- 
ceptent sur  l'axe  imaginaire  deux  segments  dont  te  produit  est  constant 
et  égal  à  —  6*. 

On  démontrerait,  comme  pour  l'ellipse,  qu'une  droite  menée  par  A 
perpendiculairement  A  AM  rencontre  A'M  sur  une  droite  fixe  perpendicu- 
laire k  l'aie  transverse.  On  en  déduirait  également  un  moyen  de  décrire  la 
courbe  connaissant  les  langueurs  des  axes. 

SI*.    Trouver  Véijualion  de  l'hj/perbole  rapportée  à  son  sommet  A. 
Il  suffit  de  remplacer  x  par  x-]-a  dans  l'équation 

a>      M~    ' 
on  trouve,  par  ce  changement, 

X*      y'      2X 

Posons  p=—;  il  viendra,  en  résolvant  l'équa^on  par  rapport  iy*, 
(3)  y*  =  2px+^x*. 

Dans  rbyperbole,  le  carré  de  l'ordonnée  est  donc  plus  grand  que  le 
rectangle  construit  sur  le  paramètre  ap  et  i'abcisse. 

FOYERS  ET   DIBECTBICES. 

9%9.  Les  foyers  de  l'iiyperbole  ainsi  que  les  directrices  s'obtiennent 
comme  dans  l'ellipse  en  identifiant  les  équations 

a»      b* 

(i  _  «).  +  (y  _  (5)«  -  (fx  +  „^  +  „).  =  o. 

Or,  en  observant  que  l'on  passe  de  l'équation  de  l'ellipse  à  celle  de 

l'hyperbole  en  changeant  le  signe  de  6*,  tous  les  résultats  obtenus  pour 

la  première  courbe  (N'  tl>5)  s'appliqueront  à  l'hyperbole  en  remplaçant 
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6'  par  —  6'.   Et  d'abord  on  aura  ici  :  c  =  |/a'  +  6'  ;  ensuite  m  ^  o, 
^  ^  o  ainsi  que  les  deux  systèmes  : 

ix  =  —  c,        /=-,  n  =  +  a. 

L'hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  h  ses  axes  peut  donc  être  repré- 
sentée par  les  équations 

{x—,cy  +  3'=(^  —  a\. 


(x  +  c)'+s'  =  (^+ay. 


Elle  admet  par  conséquent  deux  foyers  réels  situés  sur  Taxe  transverse 
k  une  distance  du  centre  ^gale  à  ^a*-|-6*;  les  deux  autres  foyers  sont 
imaginaires.  L'excentricité  a  pour  valeur 

a  a        ' 

c'est  une  quantité  plus  grande  que  l'unité. 
Nous  aurons  aussi  pour  les  rayons  vecteurs 

{4)  MF  =—  -  a,        MF'  =— +  o, 

et  pour  les  directrices 

ex  a' 

—  ^0  =  0  ou     a:  =  ±  —  ■ 
a  c 

Afin  de  construire  les  foyers,  on  élève  en  A  {fy.  72)  une  perpendicu- 
laire AK  =  6;  la  droite  OK  sera  égale  à  \/a*  -\-  b';  il  suffira  de  ramener 
cette  longueur  sur  XX'  pour  avoir  la  posi- 
tion des  foyers.  Quant  aux  directrices, 
après  avoir  pris  sur  l'axe  imaginaire  une 
longueur  OE  =  a,  on  élèvera  en  E  une 
perpendiculaire  à  F'E;  elle  ira  rencontrer 
l'axe  transverse  en  un  point  D,  pied  de  la 
directrice  DL.  Puisque  c  est  plus  grand  que 

^    j^  n,  — est  plus   petit  que  a  et  les  directrices 

M  trouvent  entre  le  centre  et  le$  sommets  de  la  courbe. 
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Les  relations  prëcëdentes  nous  donnent  encore 
MF'  —  MF  =  -za, 
MF      c 

Ml  étant  la  distance  du  point  M  &  la  directrice  DL.  De  ]i  ces  deux 
théorèmes  :  1°  Dans  Chyperbote  ta  différence  da  rat/ons  vecleurt  est 
eonttantB  et  égale  à  Paxe  transveneii' Le  rapport  des  dislanctB  d'un 
point  de  la  courbe  au  foyer  et  d  la  directrice  correspondante  tst  constant 
et  égal  à  e. 

Enfin  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  son  foyer  F'  s'obtiendra 
en  remplaçant  x  par  x  —  c  dans  l'équation 

(1  +  0'+ !(■=-("  +  »)'; 

ce  qui  donne 

a'{x'+y')  =  (ci-6»)'. 
on 

y'  =p'  +  2pex  —  (i  —  e*)i*. 
C'est  la  même  équation  que  pour  l'ellipse,  mais  ici  e  ]>  i. 
On  en  déduit  immédiatement  l'équation  polaire 

P 


(5) 


r  +  e  coB  û) 


991 .  Système  de  toniques  eonfoeales.  Considérons  l'équation 

où  a  et  6  sont  de»  constantes  déterminées  et  >  un  paramètre  arbitraire. 
En  supposant  o  >  6,  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  entre  —  eo  et  6' 
donnent  des  ellipses;  les  valeurs  de  X  comprises  entre  b*  et  a*  donnent 
de»  hyperboles;  enfin,  si  )  varie  entre  a»  et  +  oo ,  l'équalion  ne  repré- 
soile  plus  que  des  ellipses  imaginaires.  Toutes  ces  coniques  ont  les  deux 
mène»  points  pour  foyers;  car,  on  a  :  c  ^  j/o'  —  A  —  {b*  —  X)  = 
j/o*  —  b*;  on  Ica  appelle  coniques  confocaiee. 
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Soit  (x' ,  y')  un  point  du  plan  ;  si  la  conique  de  l'équation  passe  par  ce 
point,  on  doit  avoir 


(a'-i)(M-?.)-i'*(6'->)-y'*(«*->)  =  o: 
équation  du  second  degré  en  X  qui  a  toujours  ses  racines  réelles.  En 
effet,  posons,  dans  le  premier  membre,  A^  —  ta ,  X  ^  b*,  X  ^  a*',  Ut 
résultats  correspondants 

+  00,     -j,>'-6«),     +i't(a'_6') 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  il  y  a  une  racine  plus  petite  que 
b*  à  laquelle  correspond  une  ellipse,  et  une  autre  comprise  entre  a*  et  h*  à 
laquelle  correspond  une  hyperbole.  Soient  A|,  ).t  ces  racines;  le  point 
(x',  y')  appartenant  aux  deux  courbes,  on  a 

'^'    I    y"  -,        ^'*    I    y"  -, 

et,  par  soustraction,  en  négligeant  le  facteur  (X,  —  >t), 
_        x'* y^ 

Or,  cette  relation  exprime  que  les  tangentes 

sont  rectangulaires. 

Donc,  par  chaque  point  du  plan  passent  deux  courbes  du  système,  «m 
ellipae  et  une  hyperbole  qui  se  coupent  orthogonaitment. 

999,  Les  propriétés  des  foyers  permettent  de  décrire  l'byperbole  au 
moyen  des  axes.  Soient  AA',  BB'  les  axes  donnés  (fig.  73).  On  décrit  du 
point  0  comme  centre  une  circonférence  avec  un  rayon  égal  à  a"  +  6* 
pour  déterminer  les  foyers  F  et  F';  on  trace  ensuite  de  ces  points  comme 
centres  deux  circonférences  avec  des  rayons  tels  que  leur  diflërence  soit 
^le  k  2a  i  en  vertu  du  N»  220,  les  points  d'intersection  des  circoa- 
férences  appartJwnent  à  l'hyperbole. 
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Pour  tntcr  l'hyperbole  d'un  mouvement  continu,  on  fixe  {fig.  7S)  au 
foyer  F'  une  règle  F'M  qui  puisse  tourner  autour  de  ce  point.  On  attache 
ensuite  les  extrëmitës  d'un  fil,  d'une  part  au  foyer  F,  et  de  l'autre  à 
l'extrémité  H  de  la  régie,  la  longueur  du  fil  étant  telle  que  F'H  —  FM 
soit  égale  i  m.  La  pointe  d'un  crayon,  qui  glisse  le  long  de  la  régie 
pendant  le  mouvement  de  rotation  autour  du  point  F',  décrit  une  porUon 
de  l'hyperbole;  car,  par  ce  procédé,  les  rayons  vecteurs  diminuent  de 
la  même  quantité  et  leur  difTércncc  est  toujours  égale  â  l'Hxe  transversc. 

TANfiBKTB    ET    NORMALE. 

SSS.  Si  on  applique  l'équation  générale  de  la  tangente  (N"  1 61  )  lorsque 
f(af,y)^-j  —  ^ — I,  on  obtient,  pour  l'cqualion  de  la  tnngcnle  au 
point  (x*,  y*)  de  l'hyperbole  rapportée  h  ses  axes, 

y-y  =^(^— 'ï); 

en  maltipliant  et  faisant  usage  de  la  relation— — ^^  i,  elle  prend 
la  forme 
(7) 


"    m 


L'cqualion  de  la  normale  HNà  la 
courbe  au  même  point  sera 


Si  on  pose y^o  dans  les  équa- 
tions précëdenles,  on  trouve  t,., ,». 

Enfin,  on  a  aussi  pour  la  sous-tangente  et  la  sous-normale 

S,  =  —  PT  =  —  (On -  OT) ''Z"  • 

S.- 
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%9â.  Mener  une  tangente  à  l'hyperbole  par  un  point  extériew  (x',  g"). 
Ponr  trouver  le  point  de  contact  (x",  y")  d'une  tangente  issue  da  point 
donné,  il  faut  riSsondre  les  équations 

^V^_y'jr  a;"i      y"»  ^ 

o»         '6*  ^   *      a*        b*         ' 

par  rapport  à  x"  et  ii  y"  ;  il  est  facile  de  vérifier  que  les  racines  sont  réelles 
ou  imaginaires  suivant  que  le  point  est  à  l'extérieur  ou  h  l'inténear  de  la 
courbe;  elles  sont  égales  lorsque  le  poini  appartient  h  l'hyperbole. 

D'après  l'équation  générale  (N*  163),  les  tangentes  menées  par  le  point 
{x',y')  à  l'hyperbole  rapportée  aux  axes  sont  représentées  par 


9SS.  Dan*  fkyperbok,  la  tangente  et  la  normale  aonl  lei  bûsedrict* 
des  angles  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact. 

Menons  les  rayons  vecteurs  du  point  H  (fig.  73)  ;  la  droite  HT  est  bi»- 
sectrice  de  l'angle  FMF',  si  on  a  la  proportion 
TT       MF 

tf'""mp' 

Or,  en  vertu  des  équations  (4),  il  vient 
ex' 

MF        g  ex'  —  a* 

MF'      ex'  eat'  +  a'* 

v+" 

d'un  autre  càté,  on  a  aussi 

TF'      '~x'      ex"  — a* 

X 

par  conséquent,  la  proportion  indiquée  existe  et  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l'angle  en  H  du  triangle  FMF'.  La  normale  est  bissectrice  de 
l'angle  FMR,  car  les  angles  NMF  et  NHR  ont  pour  compléments  des 
angles  égaux. 
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4M.  Le  lieu  dfs  projeeliom  d'un  fot/er  sur  tes  tangentes  à  l'hyperbole 
tU  la  circonférence  décrite  snr  l'axe  transverse  comme  diamètre. 

En  effet,  prenons  {fig.  73)  MH  :=  MF;  dans  le  triangle  isocèle  HHF,  la 

tangente  MT  est  perpeo  dieu  taire  à  HF  et  passe  par  le  milieu  de  cette 

ligne.  Le  point  I  est  la  projection  du  Toyer  sur  la  tangente;  mais  on  a, 

F'H      MF'  —  MF 
dans  le  triangle  FHF',  01^  —  = ^a.  Comme  la  tangente 

HT  est  quelconque,  il  en  résulte  que  le  lieu  du  point  I  sera  la  cireonfc- 
rence  décrite  du  centre  avec  un  rayon  égal  à  a. 

497.  Construction  de  la  tanjrenfe  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'il 
s'agisse  de  trouver  la  direction  de  la  tangente  en  un  point  H  (fig.  73)  de 
l'hyperbole.  On  mène  d'abord  les  rayons  vecteurs  du  point  donné;  on 
prend  ensuite  sur  F'H  une  longueur  MH  =  MF,  et  on  abaisse  du  point 
H  une  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  les  points  F  et  H;  ce  sera 
la  tangente  demandée,  car  elle  divise  l'angle  en  M  en  deux  parties  égales. 

Si  la  tangente  à  l'hyperbole  doit  être  menée  par  un  point  extérieur  S, 
il  faut  décrire  de  ce  point  comme  centre  une  circonférence  avec  un 
rayon  SF;  une  deuxième  circonférence  ayant  pour  centre  le  foyer  F'  et 
pour  rayon  ta  rencontrera  la  première  en  deux  points  H  et  H';  on  joint 
ces  points  au  foyer  F  :  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  S  sur  les 
droites  FH  et  FH'  seront  les  tangentes  demandées.  Les  points  de  contact 
se  trouvent  sur  les  droites  F'H  et  F'H'. 

Exeroloea. 
Ex.-  >.  Chereber  l'expreitîoD  de  la  pcrp«ndicul«irc  abaissée  du  ceutre  sur  la  Eaugente 
à  rbyp«rbol«. 


Si  DU  désigne  par  a  l'angle  de  la  norioale  avec  l'axe  trsusvcr&c,  ou  obtient,  par  la 
comparaison  des  équalious 

-; —-— l  =  o,     el    xcosa  +  ysina  —  P  =  o, 

cosE      ie'  sJD  a  y' 
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On  en  AiAwX  ude  seconde  expressioD  de  U  perpeDdkuUirc 

P'  =  a'«M'  =  — ft**in'n. 
Ex.  a.  Le  produit  des  perpendicultires  abaissées  des  royers  sur  li  tangenle  à  l'hyper- 
bole est  CDnsUDl  et  égil  à  —  6*. 
Soientpetp'eesperpendiculiires,  oDt 


v^^ 


p.p'=P'  — ^cos'a  =  — *". 

El.  s.  Lieu  du  poini  d'intersection  de  I»  perpendiculaire  abaissée  du  fojer  sur  l> 
taageDt«  avec  le  rayon  qui  joint  le  centre  au  point  de  eontact. 

R.  La  directrice. 

Ex.  4.  Lieu  du  point  d'intersection  de  I*  perpeadicnlure  (baissée  du  centre  sur  h 
tangente  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

R.  Un  cercle. 


SS8.  Soit  m  le  coefficient  angulaire  d'une  corde  MH';  le  diamètre 
correspondant,  pour  l'byperbole  rapportée  aux  axes,  est  représenté  par 
l'équation 

X  y  b* 

—  —  m^  =  o,  ouv=  -;—  x. 
o*  6'  '      0*1» 

En  désignant  par  m' le  coefficient  anga- 
laircdu  diamètre,  on  a  la  relation 


Menons  par  le  centre  In  droite  EE'  parallèle  à  MM';  ce  sera  le  diamètre 
conjugué  du  premier,  et  la  relation  précédente  exprime  que,  dans  l'hyper- 
bole, le  produit  des  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués 
est  constant  et  positif  :  il  en  résulte  que  ces  diamètres  sont  toujours 
d'un  même  côté  de  l'axe  imaginaire.  Lorsque  m'  augmente  depuis  xéro 
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jusqu'à  In  valeur-)    la  quantiuStn  diminue  en  restant  plus  grande  que  -  ; 

Tinglc  DOE  des  diamètres  devient  de  plus  en  plus  petit.  Enfin,  quand 

m'=-  ,   on  a  aussi  m  =- et,  i  eette  limite,  les  diamètres  seconfoodent 
a  a 

sur  la  direction  de  l'asymptote. 

On  peut  vérifier  facilement  que  deux  diamètres  conjugués  quelconques 

forment  avec  les  asymptotes  un  faisceau  harmonique. 

Soient  maintenant  [x',  y'),  {x",  y")  les  points  oii  les  diamètres  con- 
jugués rencontrent  l'hyperbole;  l'équation  du  diamètre  EE'  peut  s'écrire 

X       V    V'  3;x'      vv' 

-;  — f--^=0,       ou       —l'—rr=0: 

a*      b*   x'  a*        h* 

mais,  comme  il  doit  renfermer  le  point  x",  y",  on  a  la  relation 


^'y' 


x'x" 

J'y" 

On  e 

D  déduit 

x" 
a 
a 

t 

y' 

V'^ 

6' 

v^ 

6' 

y" 

M,  p>r 

suite. 

r"  = 

«s' 

y"  = 

a6/= 


Il  y  a  donc  toujours  un  des  deus  diamètres  qui  ne  rencontre  pas  la 
courbe.   Prenons  sur  le  diamètre  EE'  une  longueur  OE,  telle  que  les 

coordonnées  de  l'extrémité  E  soient^  i    — :  on  regarde  OE  comme 

étant  la  longueur  du  demi-diamètre  imaginaire. 

999.  La  d^érenee  des  carrés  de  deux  diamétrei  conjugués  est  constante 
et  égaU  d  la  différence  des  carrés  des  axes. 
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Posons  a'=0D,6'^0B;  il  vient,  en  vertu  du  Dumëro  précédent, 

d'où 

«■■-"•=-(-^)-»-(-i:)=(«'-")(S-ç> 


9S0.  L'aire  du  parallélogramme  construit  nur  deux  diamitres  con- 
jugHés  est  égaie  au  rectangle  des  axes. 

En  ciïel,  OP  ëtnnt  In  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente 
en  D,  et  9  l'angle  des  diamètres  conjugués,  on  a 


sin  (p  =  - 


o6^o'6'  sinç; 
ee  qui  dërooDtre  la  proposition. 

tSI.  Hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjuguas.  Prenons,  pour 
axes  des  coordonnées,  les  deux  diamètres  DD'  et  EE';  l'équation  de 
l'byberbole  sera  de  la  forme 

Na:'  —  My«  =  H, 
car,  pour  cbaque  valeur  atlribuéc  i  l'une  des  variables  x  et  y,  on  doit 
trouver  pour  l'autre  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Posons 


=n/I'  -\/I- 


aa'  est  la  longueur  du  diamètre  qui  rencontre  la  courbe,  et  26'  est  celle 
du  diamètre  imaginaire.  Cette  équation  est  de  la  même  forme  que  l'ëqna- 
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lion  de  l'hyperbole  rapportée  aux  aies;  il  en  sera  de  même  pour  les 
équations  de  la  langente,  de  la  normale,  du  diamètre  avec  ces  nouveaux 
axes;  m  et  m'  étant  les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conju- 
gués, on  aura  aussi  la  relation  mm'  =^  —^ ,    etc. 


9S9.   Corda  supplémentaires.   On    peut   satisfaire  il   l'équation   de 
l'hyperbole 

a"      6  ' 


en  posant 


>(^->  14(^0^ 


équations  qui  représentent  deux  droites  issues  des  extrémités  du  dia- 
mètre 2a',  et  qui  se  coupent  sur  la  courbe, c'est-à-dire  deux  cordes  supplc- 
meataires.  Soient  [i  et  fi.'  leurs  coefScients  angulaires,  on  a 
,       6" 

Ainsi,  les  diamètres  parallèles  k  deux  cordes  supplémentaires  sont 
conjugués. 

L'aagle  de  deux  cordes  supplémentaires  est  égal  à  celui  de  deux  dia- 
mètres  conjugués,  et  peut  prendre  une  valeur  quelconque  entre  zéro  et  un 
angle  droit.  En  effet,  considérons,  pour  plus  de  facilité,  deux  cordes  sup- 
plémentaires menées  par  les  extrémités  de  l'nxc  transverse;  elles  sont 
représentées  par  les  équations 


!-a->  !HG-)^ 


en  désignant  par  f  l'angle  de  ces  droites,  on  trouvera 


tang  w  = 


Lorsque  y  augmente  depuis  o  jusqu'Ji  oo ,  l'angle  (p  diminue  depuis  90° 
jusqu'il  o.  Il  en  résulte  qu'étant  donné  un  angle  aigu  quelconque,  il  est 
toujours  possible,  par  la  construction  indiquée  pour  l'ellipse,  de  trouver 
deux  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  l'angle  donné. 
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SSS.  Deux  diamélreê  coi^uguét  déterminent,  êw  une  tangtnU  fixté 
f hyperbole,  deux  segments  dont  le  produit  est  eoTtstant  et  égat  au  earri 
du  demi-4iamélre  paraltèle  â  la  tangente. 

On  le  démontrerait  de  la  même  manière  que  pour  l'ellipse  N*  315, 
ea  changeant  dans  la  suite  des  équations  6"  en  —  b'*.  La  conslrucUoD 
indiquée  pour  déterminer  la  direction  des  axes  de  l'ellipse  s'applique 
également  à  l'hyperbole. 

ASYMPTOTES. 

9S4.  Nous  avons  vu  (N"  217)  que  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  > 
pour  asymptotes  les  droites  représentées  par  les  équations 


ce  sont  les  diagonales  du  rectangle  des  axes. 
De  même,  si  la  courhe  a  pour  équation 

o"        tl" 
où  a'  et  6'  sont  deux  demi- dis  m  êtres  conjugués,  les  asymptotes  seront  . 
aussi  les  diagonales  du  parallélogramme  eonstruit  sur  2a',  36'  et  dont  la 
équations  sont 

6'  6' 

En  effet  désignons  par  Y  l'ordonnée  de  la  première  droite  pour  U 
distinguer  de  l'ordonnée  de  la  courbe;  on  trouve  Tacilement 
h-         b'   r-. 7.  a'6' 


Y-y  = 


"'  x  +  j/x*  — a'» 

Or,  si  X  augmente  indéfiniment,  U  différence  ¥  — y  diminue  de  plus 
en  plus,  et  elle  s'évanouit  lorsque  x  est  inlini  :  donc  la  droite  est  asymplob 
b  la  courbe.  On  verrait  semblablement  que  la  seconde  droite  jouit  de  U 
même  propriëti-. 

41s.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  Vasymptole  est  égek 
à  b;  la  distance  comptée  parallélemenl  à  l'asymptote  ^un  point  de  ia 
courbe  à  ta  directrice  est  égale  au  rm/on  vwletir  de  ce  point. 
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Soit  DL  la  directrice  correspondante  au  Toyer  F  d'une  branche  d'hyper- 
bole. La  perpendiculaire  abaissée  du  point  (c,  o) 
sur  la  droite 


a  pour  expression 


|/«'  +  6' 
Soit  H  un  point  de  la  courbe;  menons,  par  nt.  7j, 

ce  point,  une  parallèle  h  l'asymptote;  la  droite  HR  étant  perpendiculaire 
à  la  directrice,  on  a 

MF      ^^ 
MR~  o' 
mais  HR  ^  HP  cos  d,  6  étant  l'angle  de  l'asymptote  avec  l'axe  2a;  on  a 
donc 


MF  =  HP. 

Cette  dernière  propriété  perœetde  décrire  l'hyperbole  d'un  mouvement 
continu.  On  prend  une  règle  telle  que  BPK  dont  la  partie  BP  est  couchée 
sur  DL  et  la  partie  PK  parallèle  à  l'asymptote;  on  attache  au  point  K  et 
au  foyer  F  les  extrémités  d'un  fil  d'une  longueur  égale  à  RP;  en  Taisant 
gUsser  la  pointe  d'un  crayon  le  long  de  la  règle,  tandis  que  celle-ci  glisse 
sur  la  directrice,  on  décrira  une  partie  d'hyperbole  :  car,  dans  une 
position  quelconque  H  du  crayon,  on  a  toujours  MF  =  MP. 

916.  Les  partien  ifune  sécante  comprise  entre  l'hyperbole  et  les  asymp- 
lofM  gonl  égales. 

Menons  une  sécante  quelconque  MM'  {(ig.  76),  et  rapportons  la  courbe 
à  deux  diamètres  conjugués  dont  l'un  OD  passe  par  le  milieu  de  HH'. 
L'hyperbole  aura  une  équation  de  la  forme 
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Mais,  d'après  les  équations  des  asymptotes,  on  peut  écrire 
6' 


IN  = 


IN'  = 


-  (a:  —  |/x*  —  a"), 


de  sorte  qu'abstraction  faite  du  signe,  IN^  IN'. 
Si  on  retranche  de  part  et  d'autre  les  longueurs 
égales  IM,  IH',  il  vient 

MN  =  M'N'. 
En  supposant  que  la  sécante  devienne  tan- 
gente b  la  courbe,  on  a  cette  propriété  :  que  te 
point  de  contact  divise  en  deuxpartici  égales  la 
portion  de  la  tangente  comprise  entre  les  asymptoteê. 

tSï .  Le  rectangle  des  segments  d'une  sécante  compris  entre  un  point  Jt 
la  courbe  et  les  asymptotes  est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-diamUn 
parallèle  à  la  sécante. 

En  effet,  on  a,  d'après  la  figure, 

MM  =  IN  — IM=-a:  — - 

a'        o' 

et  IN'  étant  égal  à  IN,  on  a  aussi 

MN'  =  lN  +  MI  =  4a:+-! 
'  o'      '  a' 

D'oii  on  tire,  par  la  multiplication, 

MN  -  MN'  =  6'*  ; 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

tSS.  Ces  différentes  propriétés  permettent  de  construire  l'byperbcie 
lorsqu'on  connaît  les  asymptotes  et  un  point  de  la  courbe.  On  tire,  ptf 
le  point  H  donné,  une  sécante  quelconque  qui  rencootre  les  asymptotes 
en  NctN';  on  prend  N'M'  =  NH;  le  point  M'  appartient  à  l'hyperbole. 
Cette  coDstruclion  répétée  sur  différentes  sécantes  menées  par  le  poiol  K 
donnera  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  la  courbe. 

Les  mêmes  données  suffisent  pour  déterminer  les  langueurs  de  deux 
diamètres  conjugués,  lorsqu'on  coonait  la  direction  de  l'un  de  ces  dîi- 
mètres.  Soit  SE'  la  direction  d'un  diamètre  ;  menons  par  le  point  M  ooc 
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sécante  parallèle  A  EE';  la  longueur  du  demi-diamâtre  OE  sera  la  moyeDoe  - 
proportionnelle  entre  MI?  et  MN'.  Ce  diamètre  étant  ainsi  dëterminë, 
on  lire  par  le  poiat  E  une  partillèle  EF  au  second  diamètre  qui  est  connu 
en  direction,  puisqu'il  doit  passer  par  le  milieu  de  NN'>  la  droite  menée 
par  le  point  F,  parallèlement  k  OE  déterminera  la  longueur  OD  du 
second  diamètre. 

.  Enfin,  connaissant  deux  diamètres  conjugués,  on  peut  déterminer  les 
axes;  car  on  sait  que  les  asymptotes  sont  les  diagonales  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  diamètres  ;  de  plus,  on  a  un  point  de  la  courbe. 
Les  axes  sont  dirigés  suivant  les  bissectrices  des  angles  des  asymptotes  et 
leurs  longueurs  s'oblieaoent  par  le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer. 

939,  Trouver  féqtuaion  de  l'hyperbole  rapportée  à  tes  asymptotes. 

Comme  l'origine  des  axes  est  au  centre  de  l'byperbole,  l'équation  de 
eette  courbe  est  de  la  forme 

Ay»  4-  2Biy  +  Ci»  =  H. 

L'axe  des  x  toucbe  la  courbe  à  l'infini  ;  il  en  résulte  que  pour  y  =  o, 
l'équation  doit  donner  pour  x  une  valeur  infinie,  et,  par  suite,  le  coefficient 
C  doit  être  nul.  D  en  sera  de  même  du  coefficient  A,  puisque  l'axe  des  y 
est  tangent  i  la  courbe  à  l'infini. L'équation  de  l'hyperbole, pour  ce  systèine 
d'axes,  se  réduit  à 

ïBxy  =  H,    ou     3^  =  ^  ■ 

Le  second  membre  est  nécessairement  positif;  car  les  coordonnées 
sont  toujours  de  même  signe.  Posons  k*  =  —  ;  l'équation  de  l'hyperbole 
rapportée  à  ses  asymptotes  prendra  la  forme 
xy  =  k\ 

La  quantité  k*  s'exprime  facilement  en  fonction  des  axes  de  la  courbe. 
Considérons  {fig.  76)  le  sommet  A  de  l'byperbole  situé  sur  la  bissectrice 
des  asymptotes;  pour  ce  point,  on  ay  =  x=' AP.  Hais,  si  on  élève  en  A 
une  perpendiculaire  h  OA,  et  si  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 
en  B  avec  l'asymptote  ON,  on  a  évidemment 
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Ainsi  il  Tient,  pour  les  eoordonnées  du  sommet, 

!/-'--! 

En  substituant  dans  l'équation,  on  trouve 

*._îl±ï. 

4 

ThAorèmM  et  «xoroloea  anr  l'hyperbole. 

Bt.  1.  TrouTcrlVquttioBije  I*  tuigenteàrhyperboleiiy=iH. 
Cette  équiliou  peut  se  mettre  son»  !■  forme 


Ex.  s.  De*  pirallilet  meDéag  d'un  point  de  l'hyperbole  eux  *ajmptot«a  forment 
avec  eu  droitei  un  ptrdlélc^rtuime  dont  l'iire  Mt  consUuie. 

La'coarbe  ëlant  rapporlée  tui  isymptoles,  l'aire  de  ce  ptraltélog 
cipreuion  ay  liu  28,  a6  ctanl  l'angle  det  asymplotet  ;  mais 

»y  sin29=:i*  sinaS,     et    sin2i)^=2sin[ICMe:=-j 


Ex.  a.  Lieu  des  poiou  de  contact  de«  (angentes  menées  d'un  point  fixe  aui  hyper- 
boles ayant  pour  tsymptetes  deux  droites  fixes. 

La  tangente  au  point  (»',  y")  de  l'hyperbole  cy  ^  A*  a  pour  équation 

«        y 
2»'      oy 
Soient  p,  f  les  coordonnées  du  point  fixe  j  l'équilioa  du  lieu  aéra 
— +  — =  1 
ou  bien,  en  niultiplianl  et  supprimant  les  accents, 

aaïf  —  py  —  g»  =  o. 
Cest  l'équation  d'une  hyperbole. 

Ex.  4,  Le  rectangle  construit  sur  la  normale  «t  la  pe^endiciilure  al>aisié«  du  eeiure 
■ur  la  tangente  est  constant  et  égal  k  6*. 
Hteie  démonitntion  que  (mut  l'ellipia. 
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Ex.  S.  Lt  diffirence  des  Miréa  de*  projections  de  deux  d 


Ea8Bel(>',ir'),  (a",  ^')éUnt  lea  extrrimiUs  de  efi  diimètres,  on  ■ 
,'•-»"■  =  ,. -?^'  =  »"_K.  _<.•(  =  «• 

y'*_y"»=:j" j-=-(j||"— o*)— -jir"=~6'. 

Ex.  •.  TrodTer  li  eoDdilioD  poar  qve  l'éqnition 

Ay»  +  îBiy  -*-  Ci'  -I-  flDy  -t-  aEœ  +  F  =  o 
représente  ane  hyperbole  ëquititère. 

Le»  uyiiiploles  de  l'hyperbole  représaotée  par  l'équtlioD  sont  panlliles  lai  droîtei 
à$'-|-2Bxy-i-Ca*='0.  Si  on  exprime  que  ces  dernières  sont  perpendicnltires,  od 
trouTe  ponr  la  condition  demandée  A  4-  C  =:o  avec  des  axes  rectangulaires,  cl  A  +  C 
=:  sB  cos  e  pour  des  axes  obliques. 

Ex.  9.  Le  point  de  «oDcoura  des  haaleurt  d'no  triangle  inscrit  1  l'byperbole  éqai- 
litËre  est  sur  cette  courbe. 

Soit  AA'B  le  triangle  iuscril;  abaissons  du  sommet  B  une  perpendiculaire  sur  AA', 
preDont  cette  droite  pour  axe  des  y  et  AA'  pour  axe  des  e.  L'ëquation 

ao'if"  -»-  aJiy  +  6*'x*  —  aa'  {b  +  b')  y  —  ii'  (o  -«-  a*)  «  +  aa'bb'  =  o 
représente  une  conique  qui  passe  par  les  sommets  du  triangle  en  supposant  que  a  et  a* 
soient  lei  abcisses  des  pointa  A  et  A',  et  b  l'ordonnée  du  point  B.  La  quantité  A'  est 
l'ordonnée  du  second  point  d'interseelion  de  la  courbe  arec  l'aie  des  y.   Hais,  pour 

rhyperbole  équilatire,  oa' ^ — bb'^i'oùb'  ^ t-- Il  es!  facile  devériGerque  le 


point  (  o, 1~  )  ^*  précisément  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  AA'B. 

Ex.  •.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  passeDi  par  (rois  pointe  donnés. 

C'est  on  cercle  qui  a  pour  équation 

a*{»»-i-s')  -(6*  — «a')y-6Cn  +  o')it^o, 
où  o,  d'  et  A  ont  la  même  aignification  que  dans  l'exemple  précédent. 

tx,  9.  Le  cercle  drcontcrit  ï  un  triangle  conjugué  k  l'hyperbole  équilatère  passe 
par  le  centre  de  la  courbe 

Soient  Pi, P|,  Pg,  les  sommets  du  triangle;  prenons  P|P,  pour  aie  des  x  et  P,Pi 
ponr  axe  des  y.  Si  ou  exprime  que  la  polaire  du  point  Ps  cuîncide  avec  l'aie  des  x, 
et  celle  du  point  Pf  avec  l'axe  des  y,  on  trouve  pour  les  coordonnées  des  points  P|  et  Pi, 

I— —  ,0  1,    lo,—  —  l-Lo  cercle  qui  passe  par  les  sommets  du  triangle  ««ra  pour 
éifMtàan 

»K  +  ï»-i-a<»ycos8)-t-D»  +  Ey  =  Oi 
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on  buD,  ta  rcmplaçaDi  cm  6  par  — —  , 

B  («>  -f  V*)  -1-  «y  (A  -I-  C)  +  D«  -(-  Ey  =  o. 
Celte  éqattion  peut  s'^rire 

»  (B* -•- Ay -•- D)  +  y  (By -»- Cb  +  E)  =  o, 

M  on  lût  que  les  coordonnées  da  centre  annulent  les  polynâroet  des  ptrenUièses. 

Ex.  a*.  Le  cercle  circonscrit  su  trisDgIe  formé  ptr  les  diagonales  d'un  qnadrililbc 
inscrit  t  l'hyperbole  ëquilatère  passe  par  le  centre  de  la  courba. 

Ce  triangle  est  conjugué  h  l'hjperbole,  et,  en  vertu  de  l'exemple  précédeDt>  le  cerde 
circonscrit  renferme  le  centre. 

Ex.  It.  Lien  des  points  tels  que  la  différonce  des  carrés  de  leurs  distances  1  deu 
droites  fixes  est  constante  et  égale  i  m*.  Avec  les  droites  fixes  pour  axes,  on  (roan 
rbjperbole  ëquilatère 

«•-y'  =  -?î^  . 
sid'B 

Ex.  <■•  Lieu  des  centres  de*  cercles  tangents  extérieurement  i  deux  cercle* donnés. 
Snent  Ci,  Ci,  r,,  ri  les  centres  et  les  rayons  de  deux  cercles  Gies  ;  C  et  ■*  le  centre 
et  le  rayon  du  cerele  qui  touche  extérieurement  les  deux  antres.  On  a 


CC-CC  =  r.-, 
Le  lien  de*  centres  C  est  une  byperbole  qui  a  pour  foyen  C,  Ci  et  pour  axe  tran»- 

Bx.  is.  Lieu  des  somniets  d'un  triangle,  connaissant  la  base  sa  et  la  diflereoce 
ce'  —  Et  des  angles  k  la  bue. 
Si  on  place  l'origine  au  milieu  de  la  base,  on  trouTcra,  avee  de*  axes  r«etangiilains, 
«•  —  y"  ^.  aey  tôt  («'  —  a)  =  <^. 

Ex.  14.  Lieu  des  sommets  du  même  triangle,  quand  l'un  des  angles  à  la  base  cfl 
.donblede  l'antre. 


Ex.  a».  Étant  données  deux  droites  OX,  OY,  on  mène  nue  sécante  qui  le*  renconUt 
en  B  et  Cj  irourer  le  lien  des  centres  de  gravité  dn  triangle  BCO  dont  la  surface  reste 
constante  et  égale  l  m* . 


Or,  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  médiane  du  eôlé  6C,  el  ses  coordooDécs  sont  : 
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X  =-  OB,      y  =  '  OC.   Eu  saUliluant  à  OB  et  OC  leun  Ttleart   Jz,  3^,  tVqdab'on 
prëcëdcDte  devient 


«lie  représente  ddc  hyperbole  »jml  pour  isymploles  les  droites  données. 

£x.  «•.  Partager  un  triangle  ABC  par  nne  séeaDte  DE,  de  manière  que  les  deux 
parties  dn  triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné,  et  qu'elles  aient  leun 
centres  de  graiîtë  sur  une  mime  perpendievlaire  h  la  sécante. 

£1.  1*.  On  donne  deux  droites  et  un.ppjnt  ^ipsj  par  le  point  Gie  F,  on  mène  une 
sécante  quelconque  qui  rencontre  les  droites  aux  points  C  et  D;  trouver  le  lieu  d'un 
point  H  de  la  sécante  qui  divise  CO  dans  un  rappoM  donné. 

El.  <•.  Avec  les  données  de  l'eiemple  précédeul,  trouver  le  lieu  d'un  point  N  de  la 
sécante  qui  la  divise  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Ex.  ••.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  tangents  à  un  cercle 
donné  et  passant  par  un  point  fiieî 

Ex.  »•.  Si  l'ex^mité  D  d'an  diamètre  décrit  l'hyperbole,  quel  sera  le  lieu  décrit 
par  l'extrémité  E  du  conjugué  de  ce  diamètre? 

Ex.  Sfl.  Étant  données  la  base  et  la  différence  des  deux  autres  cotés  d'an  triangle, 
Iroaver,  sous  s»  forme  la  plus  simple,  l'équaiioo  du  lieu  du  sommet. 

Ex.  *s.  Dans  un  cercle,  on  mène  une  corde  quelconqne  |1H  pefBPfl4icMlttre  à  an 
diamètre  fixe  AB;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites  AH,  EN. 

Ex,  as.  Étant  données  les  hyperboles 

a^_l[|_  ^_?1 

«■       M         '  o*       *• 

Iroaver  le  lieu  du  pôle  d'une  tangente  quelconque  de  l'une  par  rapport  i  l'autre. 

Ex.  a4.  Trouver  le  lien  du  point  d'intersection  des  normales  i  l'hyperbole  menées 
aux  extrémités  d'une  corde  focale. 

Ex.  Ift.  Etant  données  deux  droites  Bies,  on  mène  des  sécantes  parallèles  telles 
que  AB  qui  les  rencontre  en  A  et  Bj  on  prend,  sur  chacune  d'elles,  un  point  H  tel 
que  AH  •  HB  =  l*.  Trouver  le  lieu  du  point  H. 

Ex.  ••,  Trouver  le  lien  des  intersections  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
d'une  hyperbole  sur  deux  diamètres  conjugués. 

Ex.  •«.  On  mène  nne  série  de  cercles  qui  passent  par  deux  points  fixes,  et,  dans 
cbicun  d'eux,  un  diamètre  parallèle  è  une  direction  donnée;  trouver  le  lieu  des  extré- 
mités de  ces  diamètres. 

Ex.  >•.  Étant  donnés  un  point  et  une  droite  fixes,  on  fait  tourner  uo  angle  de  gran- 
deur constante  autour  du  point  fixe;  trouver  le  lieu  dn  centre  dn  cercle  circonscrit  au 
triangle  variable  formé  pu  les  cotés  de  l'angle  et  la  droite  donnée. 

Ex.  sa.  Etant  donnée  une  ellipse,  on  mène  deux  diamètres  conjugués  quelconques  j 
trouver  le  lien  de  l'intersection  de  l'un  de  ces  diamètres  avec  une  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  fixe  sur  l'autre. 

Consulter  ensuite  le  cuir,  IX  oij  se  tf  ouvent  de  nombreux  e: 
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%    3.    DE    LA    PARABOLE. 

94*.  La  parabole  rapportée  k  son  axe  et  à  la  tatif^ente  au  sominet  est 

reprësentée  par  l'équation 

(')  y^=2px, 

dans  laquelle  la  quantité  2p  est  le  paramétre  de  la  courbe. 

Lorsque  ap  est  positif,  l'ordonnée  y  donnée  par  l'équation  (i)  est  réelli 

et  augmente  indéfiniment,  ti 

l'abeisse  x  varie  d'une  manière 

continue  depuis  o  jusqu'à  co  ; 

d'ailleurs,  elle  est  imaginaire 

pour    toute   valeur    négative 

de  X  :   la   courbe   passe  par 

l'origine  et  s'éloigne  à  l'ioSni 

dans  le  sens  des  x  positirs. 

Quand  le  paramètre  3j>  est 

nêgatir,   l'ordonnée  y   de   li 

*'<■  "■  parabole  est  seulement  réelle 

pour  les  valeurs  négatives  de  x  comprises  entre  o  et  —  oo  :  la  courbe 

s'étend  alors  du  câté  des  x  négatifs. 

Afin  de  mieux  définir  la  forme  de  la  parabole,  nous  allons  voir  qu'on 

peut  considérer  cette  courbe  comme  étant  la  limite  vers  laquelle  tend  noe 

ellipse  dont  le  grand  aie  croit  indéfiniment.  Soient  2a  et  z6  les  aies 

d'une  ellipse,  et  F  le  foyer  voisin  du  sommet  0  :  si  on  prend  ce  dernier 

pour  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires,  cette  ellipse  est  repré- 

sentée  par  l'équation 

.       26'          6»    , 
y*  =  —  X jx*. 

Nous  supposons  que  OP  reste  constant  lorsque  le  grand  aie  augmente. 
Posons  OF  =  2  ;  on  sait  que  OF  =  o  —  c,  et,  par  suite, 


Oo  en  tire 

o»      6*  ç»       6'      q      q* 

'        4       a       '      4a      a*      a      4a' 
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Si  on  fait  la  sabstilution  de  ces  TiJeors  dans  l'équation  Ac  l'ellipse,  on 
trooTe 


''=<H>-C^-^> 


Lorsque  a  devient  infini,  cette  équation  se  réduit  à 

aiasi,  à  la  limite,  l'ellipse  se  change  en  parabole. 

n  existe  donc  une  différence  sensible  entre  cette  dernière  courbe  et 
une  branche  d'hyperbole  ;  dans  celle-ci,  les  deux  parties  symétriques  sont 
divergeotes  et  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  l'axe;  dans  In  parabole,  au 
contraire,  elles  ont  une  tendance  à  se  rejoindre  à  l'infini  sur  l'axe  de  la 
courbe. 

El.  1.  Quelle  est  It  vtleur  de  l'ordannée  du  ptnol  de  It  ptrabole  qui  ge  trouve  sur 
libisteetrice  dei  *iei?  K,  ap. 
Ex.  S.  Cilculer  les  ctwrdonn^ei  du  sommet  de  la  parabole 

"4*  cas*  « 

Les  faiata  oii  It  courbe  rencontre  les  ues  sont  Torigiiie  et  le  point  (<V'a3AsiD2cc,o). 
Les  coordonna  du  sommet  sont  :  ir  =  Asinan, y^Asin'a.  Ijt  courbe  rspport^e 
à  son  MBmel  ■  pour  équation  «■^4Aca»'a -y  :  c'est  une  parabole  dont  l'ixe  est 
dirigé  laivaut  les  p. 

El.  S.  La  parabole  ji'=:3pm  peut  être  considérée  comme  le  lieu  du  point  d'inlef^ 
section  des  droites 

(OM)i,  =  ',    {MH)y  =  2pJ, 

Hontrer  qu'une  perpendiculaire  à  OM  élevée  en  0  rencontre  NR  sur  nne  droite  fixe 
perpendiculaire  i  l'axe  et  i  une  distance  —  ^  du  sommet. 

Ex.  4.  On  mine  dans  une  paraboie  deux  cordes  perpeadîcnlaires  AB,  A'B';  les 
distances  de  leara  milieux  k  l'axe  ont  pour  moyenne  géométrique  la  moitié  du  paramètre. 
Soient  (a',  y"],  (a",  y")  les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde  AB,  n  son  coeffi- 
cient angulaire,  el  I  l'ordonnée  du  milieu  de  celte  corde.  On  a 


On  trouverait  également  pour  la  corde  A'B',  m'i'  :=  p.  En  multipliant,  il  vient 
flim'Ji' =  p*  ou  —  Ji'^  t>*j  car  le*  cordes  étant  perpendiculaires,  on  a  mm' ^  —  i. 
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£x,  m.  Par  le  wmmct  d'anc  pirsbole,  on  mine  oiib  corde  queleonque  OH,  «t,  par 
le  point  H  Dne  perpendicDiaire  i  cette  corde;  li  distance  comprise  entre  le  pied  de 
l'ordonnée  àa  point  H  et  le  point  d'interaection  A  de  li  perpendicolure  iTee  l'aie 
est  ëgile  au  paramètre. 

Soient  (c',  y')  les  coordonnéet  du  point  H;  la  perpendicnliire  MA  t  pour  Ration 

v-y'— ^(•-»'). 

et,  siy  :=0, ona  :  «  —  te' ^^  ^^-^^2p, 

Ex.  •■  Trouver  l'expreuion  de  l'aire  d'un  triangle  inscrit  à  la  parabole. 
En  représentant  par  («',  y'),  {a",  y"),  (s'",  y'")  les  sommets  du  triangle,  on  Mit  que 
la  surface  a  pour  expression 

l  ly'  («"  -  *'")  +  y"  {"'"  -<!')  +  y'"  («'  -  e"l]  ; 

mais  y'*  =  Ipw',  y""  =  2px",  y'"'  =  ap*'"  ;   l'expression  précédente  peut  w  metbe 
sous  la  forme 

^[y'{y"*~s"")-*-s"(y""-y")+y"'Cy"-0]  =  ^C/-v")(ï"-y")(»"'-r). 

S4fl .  Foyer  et  directrice.  L'équation  de  la  parabole  y'  —  zpx  =  o  peut 
se  mettre  sous  la  rorme 


('-0'+»-(-0"- 


Par  conséquent  la  courbe  admet  un  foyer  réel  situé  sur  l'aie  à  une 
disUace  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre,  et  la  directrice  est 
représentée  par 

x+C  =  o'ou    x  =  — £■ 

2  3 

Le  rayon  vecteur  a  pour  expression 

MF_,+Ï. 
De  même  la  distance  du  point  H  A  la  directrice  DL  {/ig.  77)  est 
2 

par  suite 

MF 

mk""' 
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D'où  ce  théorème  ;  Dana  la  parabole  chaque  point  est  d  égale  distanet 
du  foyer  a  de  la  directrice. 

RempUçoDS,  dans  l'équalioD  de  la  courbe,  Jc  par  x  +  -  ;  il  viendra 

x*+y'  =  {x+pY 
ou 

y»  =  p«  +  3pa:. 
C'est  l'équation  au  foyer  de  la  parabole.  La  quantité  e  considérée  dans 
l'ellipse  et  l'byperbole  est  ici  égale  k  l'uDité. 

Enfin,  par  la  subsUtutioD  x  =  p  cos  u,  y  ^  p  sin  O),  on  trouve  pour 
l'équation  polaire 


p  = 

I  —  cos  w 

Au  lieu  de  compter  (fig.  77)  l'angle  a  h  partir  de  FX  en  allant  vers  OY, 

on  pourrait  mesurer  cet  angle  à  partir  de  la  direction  opposée  FO;  ce  qui 

revient  b  changer  le  signe  de  cos  u  ;  l'équation  serait  alors 

_P 


P='. 


+  COS  w 


94V.  Construire  une  parabole  connaiuant  le  paramèlrc  2p. 

L'équation  y*  =^  2px  exprime  que  l'ordonnée  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  le  paramétre  et  l'abcisse  ;  de  là  découle  une  première  construc- 
tion de  la  parabole.  On  porte  sur  une  droite  à  partir  d'un  point  0  une 
longueur  OQ  =  2p',  on  décrit  ensuite  des  circonférences  passant  par  le 
point  Q  et  dont  les  centres  se  trouvent 
sur  la  droite  OQ;  elles  déterminent,  sur 
une  perpendiculaire  élevée  en  0,  les  lon- 
gueurs ON,  ON'...,  moyennes  proportion- 
nelles entre  OQ  et  OP,  OQ  et  OP'....;  ce 
sont  les  longueurs  des  ordonnées  des 
points  de  la  parabole  qui  ont  pourabcisses 
OP,  OP'....  Il  suffit  d'élever  en  P,  P'....  t's  '"■ 

les  perpendiculaires  PM,  PM'....  égales  à  ON,  ON'....  pour  obtenir  les , 
points  correspondants  de  U  courbe, 

La  propriété  du  foyer  et  de  la  directrice  donne  une  construction  facile 

de  la  parabole.  On  prend  {fig.  79),  sur  une  droite,  OP  =~  OD  =  -,   et  on 
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élève  la  perpendiculaire  DL;  le  pitintP  sera  le  foyer,  DL  la  directrice, 
et  le  milieu  0  de  la  distance  FD  le  sommet  de  la  courbe  ;  on  mène  eosiiite, 
par  un  point  quelconque  P,  une  parallile 
h  DL;  la  circonférence  décrite  du  foyer 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  PD  ren- 
contre cette  droite  en  deux  poinl&  H  et  H' 
qui  appartiennent  à  la  parabole;  car  cei 
points  sont  également  distants  du  foyer  et  de 
la  directrice. 

On  peut  aussi    décrire  la  parabole  d'un 
mouvement  continu,  au  moyen  d'une  règle 
*"''  ^^-  ABG  à  angle  droit  et  dont  la  partie  AB  est 

couchée  sur  la  directrice.  On  fixe,  au  foyer  F  et  en  G,  les  extrémités  d'un 
fi]  d'une  longueur  égale  k  BG.  Le  crayon  qui  glisse  le  long  de  BG  en 
tenant  le  61  tendu,  tandis  que  la  règle  monte  ou  descend  sur  la  directrice, 
décrit  une  partie  de  la  parabole;  car  on  a  toujours  MF  =  MB. 

TANGENTS    ET    NORHALE. 

S4S.  La  tangente  en  un  point  U  (x',  y')  de  la  courbe  y*  —  tpx  =  o 
a  pour  équation 

,-y  _£(«-«'). 

ou  bien,  en  multipliant  et  en  remarquant  que  y''  ■=  zpx', 

yy'=p{x  +  x'). 
.  Pour  y  =  0,  on  trouve  x  =i  OT  =  —  x',  et,  par  suite,  PT  =  —  ai*  : 
la  sous-tangentt,  dans  la  parabole,  vaut  U 
double  de  l'iAcisie  du  point  de  contact.  On 
trouve  immédiatement  la  direction  de  ta 
tangente  au  point  H  d'une  parabole,  en 
portant  sur  l'axe  et  ii  gauche  du  sommet 
une  longueur  OT  égale  i   l'abcrssc  Aa 
point  donné;  enjoignant  MT,  on  a  la  tan- 
gente au  point  M. 
Lorsque  x',  y'  sont  les  coordonnées 
I  d'un  point  quelconque  du  plan,  l'éqoa- 
'"*'  ""■  tion  précédente  représente  la  polaire  de 

ce  point;  il  en  résulte  cette  propriété  :  qut  Ui  polaires  de  deux  point* 
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ijutlconques  H'  (x',  y').  H"  (x",  y")  déterminent,  êur  t'axe  de  ta  parabote, 
un  segment  égal  àx'  —  x",  c^est'à-dà-e  égal  à  ta  dislance  entre  tee  pied» 
dn  perpendiculaires  abaissées  de  cis  points  svr  eef  dxe.  Si  le  point  (x'  y*) 
apparlieol  h  l'axe,  y'  ^  o  et  In  polaire  correspond  a  d  te  est  x  ^  —  x', 

c'est-à-dire  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe;  quand  3!'=  —  ,  iis= — "  ; 
la  directrice  est  donc  la  polaire  du  foyer. 

Pour  trouver  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  issues 
d'un  point  extérieur  {x',  y'),  il  faut  combiner  l'équation  de  ta  polaire  de 
ce  point  avec  l'équation  de  la  courbe.  On  obtient  ainsi  pour  x  et  y  des 
valeurs  qui  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  le  point  est  en  dehors 
ou  à  l'intérieur  de  la  parabole. 

L'équation  de  la  normale  au  point  M  (x',  y')  aéra 

y-j'=-^(x-x'). 

Si  on  pose  y  ="  o,  on  aura,  pour  l'abcisse  ON  du  point  où  la  normale 
rencontre  l'axe,  x  =  i'  +;);  on  en  déduit  PN  ^p  :  dans  la  parabole^ 
la  tous-normale  est  constante  et  égale  à  fa  moitié  du  paramètre. 

La  distance  du  point  N  au  foyer  est  égale  au  rayon  vecteur  du  point  de 
contact;  car, 

NF  =  NP  +  PF  =  D-)-x'— ^  =  x'+^: 
le  foyer  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points  N,  T,  H. 


Rx.  a.  Quelle  est  l'inclintiion  de  II  Itngeole  1  reitremilé  de  l'ordonnée  qui  puse 
ptr  le  foyer  ?  H.  45°. 
£1.  •.  Trourer  tei  coordonnëei  du  point  de  coDCOun  des  Ungenlea  aui  poinU  (x",  g'), 

El.  s.  Chercher  la  condition  pour  qu'une  droite  y^mc  +  t  touche  II  pirabole 
ï'  =  2WB.     R,  6  =  —. 

El.  4.  Lt  perpendicut*ire  ihiiMée  du  foyer  Eur  li  tangente  est  la  niDjenne  géomë- 
Irique  entre  les  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  et  du  Bommet  de  la  courbe. 

Soit  P  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  11  tangente  en  H,  on  • 
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Ex.  •■  Lien  du  point  iTintcneclion  de  It  perpendienliire  ibaiu^e  do  fajtr  sur  U 
UDgente  avec  le  rajon  qui  joint  le  Mmaiet  «n  point  de  eontacl. 


Ex.  •■  Lien  du  pied  de  la  perpeadiculaii-e  tbaistée  du  loyer  sur  la  nornitle. 
La  perpendiculaire  abaiuëe  du  foyer  surli  normale  a  pour  longueur  -X/2r'{'2m' -t-p). 
Soit  u  l'angle  de  1*  perpendiculaire  avec  l'axe  de  1»  parabole;  ou  a 


l«,S»=Si 


En  prenant  le  foyer  pour  pjle,  et  en  désignant  par  p  la  perpendiculaire  abùMfe  sur 
U  normale,  on  peut  écrire 

r*quaIi<Hi  du  lieu,  en  coordannéei  polaires,  sera 

p.CO»M^ 

et,  en  coordoQDéef 


944.  La  tangenU  fait  de»  atiglei  égaux  avec  t'axe  et  le  rayon  reriewr 
du  point  de  contact. 

Daas  le  triangle  TUF  ifig.  80),  on  a 

TF=0T  +  0F  =  a;'+2=FM; 

d'oA  Insulte  VéfiMié  des  angles  FTH  et  THF. 

Corollaire.  La  normale  est  bisKctrice  de  l'angle  formé  par  U  rayon 
vecteur  et  une  parallèle  à  l'axe  passant  par  le  point  de  contact;  car  l'anfEle 
SMH  est  dgal  A  l'angle  MTX  ou  TMF,  et  les  angles  de  la  normale  arec  FM 
et  HH  sont  les  compléments  de  deux  angles  égaux. 

945.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tangentes  d  la  paraboU 
nt  la  tangente  au  sommet  de  cette  courbe. 

Soit  DL  la  directrice  (/îjf.  80);  prolongeons  UMjusqu'i  sa  rencootre 
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en  K  avec  cette  droite.  Le  triangle  FHK  est  isocèle  el  la  tangente  est 
perpendiculaire  au  milieu  I  de  la  base  PK.  Le  point  I  est  la  projection  do 
foyer  sur  la  tangente;  il  se  trouve  nécessairement  sur  la  tangente  OY 
qui  passe  par  le  milieu  de  FD,  et  qui  est  parallèle  k  la  directrice. 

<4C  Les  propriété!»  qui  prt^cèdent  permettent  de  construire  la  tangente 
à  la  parabole.  Si  on  donne  le  point  de  contact  H  (fig.  80)  sur  la  courbe, 
on  tire  par  ce  point  une  parallèle  ii  l'axe.  Suit  K  le  point  où  elle  ren- 
contre la  directrice;  si  on  joint  K  et  F,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  H  sur  FK  sera  la  tangente  h  la  courbe  au  point  M. 

Pour  trouver  les  tangentes  issues  d'un  point  cxtt'ricur  S,  on  décrit  de  ce 
point  comme  centre  avec  un  rayon  SF  une 
circonférence  qui  rencontrera  In  directrice 
en  deux  points  K  et  K';  les  tangentes  cher- 
chées seront  les  perpendiculaires  abaissées 
du  point  S  sur  les  droites  FK  et  FK.'. 

947.  L'angle  de  deux  tangentes  est 
égiU  à  la  moitié  de  l'angle  des  rayona 
vecteurs  de»  points  de  contact.  f>i.  si. 

En  effet,  soit  {fig.  81)  HT  et  M"T"  deux  tangentes;  puisque  chacune 
d'elles  est  également  inclinée  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  l'ase,  on  a 

MFX  =  2MTX,     M"FX  =  2M"T"X  ; 
en  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

MPM"  =  2  (BITX  —  M"T"X)  =  2TPT". 

Corollaire.  Les  tangentes  menées  d'un  point  de  la  directrice  à  la 
parabole  sont  perpendiculaires;  car  si  le  point  de  concours  P  des 
tangentes  est  sur  la  directrice,  la  corde  des  contacts  H"M  passe  par  le 
foyer  qui  est  le  pdlc  de  celte  droite;  les  rayons  vecteurs  FM  et  FM"  font 
entre  eux  un  angle  égal  à  180'  et,  par  suite,  les  tangentes  sont  perpen- 
diculaires. 

S4S.  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de  concours  de  deux  bm- 
gentes  est  bissectrice  des  rayons  vecteurs  des  pointx  de  contact. 

Nous  avons  vu  (N"  207)  que  cette  propriété  existe  dans  l'ellipse;  elle  ne 
cessera  pas  d'avoir  lieu  i  la  limite,  lorsque  le  grand  axe  de  cette  courbe 
devient  infini,  c'est-à-dire  lorsque  l'ellipse  se  change  en  une  parabole. 
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Corollaire  i .  L'angU  formé  par  Ua  rayons  wtleurt  des  pomU  it  m- 
contre  d'une  tangente  nariahU  avec  deux  tatigetiUi  fixes  ttt  égal  à  tan^ 
de  ces  tangentes. 

Suit  M'T'  (fig.  81)  une  tangente  variable  qui  rencontre  les  deux  lan- 
gentes  fixes  eu  Net  Q;  l'angle  NFQ  se  compose  de  deux  angles  dont  l'ua 

MPH'  est  égal  à  '  MPM',  et  l'autre  H'FQ  est  la  moitié  de  l'angle  H'FM"  ;  il 

en  résulte  que 

NFQ  =  i(MFM'  +  H'FM")  =  l  MFM"  ; 

or,  la  moitié  de  l'angle  HFM"  est  égal  h  l'angle  des  tangentes  fines;  donc 
la  proposition  est  démontrée. 

Corollaire  2.  Le  cercle  guipasse  par  les  sommets  d'un  Irianglf  dr- 
tonscrit  à  une  parabole  renferma  le  foyer  de  la  courbe;  car,  dans  le  qaa- 
drilatèrc  NPQF,  les  angles  opposés  en  P  et  en  F  sont  supplémentaires, 
et  le  cercle  qui  passe  par  les  sommets  N,  P,  Q,  passera  nccessairemcDl 
par  le  foyer. 

DIAMËTItES. 

S49.  L'équation  d'un  diamètre,  dans  la  parabole  y*  —  spx  =  o,  tsl 

de  la  forme 

p 
my  —  p  =0,     ou     J  ^  -  I 

m  étant  le  cocflicient  angulaire  des  cordes  correspondantes  :  tous  les 
diamètres  sont  donc  parallèles  à  l'axe  de  la  courbe. 

Soit  y'  l'ordonnée  du  point  li'intersection  du  diamètre  aver  la  parabole; 
on  a  la  relation 


c'est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  el,  par  conséqirent,  les  cordes 
qu'un  diamètre  divise  en  deux  parties  égales  sont  parallèles  h  la  tangente 
à  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

Nous  avons  vu  (W  H2)  que  la  parabole,  rapportée  à  deux  axes 
dont  l'un  est  un  diamètre  et  l'autre  la  Ungenle  à  l'cxtrëmilé  de  ce 
diamètre,  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme  y*=2/>'x;  ap*  est 
le  paramétre  de  la  courbe  pour  les  axes  nouveaux.  On  peut  exprimer  le 
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paramètre  sp'  ea  roncUoD  de  la  quantité  2p,  appelée  paramètre  principat. 
Soient  a  et  6  les  coonJonaëes  de  la  nouvelle  origine  0'  ;  ce  dernier  appar- 
tenant i  la  parabole,  on  a  la  relation  b*  ■=■  2pa.  Menons,  par  te  sommet, 
une  corde  paraDèle  à  la  tangente  (Vy;  elle  sera  divisée  au  point  P  par  le 
diamètre  en  deux  parties  égales.  Les  coordonnées  du  point  H  pour  les 
axes  O'x,  O'y  sont 

I  =  O'P  =  OT  =  OQ  =  a,    y  =  MP  =  PO  =  O'T  =  [/h*  ■+■  40*  ; 
en  substituant   ces   valeurs  dans   l'équation 
y'  =  2p'x,  on  trouve,  en  remplaçant  fc*  par 


d'où 


'-=.a  + 


=  2p'a  ; 
P 


c'esb-ii-dire   qve  le  quart  du  îiouveau  para- 
mètre e$t  égal  au  rayon  vecteur  de  l'origtJie,  *"'t-  ^■ 
Hais,  si  S  est  l'angle  des  axes,  d'après  l'équation  de  la  tangente,  on  a 

tang  6  =r  i  P"r  suite, 


M-l-p"         20 +  p 


P-.-f^e> 


et  l'équation  de  la  parabole  pour  les  nouveaux  axes  peut  s'écrire 

... ît . 


Rekihqoe.  L'équatiob  de  la  polaire  d'un  point  (x*,  y'),  relativement  i 
la  parabole  rapportée  ii  l'un  de  ses  diamètres  y'  :=  2p'x,  sera  de  la  forme 

yy'=p'(x  +  l')- 

Lorsque  le  point  se  trouve  sur  le  diamètre,  on  a  y'  ^  o,  et,  par  consé- 
quent, X  ^  —  x'  :  ainsi,  la  polaire  est  parallèle  d  la  tangente  à  l'exlrimité 
du  diamètre  qui  patte  par  le  pôle,  et  rencontre  ce  diamètre  d  la  même 
àittanee  du  point  de  contact  que  le  pôle. 
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Théorémei  «t  exeroloM  tor  Is  pai«boI». 
Ex.  fl.  Ptr  un  point  fiie  (n,  h)  on  mène  dea  tangentci  k  UDg  série 
même  ixe;  (roaver  le  lieu  de»  poiDU  de  conUct. 
Par  l'éliminatiun  du  paramctre  p  entre  les  équttioa* 

6y— /i(a-t-c)    et    y*  =  3p«, 
on  trouve 

ay  -f-  oy  —  2ba  :^  O. 

El.  •,  Par  un  point  Tixe  (a,  b),  on  mène  des  nomalei  aux  ptralwles  de  mèioK  aie; 
quel  eit  le  lieu  dea  points  où  ces  droites  rencontrent  normalement  la  courbe  ? 
Si  OD  élimine  p  entre  les  équations 

Pl*  — V')  =  -y'(n  — T*)    et    s'*  =  apK% 
U  vient,  pour  le  lieo  demandé, 

y'  +  2!c'  ~by  —  2av^o. 
Ex.  S.  Lieu  des  milieux  des  sécantes  1  la  parabole  passant  par  un  point  Gie  (a,  6). 
Il  raut  éliminer  X  entre  l'équation  de  la  sécante 

et  celle  du  diamètre  correspondant  :  y  =:~  •  On  trouve  ainsi 

yt—  Ay— fKB-|-ap  =  o. 

Ex.  4.  Trouver  le  lieu  des  sommets  et  des  foyers  de  la  parabole 

»='"°«— S^' 

ou  h  est  une  constante  el  a  nn  angle  variable. 

Les  coordonnées  du  somme!  sont  a  =  A  sin  sa,  y  ^  A  sin'a  ;  on  en  déduit,  pour  le 
lien  des  sommets, 

**  -*-  4y'  —  4/iy  =  Q, 

L'équation  de  la  courbe  rapportée  a  son  sommet  étant 

I*  =^  4A  C08'  B  •  y, 

la  distance  du  foyer  lu  sommet  sera  A  eas<  s,  c'est4-dire  le  quart  du  paramMre.  Pour 

obtenir  l'ordonnée  tlu  foyer,  il  faut  retrancher  h  coi*  i  de  l'ordonnée  du  sommet  ;  ce 

qui  donne 

y  =  Asin'x  — Acos*a^  — Acosss; 
d'ailleurs  l'ibcissedu  foyer  est  la  même  que  celle  du  sommet,  c'est-i-direc=:A  tûaza. 
Le  lieu  des  loyers  aura  pour  équation 

a«  -t-  y*  =  h'. 
Ex.  S.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  dont  les  côtés  touchent  la  parabole. 
Soient  m, m' les  coefficients  angulaires  des  côtés  de  l'angle;  on  a  la  condition 
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„_?.,    Bi'=i,    u'  y"  ctanl  les  ordonnée*  de»  points  de  conlict  dM  cdtfs, 

y'  y" 

relslion  préccdinte  devient 

Pl!l"-)f')  =  l'{v'y"+P')- 

y'  •+  v" 
,  li  z  et  y  wnl  le»  coordonnéei  d'un  point  du  beu,  on  uit  que  y  —  —^ —  ' 


S-y'='         '->     y"y~3px, 
et  l'éqtMtion  precëdenle  peut  s'écrire 

2(î— ï')  =  *(2'+P)- 

De  plus,  en  vertu  de  l'équitioD  de  la  Uagcnte  yy•  =  p^x-^  —  y  on  ■ 
y'=:y±Vy'  — api,  et  y  -  y' =y  y'  —  2px;  en  suLstitumt,  il  vient  pour  l'équ»- 
Lion  du  lieu. 

C'est  une  hyperbole  dwit  l'aie  trensverso  est  dirigé  suivant  Taxe  de  la  pirabole. 
Lorsque  l'angle  des  tangentes  est  droit,  i  =  oc. ,  et  le  lieu  se  réduit  « 

a!'-«-)>ai  +  — =  o,  ou  x  =  —  -- 

ëqualîoD  qui  représente  la  direetnce. 

£i,  «.  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  parabole  des  normales  perpendi- 
eulaires. 

Ce  problème  revient  à  éliminer  x' ,  y',  «",  y"  entre  les  équations 

(I)y-v'  =  -^t«-«'),     (2)y-s"  =  -^t«>-»"), 

(3)  ^' =-  t,      (4)  y"  =  ■ip'f,      (5)  y'"  =  ■^"• 
p' 

L'éliminalion  de  x'  entre  (i)  et  (4)  donne 

(6)/»  — gitp-«)ï"  -2p'y  =  o. 

L'élimination  de  x"  entre  (2)  et  (5(  conduit  4  la  même  équaUon  où  y"  est  remplacé 

pary"3  les  quantités  y*,  y"  sont  donc  deux  racines  de  l'équation  du  iroisièmc  degré 

Y'-ap(p-«)Y'-2p'ï  =  o. 

Or,  si  y'"  est  la  troisième  racine,  on  a  s'y"y"'  =  ap'»'  «'1  ""  *■*""  ^*  l'équation (3), 

cette  relation  devient  y"'  =:  — ay. 

En  substituant  cette  valeur  dans  t'ê4]uation  (6)  on  trouve,  après  quelques  simplifi- 


=l(-f> 
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Ex.  >.  Les  perpradicvItirM  ibtitsëu  du  aorninets  d'un  trîtDgle 
putbole  sur  kt  eàUs  $t  toupent  sur  Ié  directrice. 

Soient  («',  y'),  {m",  y"),  (>"',  y'")  l<'s  points  de  contact  des  eâtris;  le  point  de  eaa- 
eours  des  Ungcntei  en   (»".  y"),  («'",  y"')  >  pour  coordonnées:  y  =  ?— itJL-, 

y"  y'" 

*  =  •  L'une  des  trois  perpendiculaires  est  représentée  p«r  l'ëquttioD 

..^y"+f" 


y  _!>'-*- y"-*- y'"     i''y"v"'. 

eetle  eipression  est  «pnétrique  el  aura  li  même  valeur  pour  les  Irais  perpendiculaires. 

E*.  «.  L'aire  du  triangle  des  points  de  contact  de  trois  tangentes  à  la  parabole  est 
double  de  l'aire  do  Iriangîo  formé  par  ces  tangentes. 

On  sait  que  la  surface  du  triangle  inscrit  dans  II  parabole  a  pour  expression 

-[y'ly"'-l'"-)+y'V"'-!'")  +  /"l!,"-ï"»)]=±ty'-y"Ky"-y"')(,"'_y',. 

V  4P 

Si  on  cherche  l'aire  du  triangle  dont  les  sonmiets  sont  les  points  (  ^  ■'*'—  ,  ^-^  ), 

fv"-*-y"  y"s"'\  fr'  +  y'    v'y"'\  ,    ^  ..-  -  - 

I         2  /•   1  — ~ •    Il   on  retrouve  la  Diéme  expression  diTisee 

El.  ».  Les  cAtds  d'un  tiangle  inscrit  à  la  parabole  étant  o,  h,  c,  et  t,  f,  V  Iw 
angles  de  ces  côtés  avec  l'aie,  montrer  que  la  surtàce  du  triangle  est  exprimée  pw 

sin9>in9'8in6". 

4P 

Il  &ul  remarquer  que  y*  —  y"  =e  sîn  S  etc.,  et  substituer  dans  l'expression 

^0-' -  yo  (y"  -  0<y"' -  y')- 

Ex.  ■•.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  inscrit  dans  une 

On  sait  que  le  rayon  dn  cercle  circonscrit  ï  un  triangle  dont  les  cités  sont  a,  6, 


sinaiiuS'sinS" 
Ex.  II.  Trouver  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  si 
conscrit  i  la  parabole. 

4  sin  fl  sin  S'  sin  8"  ' 
B,  e',  e"  sont  les  angles  des  c^tés  avec  l'axe. 
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Bi.  <•.  Trouver  IVipresUDii  de  l'aire  comprise  entre  l'irc  OB  d'une  parabole, 
PordoiiDie  BA  et  un  diunitre  OX. 

InaeriTons  du  polygone  dans  la  courbe;  aaieul  T^HH'PP'  el  l^HM'QQ'  deux 
tnpèiet  correapondinb  à  un  dlé  du  paljgane,  l'on  fonué 
par  les  parallèles  HP,  H'F  à  OT,  l'atiire.  par  les  droiles  MQ, 
M'Q'  parallèlea  à  l'axe.  On  a 

T=|(i,+j,')(j,-,'))ioe. 

l  = -{x -t- m')  (y   -ï')siDO; 

Pif.  S. 
(*>  su  (*'>  v')  sont  les  coordonnées  des   points  H  et  M'  el  4  ran);ie  des  axes.  On  en 


mais,  de  l'équalion  de  la  parabole  y'=:2p'<t  on  liro  y*  —  y'*  =  2p' (x  —  x');  d'au 

- — ;—  ^ ;  ■     Bd  substituant  el  prenant  la  limite  de»  deux  membres,  il  vient 

^        v-y 

t  »  -H»'         ap 

car,  lorsque  les  points  U  et  H'  se  confondent,  n^tc',  y^j/'. 

Celte  relation  est  vraie  pour  deux  tnpiies  quelconques,  l'un  intérieur  et  l'autre 
«térieur  et,  à  la  limite,  en  faisant  la  somme  des  trapèies,  on  arrive  â  ce  résultat  que 
l'aire  OAB  est  double  de  l'aire  eilërieure  OBC.  Donc,  l'aire  parabolique  OAB  vaut 
kt  deux  tiers  du  parallélogramme  OABC  coostruit  sur  l'ordonnée  et  l'abcisse  du 
point  B. 

El.  a>.  Trouver  le  lieu  du  milieu  d'une  corde  focale  dans  la  parabole. 

El.  14.  Trouver  le  lieu  d'un  point  qui  se  meut  de  manière  à  ce  que  sa  dialance  i 
une  droite  douoée  soit  dans  no  rapport  constant  avec  te  carré  de  sa  distance  i  une  autre 
droite  fixe. 

Ex.  IS.  Par  un  point  fixe  de  l'axa  d'une  parabole,  on  mène  une  parallile  h  une 
tangente  quelconque  ;  quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  le 
rajoa  vecteur  du  point  de  contact? 

Ex.  ■■.  On  mène,  par  le  foyer  d'une  parabole,  des  droites  faisant  nu  angle  constant 
avec  les  tangentes  i  cette  courbe  ;  déterminer  le  lieu  du  point  d'intersection  de  chaque 
droite  avec  la  tangente  correspondante. 

Ex.  I  f .  Déterminfï  le  lieu  du  point  de  renconlre  des  tangentes  ï  une  parabole  dont 
la  diOérence  des  colangentes  des  angles  qu'elles  font  ovec  l'axe  est  constante. 

Ex.  19.  Trouver  le  lieu  du  point  d'interseelion  des  normales  menées  aux  extrémités 
d'une  corde  qui  passe  par  un  point  fixe. 

Ex.  <•.  Trouver  le  lieudes  foyers  des  paraboles  inscritesdans  un  triangle. 

Bs.  ?••  Sur  les  câtés  AB,  BC,  CD,  DA  d'un  quadrilatère,  on  prend  des  points  P,  Q, 
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BP_BQ_AS_CH 
BA~BC~AD~CD' 
00  demande  le  lieu  du  point  d'iDlertection  de*  droites  PR  et  QS. 

Ex.  »t.  On  e  deui  droite*  déierminéea  Afi  el  AC,  diviajct  cd  on  niéine  nombre  de 
parties  ^alesj  l'une  AC,  dans  l'ordre  A,  i,  2,  3,  4,  5,  6;  l'autre  AB,  dans  Tordre  B, 
!'•  2',  3',  4',  5',  A  ;  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  (2'3)i  (3*4); 
(3'4).  (4'5)iele- 

Ex.  «•.  Étaut  dooDG  un  trapèze  ABCD,  on  fait  varier  la  direction  dn  eété  CD  de 
manioc  à  ce  que  la  surface  du  trapèze  reste  conslaute;  quel  sera  le  tien  du  point  de 
rencontre  des  diagonales? 

Ex.  as.  D'un  point  P,  on  mène  une  sécante  PBA  à  une  parabole,  et  on  prend  une 
longueur  PM  moyenne  proportionnelle  entre  PA  cl  PBj  trouver  le  lieu  du  point  H. 

Ex.  t4.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  è  une  droite  et  ortbaganaoi 
i  un  cercle  fixe; 

Ex.  St.  Chercher  le  lien  du  sommet  d'un  angle  circonscrit  â  la  parabole  et  tel  qne 
le  triangle  forme  par  les  côlcs  de  l'angle  et  l'arc  de  la  parakde  ail  une  aire  constante. 

Ex.  t«.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  triangle  équiUlértl  formé  nar  trois  ttngentcs 
ou  par  trois  normales  i  une  parabole. 
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CHAPITRE    IX. 


ThéortatM  et  problèmes  Bnr  les  oouig.iie«;  Uenz  géométriqnee. 


9SO.  Nous  avoDs  rëuni,  daaa  ce  chapitre,  une  série  de  propriétés 
intéressantes  des  courbes  du  second  ordre,  en  les  proposant  comme 
exercices  aux  élèves  désireux  de  se  familiariser  davantage  avec  les 
procédés  de  la  géométrie  analytique;  nous  y  avons  ajouté  quelques 
applications  des  coordonnées  triangulaires  et  tangcntielles  ainsi  qu'un 
ensemble  de  lieux  géométriques  à  déterminer.  Plusieurs  de  ces  questions 
ont  été  données  dans  différents  concours  en  France.  L'intérêt  qui  s'attache 
à  chacune  d'elles  développera  chez  les  jeunes  gens  le  goût  de  ces  sortes 
de  recherches  et  l'habitude  de  la  réflexion  ;  ils  y  trouveront  une  ample 
matière  pour  appliquer  les  ressources  de  l'analyse  à  la  résolution  des 
problèmes  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  élégante. 

S    1  ■    TBÉORÉIUS    ET    EXERCICES    SUR    LES    COURBES    DU    SECOHD    ORDRB. 
{CaordtmnieM  earUtiemte*). 

El.  1.  La  normale  UrmiDée  au  grand  axe  dans  l'ellipte,  nuiltipliëc  par  la  distance 
du  Toyer  à  la  tangeole,  et  divisée  par  le  rajon  vecteur,  est  une  qaaatitc  cgnstanle. 

Ex.  a.  On  proFonge  deux  dlamtlres  conjugues  jusqu'à  Jeur  reneoutre  avec  une 
direelricc,  et,  de  chaque  poînl  d'inlerseclion,  on  abaisse  une  perpendiculaire  snr 
l'iatre;  montrer  que  ces  perpendiculaires  se  rcnconlreal  au  Tover  corrcspoudant. 

Ex.  a.  La  somma  des  carrés  des  noriuales  menées  aux  extrëmilës  de  deux  demi- 
diamèlres  conjugués  d'une  eilipae  est  constante. 

Ex.  «,  Dans  l'eilipie,  il  7  a  toujours  deux  langenles  réelles  parallèles  i  une  droite 
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doDnée  ;  dam  l'hyperbole,  ces  Ungrotes  peuvent  Are  iniiginiircf,  et.  din»  )■  ptnMe, 
on  oepenl  mener  qu'une  seule  langenle  parallèle  i  nne  direction  donnée. 

Ex.  k.  On  mène  une  tangente  à  l'ellipse  inclinée  d'un  angle  ce  fnr  Paze  maienr; 
chercher  le  produit  des  perpendiculaires  abiisaées  des  extrémité  du  pronier  ue 
sur  cette  tangente. 

Ex.  •.  Par  un  point  H  d'une  ellipse,  on  mène  les  cordes  MFN,  HFTC  patttttpv 
1m  deux  fof  ers  ;  dëmoutrer  ta  relation 

FN  '*'rfP  ~  '"'"'■        '^'^*  Polytechnique  ISfS). 

Ex.  t.  Le  minintum  d'une  tangente  à  l'ellipse  comprise  entre  1rs  axes  est  ifii  i  la 
demi-sotiime  a  't-  b  des  axes. 

Ex.  S.  Le  maximuM  de  la  distance  du  point  de  contact  d'une  taTigente  a  l'dHpnà 
la  projection  du  ei'ntre  sur  celle  tangente  est  égale  à  la  demi-diff^Dce  o  —  6  des  aiet. 

Ex.  •.  D'un  point  T,  pria  sur  une  tangente  i.la  parahole,  on  abaiHcane  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  veelenr  du  point  de  contact;  prouver  que  la  distance da  liifer 
au  pied  de  la  perpendiculaire  est  égale  à  1*  distance  du  point  T  è  la  directrice.  En 
déduire  un  moyen  de  mener  ii  la  parabole  une  tangente  p«r  un  point  eilérJear. 

Ex.  ■•-  Dana  une  parabole,  l'ordoDuée  focale  FB  est  nuyenne  hamonique  enli* 
les  deux  segments  d'une  corde  focale  quelconque  HFH',  c'eit-i-dire  que  Ton  a  : 
MF  _  MF  —  FB 
M'P~FB-M'F' 

Ex.  11.  La  droite  qui  joint  le  Ivyer  à  un  point  quelconque  de  la  directrice  est 
perpendiculaire  i  la  polaire  de  ce  point. 

Ex.  <«.  Toutes  les  droites  conjuguées  qui  passent  par  le  foyer  sont  rrctangulainf, 
et,  réciproquement,  un  point  tel,  que  les  droites  conjuguées  passent  par  ee  point  xot 
perpendiculaires,  est  ou  foyer. 

Ex.  IS.  Les  droites  menées  au  pâle  d'une  droite  et  au  point  où  cette  droite  rea- 
contre  U  directrice  sont  perpendiculaires. 

Ex.  14.  Par  chaque  point  du  plan  d'une  coniqne,  on  peut  mener  deux  dnilei 
conjuguées  rectangulaires. 

Ex.  IK.  Le  rapport  anbamiouique  des  polaires  de  quatre  points  en  ligne  droite  (sl 
égal  à  celui  de  ces  points. 

Ex.  IS.  Deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse  qui  font  les  tuglea  s  et  ^  stm 
le  grand  axe  donnent  lieu  k  la  relation 

Ex  ft.  Soient  OD,  OE  deux  demi-diamètres  conjugués  de  rdlipse,  F  le  Siyer 
A  l'eiirémité  du  grand  axe;  on  aura  : 

(FD  -  AO)'  -I-  (FE  —  AO)'— ÔF'. 

Ex.  IS.  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l'eîlipse,  les  ixs 
forment  une  somme  minimum  et  les  diamèlrea  conjugués  égaux  une  somme  aaiiai». 

Ex.  ■•.  Dans  l'ellipia  et  l'hyperbole,  le  rapport  anharmoniqoe  de  quatr*  di(«èlr«S 
est  égal  à  eelui  de  leurs  conjugués. 
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Ex.  *•.  Dans  une  ellipse  \e  »rré  d'un  rifon  central  est  ^1  ik  t*  somma  des 
ani»  des  demi-*xet  diminuée  da  produit  dos  riyoDi  vecteurs  qui  aboutissent  *  «on 
eilrëmltil. 

Ex.  ai.  Li  somme  des  earrés  des  demi-iies  d'une  ellipse  est  égile  à  la  somme  de* 
produits  des  rayons  recteurs  qui  aboutissent  aux  exlr^mitëa  de  deux  diamètres  coDJu- 
gués  quelconques. 

El.  aa.  Dans  l'ellipse  la  somme  des  carrés  des  diSérencei  des  rayons  rectears 
ineDêi  aux  exlrëmilés  de  deux  demi-diamitres  eonjugués  est  eonitante  égale  au  carré 
de  la  distance  focale. 

El.  «s.  Dans  l'ellipse,  le  produit  des  rajons  vecteurs,  qui  aboutissent  i  l'extrémité 
de  l'un  des  diamètres  égaax,  est  égal  k  la  demi-somme  des  carrés  des  demi-aies. 

Kx.  »4.  Dans  l'hyperbole,  le  carré  d'un  rayon  central  est  égal  à  la  dilTéreuce  des 
carrés  des  demi-axes  augmentée  du  produit  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à  son 
eiirémilé. 

Ex.  as.  Dans  rhyperbole,  lont  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  les 
rayons  vecteurs  menés  à  l'extrémilé  de  son  conjugué. 

Ex.  a«.  La  diOérence  des  carrés  des  demi-axes  d'une  hyperbole  est  égale  à  la 
différence  des  produits  des  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugnés  quelconques. 

Ex.  as.  Dans  deux  hyperboles  conjuguées,  les  sommes  des  rayons  vecteurs,  menés 
aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  sont  égales  entre  elles. 

Ex.  as.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  tout  rayon  central  est  moyen  proportiaonel 
tntrc  les  deux  rayons  vecteurs  menés  à  son  extrémité. 

Ex.  as.  Si  on  mène,  par  les  extrémités  D  et  E  de  deux  demi-diamètres  conjugués, 
des  cordes  parallèles  quelconques  DD*,  ££',  leurs  extrémités  D'  et  E'  appartiendront 
à  deux  diamètres  conjugués. 

Ex.  as.  La  eotde  de  contact  de  deux  tangentes  quelconques  1  une  conique  est 
parallèle  à  la  corde  comprise  entre  les  diamètres  parallèles  à  ces  tangentes. 

Ex,  mt.  Les  cordes  menées  aux  extrémités  d'un  diamètre  k  un  point  d'une  conique, 
délemiinenl,  sur  le  diamètre  conjugué  à  partir  du  centre,  deux  segments  dont  le 
produit  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué. 

Ex.  as.  Deux  diamètres  eonjugués  délermineni  sur  deux  tangentes  parallèles  d'une 
conique,  à  partir  des  points  de  contact,  deux  segments  dont  le  produit  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  aux  tangentes. 

Ex.  «s.  Si  on  fait  tourner  autour  des  extrémités  D  cl  D'  d'un  diemèlrc  deux  cordes 
qui  se  coupent  sur  la  conique,  ces  cordes  déterminent  sur  les  tangentes  parallèles  en 
D  ei  D',  k  partir  de  ces  points,  deux  segnients  dont  le  produit  est  constant  et  égal  au 
carré  du  diamètre  conjugué. 

Ex.  Mê-  Quand  deux  tangentes  parallèles  sont  rencontrées  par  une  troisième,  les 
droites  menées  du  centre  aux  points  àv  renroulre  sont  deux  diamètres  conjugués. 

Ex.  S».  Une  tangente  quelconque  à  une  eoniqne  détermine  sur  deux  tangentes  fixai 
parallèle*  i  partir  des  points  de  cootaet,  deux  segments  dont  le  produit  ut  eonslant  et 
égal  au  carré  du  demi  diamètre  parallèle  aux  tangentes  fixes. 

Ex.  SS.  Deux  tangentes  parallèles  quelconques  déterminenl  sur  une  tangente  fixa 
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à  pirtir  de  son  point  de  conttct,  detu  segments  dont  le  produit  est  ^1  et  de  lipe 
contraire  au  carré  du  demi -diamètre  parallèle  à  la  tangente  fixe. 

El.  ■•.  Od  coDttruit  d*Dji  ellipses  S  et  S*  telles  que  les  demi-axes  de  la  premiètt 
coÏDcidenl  en  direction  avec  ceux  de  la  seconde,  mais  soient  respectÎTement  propM- 
tioDnels  a  lenrs  carrés  : 

i»  Le  parallélogramme,  construit  sur  deux  demi-diamètres  quelconques  D„  D,  ie 
l'ellipse  S,  vaut  le  par«llélogramme  conslruil  sur  les  deioi-axes  de  cette  ellipse  aswm- 
blës  sons  l'angle  K  que  forment  entre  eux  les  conjugués  respectif  de  D,  et  D|  dans 
l'ellipse  S'; 

2*  Lorsque  les  diamètres  Di,  Di  sont  conjugnéa  dans  l'ellipse  S,  leon  conjagaéi 
respecUfs  dans  l'ellipse  S'  se  coupent  a  angle  droit; 

3>  Les  perpendiculaires  abaissées  des  eitrémltés  de  deux  diamètres  qoeleonqoet 
Di,  Di  de  l'ellipse  S  sur  les  directions  qui  leur  sont  respectivement  conjuguées  dans 
l'ellipse  S'  sont  égales  entres  elles. 

Ex.  SS.  Si  on  désigne  par  /i  l'angle  de  la  normale  en  H  à  l'ellipse  avec  le  n^sit 
focal  qui  passe  par  ce  point,  par  b  le  diamètre  OH,  par  h'  son  conjugué,  on  aoia  : 


Ex.  »m.  Dans  l'ellipse  et  Phyperbole,  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  fonnenl 
un  faisceau  harmonique  avec  les  rayons  vecteurs  de  ce  point. 

Ex.  4».  Dans  la  parabole,  ta  tangente  et  la  normale  en  un  point  forment  un  biscean 
harmonique  avec  le  rayon  focal  et  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point.  Donc  la  tangente 
et  la  normale  rencontrent  Taxe  en  deux  poinlï  équidistanls  du  foyer. 

Ex.  «I.  Dans  la  parabole,  la  polaire  d'un  point  et  la  perpendiculaire  abaissée  da 
pôle  sur  la  polaire  rencontrent  l'axe  en  deux  points  équidistants  du  foyer. 

Ex.  4*.  Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  il  y  a  toujours  deux  normales  parallèletà  bm 
direction  donnée;  elles  sont  toujours  réelles  dans  l'ellipse  mais,  dans  rhyperiwle,  ellis 
peuvent  être  imaginaires;  dans  la  parabole,  l'une  de  ces  deux  normales  est  àrioâni. 

Ex.  4S.  La  tangente  en  un  point  quelconque  de  le  parabole  coupe  la  dirednce  et 
l'ordonnée  focale  prolongée,  en  deux  points  également  distants  du  foyer. 

Ex.  «4.  Si  deux  paraboles  égales  ont  un  axe  commun,  une  droite  tangente  ■  b 
parabole  intérieure  et  terminée  ii  l'autre  courbe  sera  divisée  par  le  point  de  coniael  es 
deux  parties  égales. 

Ex.  4*.  Dans  une  conique  à  centre,  les  lignes  menées  de  chaque  foyer  au  pied  it  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'autre  sur  la  tangente  se  coupent  sur  la  normale  et  la 
partagent  en  deux  parties  rgnleg. 

Ex.  4*.  Si,  par  les  diUérenls  points  d'une  tangente  à  une  parabole,  on  ment  nne 
tangente  et  une  droite  au  foyer,  l'angle  de  ces  droites  est  toujours  égal  à  lianf^e  que 
fiul  la  première  tangente  avec  le  rayon  vecteur  de  son  point  de  contact. 

Ex.  4f .  Si,  par  deux  points  quelconques  de  la  corde  des  conlacts  de  deux  tangralat, 
00  mèue  deux  parallèles  i  celles-ci,  on  forme  un  parallélogramme  dont  la  leenle 
diagonale  est  toujours  tangente  s  la  parabole. 

Ex.  4a.  Si  une  corde  PP'  passe  par  un  point  fixe  O,  le  produit  lang  i  PPO  ■  Mg} 
fFO  Ht  constant. 
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El.  4».  Si  on  mèae  des  norroal^^s  aux  eitréroités  d'une  corde  Saetk,  une  par*llèle 
à  l'axe  majear,  tirée  par  leur  point  d'bterseclion,  coupent  la  corde  en  deux  parties 
«{•les. 

£i.  ••.  Soit  e  l'angle  de«  tangentesàrellîpMiuuesd'uDpoinlSipetp' les  distance* 

de  S  auifojrers:  on  aura:  cosfl^^ ~  • 

2pp 
£z.  ■<.  Si,  par  un  point  quelconque  S,  on  mène  deux  droites  passant  par  les  foyei's 
et  rencontrant  la  conique  aui  points  R,  B',  r,  K,  on  a  : 

Ex.  «a.  L'angle  formé  par  les  droites  menées  du  foyer  aux  points  d'intersection 
d'une  tangente  quelconque  arec  deux  lingeriles  fixes  est  constant  dans  l'ellipse  et 
l'hyperbolej  dans  h  parabole,  cet  angle  est  supplémentaire  de  celui  des  tangentes. 

Ex   ••.  Si  OD  lui  tourner  une  corde  HU'  autour  d'un  point  fixe  P,  la  somme  algé- 
brique des  rayons  focaux  PU,  FM',  divisées  respectivement  par  les  distances  HP, ,  H'Pi 
des  pointa  H  et  H'  i  la  polaire  du  point,  est  constante  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a  : 
FM       FM'  _ 
MP.'*'M'P,~ '*'*'*■ 

Ex.  S4.  La  moitié  d'une  corde  focale,  dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  est  troisiime 
proporUoonelle  entre  le  demi-diamètre  parallèle  et  le  demi-axe  focal. 

Ex.  BS.  La  somme  de  deux  cordes  focales  de  l'ellipse  parallèle  a  deux  diamètres 
conjugués  est  constante. 

Ex.  »■.  Dans  l'hyperbole,  la  différence  de  deux  cordes  focales  respectivement  |Kiral- 
lèles  à  deux  diamètres  conjugués  est  constante. 

Ex.  BS.  Si  on  désigne  par  ui,  U|  les  paramètres  angulaires  des  cxlrcmitcs  M,,  Mi 
d'une  corde  quelconque  de  l'ellipse,  on  a,  pour  la  longueur  D  de  cette  corde, 

D=2a'sin^^^^, 

a 

a'  étant  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  corde. 

Ex.  »S.  Trouver  l'expreation  de  l'aire  du  triante  dontles  sommets  sont  tTMspoints 
de  l'ellipss  u,,  «■,  uj. 

a.  iob  lin  i{t^  -  «.)  sin  i (».  —  Us)  sin  J  (x,  -  «,). 

Ex.  «s.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  des  trois  points  Ui,  U|,  u^ 

d'une  ellipse.  R. —  >    b',  b'',  h'"  étant  les  demi-diamètres  parallèles  aux  celés. 

Ex.  ••.  On  mène,  dans  une  parabole,  une  corde  quelconque  HH'  qui  rencontre  l'axe 
enO;  si  A  est  le' sommet  de  la  courbe,  N  et  N'  les  projections  des  extrémités  de  la 
corde  sur  l'axe,  on  aura  :  ÂÔ'  =  AN  .  AN'. 

£i,  •!.  Si  l'on  mène  deux  cordes  focales  dans  la  parabole,  les  rectangles  des  seg- 
ments d'une  même  corde  sont  entre  eux  comme  les  cordes  entières. 
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Ex.  «t.  Si  denx  cordes  rectnngultiire)  pirteDt  du  «oinmel  de  ]■  parabole,  le  ptn- 
mètre  est  moyen  proportionoel  eotre  Ira  abeisses  des  extrémiiéi  de  ce*  eordea. 

El.  «s.  Si,  par  le  sommet  d'une  parabole,  on  mène  une  corde  AB,  et,  ptrie 
point  B,  une  perpendiculaire  à  AB  qui  rencontre  l'axe  en  C,  la  sous-corde  AC  eslépk 
à  quatre  fois  la  distance  du  foyer  à  rextrëmilé  du  diamètre  conjugué  de  la  corde. 

El.  «4.  Si,  par  le  foyer  commun  F  de  deux  coniques,  on  mène  nne  droite  qgcl- 
eonqne,  el,  qu'aux  points  où  elle  coupe  les  courbes,  od  mène  les  tangentes  en  m 
points,  ces  quatre  tangentes  formeront  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  sennt  In 
cordes  coDunuoes  aui  deux  cooiqnes. 

£x.  •».  Des  exlrémilës  d'une  corde  focale  HFH'  d'une  parabole,  dd  abaisse  b 
perpendiculaires  HP,  M'P'  sur  une  droite  fixe  ;  prouver  que 

MF  ■*"  WP-  ~  ""*'■      '^'*  •'"'y'*'*'''''!''"  *8(ÏJ. 

Ex.  ••.  Une  ellipse  al  une  parabole  nnt  un  foyer  commun  et  sont  telles  que  l'ue 
de  l'ellipse  est  dirigé  suivant  l'axe  de  la  parabole,  el  que  les  directrices  cornsfeo- 
dantes  au  foyer  commun  sont  placées  de  part  et  d'autre  de  ce  pointj  démonlrer  qut, 
si  l'on  mène  du  foyer  commun  F  les  rayons  Tecleurs  FH,  TU'  anx  eilrëmilés  d'us 
diamètre  de  l'ellipse  et  qui  rencoulrent  la  parabole  eu  N  et  N',  on  a  la  relation 
FM  FM'_3{«-4-e) 
FN'*'Fir~       p 

Ex.  «t.  La  projeelioD  d'un  foyer  sur  une  asjmftote  est  sur  la  directrice  coira- 
pondante. 

Ex.  ■■.  Si  on  construit,  sur  une  corde  de  l'hyperbole,  un  parallélogramme  diat 
les  eâtés  sont  parallèles  aux  asymptotes,  la  diagonale  passe  par  le  centre. 

Ex,  ••.  Les  aéeanies,  menées  d'un  point  quelconque  de  l'hyperbole  i  deux  poiaU 
fixes  pris  sur  la  courbe,  interceptent  sur  une  asymptote  une  longueur  constante. 

Ex.  f  •.  Dan*  l'hyperbole  équilatère,  le  produit  des  rayons  vecteurs  d'un  poiiH  de 
la  courbe  est  égal  au  carré  du  demi-diamclre  qui  passe  par  ce  point. 

Ex.  >l.  Dans  une  hyperbole  cqullatère,  les  droites  menées  des  extrémités  d'as 
diamètre  k  un  point  de  la  courbe  font  des  angles  égaux  avee  une  asymptote. 

Ex.  s«.  Si  on  inscrit  un  triangle  rectangle  daus  une  hyperbole  équilalère,  Thype- 
ténu*e  est  parallèle  à  la  normale  au  sommet  de  l'angle  droit. 

E\.  fa.  Les  droite*  qui  réunissent  un  foyer  aux  points  de  rencontre  d'une  lai^le 
avec  les  asymptotes,  forment  un  ongle  constant. 

Ex.  t4.  Etant  données  deux  hyperboles  ayant  les  mêmes  asymptotes,  on  nt^,  f" 
le  centre  0,  une  sécante  qui  rencontre  la  première  en  A,  la  seconde  en  B;  pea'" 

OA 
que  Qg  =  =onst. 

Ex.  t«.  Étant  menées  à  une  hyperbole  deux  tangentes  A  el  fl  avec  la  eorde  des 
contacts  C,  on  tire,  d'un  autre  point  quelconque  m  de  la  courbe,  une  parallèle  a  une 
asymptote  et  l'on  désigne  par  a,  6,  r  les  poinis  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  l« 
droites  A,  B,  C.  Démontrer  que  me  est  moyenne  proportionnelle  entre  »ia  K  s«(- 
CoDItruire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote,  deux  tangente*  et  un  pùnl. 
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Ex.  «•.  Od  donae  une  ellipse  et  se»  foyer*  P  et  F'  ;  deux  droîUs  touchent  II  tourbe 
:n H  et  Net»  coupealeo  T;  démontrer  ta  relatioD 


HP  .  NF      MF'  .  HF' 

Ex  *9.  En  deux  pointe  d'une  ellipse,  on  mène  les  uoniutesj  It  perpendienliin 
élevée  sur  le  milien  de  la  corde  piste  par  les  mitieui  des  segments  interceptés  entreles 
noriMles  par  cbacan  des  axes. 

Ex.  sa.  Mener,  dans  l'ellipse,  une  Dormale  telle  que  la  portion  comprise  entre  les 
axes  soit  miximam. 

Ex.  t*.  Soient  a  et  /S  les  coordonnées  d'un  point  ;  on  mène  à  une  ellipse  les  nor- 
males aux  pointe  où  ta  polaire  du  point  (x,  ^)  rencontre  la  courbe;  prouver  que  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  normales  sont  : 


•'i'-*-^')  C^'(«'-a') 


Ex.  ••.  Etant  données  deux  paraboles  égales  ayant  le  même  axe  et  dirigées  dans  le 
même  sens,  on  abaisse  d'un  point  quelconque  de  la  parabole  extérieure  une  sécante 
perpendiculaire  i  l'axe;  montrer  que  le  produit  de  la  sécante  entière  par  la  partie 
extérieure  est  constent. 

Ex.  St.  Si  un  cercle  coupe  une  parabole,  les  lignes  qui  forment  un  couple  de  cordes 
communes  sont  également  inclinées  sur  l'axe. 

Ex.  •«.  Un  cercle  variable,  assiyetti  à  passer  par  un  point  fixe  P,  coupe  une  conique 

-  .    .     .,   ...    .„.    ^.                      ..             ■     PA  ■  PA' ■  PA"  ■  PA'" 
aux  pointe  A,  A  ,  A   ,  A"  ;  démontrer  que  I  expression gj est  con- 
stante, B  étant  le  rayon  du  cercle. 

Ex.  ••.  Un  triangle  est  circonscrit  k  une  parabole  de  foyer  F;  par  les  sommets 
A,  B,  C,  on  mèue  des  ligues  respectivement  perpendiculaires  i  FA,  FB,  PC  ;  démontrer 
qu'elles  concourent  en  un  même  point. 

Ex.  •«.  Si  trois  pointe  A,  B,  C  d'une  parabole  sont  tels,  que  le  triangle  ABC  ait  son 
centre  de  gravité  sur  l'axe  de  la  courbe,  les  normales  en  A,  B,  C  se  coupent  en  un 
même  point. 

Ex,  ••,  On  donne  une  parabole  et  nn  point  extérieur  à  cette  courbe;  faire  passer, 
par  le  point  donné,  une  circonférence  doublement  tangente  à  la  parabole. 

Ex.  •«.  Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  sur  l'ellipse,  si  on  joint  un  point 
quelconque  H  de  cette  courbe  aux  pointe  fixes,  les  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milieux  des  cardes  MA  et  MB  interceptent  sur  chacun  des  axes  nn  segment  dont  la 
longueur  est  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  sur  la  courbe. 

Ex.  sv.  Deux  droites,  qui  divisent  barmoniquemenl  les  trois  diagonales  d'un  qua- 
drilatère, rencontrent  en  quatre  pointe  harmoniques  toute  eoniqne  inscrite  dans  le 
quadrilatère. 

Ex.  •■.  Si,  par  un  point  0,  on  mène  trois  lignes  respectivement  parallèles  aux 
cotés  d'un  triangle,  le*  six  pointe  de  rencontre  de  ces  lignes  avec  les  côtés  sont  sur  une 
conique.  Trouver  son  équation. 
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bx.  B9.  b'an  poinl  P  d'une  ellipse  de  centre  0,  au  (baisse  aoe  perpendiCDlaiR  tv 
le  grand  ne  et  an  la  prolonge  jaiqii'à  m  rencontre  eu  Q  arec  le  cercle  dêerit  SDr  ttt 
aie;  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  P  sera  égal  k  la  corde  menée  dam  le  cercle  pv 
le  poinl  F  parsllilement  à  OQ. 

Ex.  ••.  Lorsqu'une  conique  Ml  inscrite  t  un  triangle,  son  paramétre  est  épi  au 
diamètre  du  cercle  inscrit,  multiplié  par  le  produit  des  sinus  des  angles  qne  lut,  aTM 
le  cercle,  les  droites  qoi  joignent  un  des  foyers  aux  sommets  du  triangle. 

Ex.  •■■  Pour  qu'un  triangle  inscrit  dans  une  ellipse  ait  une  snrbee  maiimnai,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  centre  de  gr**ilê  du  triangle  coïncide  avec  le  cenire  de  la  courbe. 
Tons  les  triangles  inscrits  dont  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  l'elEpe 


El.  99,  Pour  qu'un  triangle  circoDScril  à  l'ellipse,  et  renfermant  l'ellipse,  ait  ont 
aire  minimum,  il  hui  et  il  suffit  que  son  centre  de  grarilé  cmocide  avec  le  centre  de 
la  courbe.  L'aire  du  triangle  minimum  circonscrit  est  égale  à  quatre  fbia  l'aire  da 
triangle  maximum  inieril. 

Ex.  ■!.  Lorsque  trois  tangentes  touchent  une  mime  branche  d'hyperbole,  il  y  a  mt 
triangle  circonscrit  d'aire  maximum^  c'est  celui  dans  lequel  deux  côtés  sont  les  asjBp- 
totes,  et  le  troisième  ciU  une  tangente  quelconque. 

Ex.  VA.  Si,  de  chaque  point  d'une  conique  k  centre  et  sur  une  direction  eenstaih 
ment  inclinée  du  même  angle  sur  la  normale,  on  porte  une  longueur  proportioandle  â 
la  moyenne  géométrique  des  deux  rayons  focaux  relatifs  à  ce  point,  l'extiânité  de 
cette  longueur  décrira  une  conique   concentnque  k  la  première  et  du  màne  genre 

Ex.  •••  Si,  de  chaque  point  d'une  parabole  et  sur  une  direction  constamment 
inclinée  du  même  angle  sur  la  normale,  on  porte  une  longueur  proportionnel  te  â  11 
moyenne  géométrique  du  rayon  recteur  et  d'une  longueur  constante,  l'exlrémilé  de 
celte  longueur  aura  pour  lieu  une  autre  parabole  dont  l'aie  sera  dirigé  sniTinl  cdoi 
de  la  première. 

Ex.  ••.  Trouver,  sur  l'ellipse,  le  point  le  plus  éloigné  de  l'extrémité  du  petit  aie. 

Ex.  •*.  Parmi  les  coniques  circonscrites  k  un  quadrilatère,  déterminer  celle  dont  k 

Ex.  ••.  II  existe  toujours  sur  un  quadrant  de  l'ellipse  deui  points  où  les  naim^ 
sont  équidistantes  du  centre. 

Ex,  mm.  Inscrire,  dans  l'ellipse,  une  corde  telle  que  la  somme  de  sa  longueur  et  de 
la  distance  de  son  milieu  au  centre  soit  maximum. 

Ex.  ■•■.  Étant  données  deux  conique*  homotbétiques  cl  cencentriqnes,  une  tan- 
gente quelconque  de  la  conique  iulérieure  détache  une  aire  eonstante  de  la  conique 
extérieure. 

El.  ■•!■  Trouver,  sur  une  circonférence  donnée,  un  point  tel  que  la  Mnimeile  >e> 
distances  k  deux  points  donnés  soit  nn  maximum  ou  un  minimum. 

Ex.  !•■.  Dans  une  ellipse  donnée  inscrire  un  triangle  équilatéral  tel  que  le  côté 


I.  Trouver,  parmi  les  triangles  de  plus  grande  aire  insoits  t  nos  eHipie 
donnée,  celui  dont  le  périmètre  est  un  maximum  oi 
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Ex.  «•«.  Une  coniqne  puse  pv  trms  poiaU  A|,  A|.  Ai  et  Uvcbe  lue  droite  A. 
Dësignoiu  pv  i±,  }«,  Is  lu  disUncM  des  points  i  t*  droite  A,  par  pi,  p,,  p>  leurs 
distances  lu  foyer  F,  et  pu-  a,,  oi,  ai  leurs  distances  mntuelles.  On  •  ]■  reUtioD 

î.*  [(p.  -  cl'  -  ".•]»  -*■  Js'  [Ip.  —  pO'  -  <ta1*  -^  i'*  [(Pt  -  p.1'  -  ».']*  =  O. 
Es.  ■••.  Li  somme  a*  -i-  A*  des  carres  des  demi-axes  principaiu  d'une  coniijae  est 
inesnrée  par  la  puissance  dn  centre  de  U  courbe  pir  rapport  au  cercle  circooierit  i 
l'un  quelconque  de  ses  triangles  conjugués. 

S    2.    THÉORÈMES    BT    BSBRUCES    SUR    LBS    COURBBS    DU    SECOND    ORDRE. 

(Coordonna  IriamguUUret  tt  tOHgmtlellei,) 

Ex.  *.  Tronver  les  éqaations  réduites  des  coniques  en  coordonnées  tangentiellei. 
Soit  d'abord  Féquation  de  l'eilipse 


rer  directement  sans  appliquer  l'équation  du  N*  1S3.  On  a,  pour  les 
e  tangente 


^       -  6' 

En  élovant  an  carré  et  aJoDlaul,  on  trouve 

o'»*  +  4"(j«  =  I. 
On  obtient  de  la  même  manière  ponr  l'hyperbole  et  la  parabole 
„•«■  — &■«*=!,        p»'  — au^O. 
Ex.  •.  Que  représente  l'équation 

{..m-^c-t-  I)  {a.u  +  ?i*  -I- 1)  =  i  («•  +  •»)? 
c'est  l'éguofion  ove  foyeri  det  eaurbtt  d»  («ronds  cImss  ;  car  les  droites  qui  joignent  IM 
pmnla  i  l'infini  :  u*  .J-  v*  ^  o  aux  points 

«,»  -I-  jSiu  -M  =  o,    «»»  -H  jS,u  + 1  =  o 
sont  tangentes  i  la  courbe  ;  ces  derniers  sont  donc  les  Toyers.  Elle  renferme  cinq  pira- 
Diètres  corame  l'équation  générale.  Si  on  fait  seulement  varier  1,  on  obtient  un  système 
de  coniques  con  focal  es. 

Au  point  de  vne  géométriqne,  l'équation  précédente  exprime  qne  le  proijut  4ki  jwr- 
pmâiaUair^t  abaiuitt  dei  foyen  nir  uns  (anyants  qtulcotuiii*  eit  Bonsfant. 

Ex.  1.  Trouver  les  coordonnées  de  la  Dormale  correspondante  i)  la  tangente  (h',  v") 
delà  conic|nea*i(*+  b*v*^=  i. 
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Les  coardaimëes  cberchées  doivent  satisfaire  aux  équa 
n'ira'  -t-fi'uc'^  I, 


e*  eus  p  '  I»  sic  T 

Ex.  «.  TroQTer  te  lieu  des  points  d'inteneciioD  des  narmales  i  une  conique. 
Pour  l'ellipse,  il  Taui  ëliminer  f  entre  les  relations 

—  "  _      b 

e*  cos  p  '  c*  sin  5> 

Od  trouvera  ainsi 

a*v'  ■*-  Vu'  ^e'it'v*. 
Pour  l'hyperbole  et  la  parabole,  on  aurait 

O*!)'  —  fi'u'  ^  C'u'tl',  pu'  +  2pUV*  4-  ZU'  =  O, 

Ces  lignes  se  noronent  les  développées  des  coniques. 

Ex.  *.  Trouver  la  longueur  de  la  perpendicnlûre  abaissée  du  centre  sur  la  tangenle 

("'.  V). 


Ex.  •.  Chercher  l'expression  de  la  distance  entre  le  point  de  contact  et  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  (■<',  t>')  à  la  conique 
Aw*-i-2Buu  +  Cii*=H. 
Soil  D  la  distance  cherchée;  on  a 

D'  =  *'»-«-y''  — P'  =  at"-(-y'"-  -^-'    7,- 
Hais  l'équation  du  point  de  contact  étant 

-C^  _ 

2H  '    »        "  aH 

D=  "•/•—"''""■.■ 

s  on  remplace  les  dërivées  par  Ienr9  valeara,  il  Tiendra 
,j_|C-AinV-i-B(u--i.") 
H  (.■■  +  .■■)■ 


;  (B*  ^ jr  ,    y'  ^  —  -=-  ■    En  substituant,  on  iroavera 
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Ex.  V.  TroDver  lesdirectioiu  et  lesIoDgueiiHdestxes  dalieonique 

A»'  -•-  sBhv  +  Cti*  =  fl. 

Li  UDgCDte  ■  l'eitrémiU  d'nD  aie  étant  perpeodiculiire   1  cet  axe,  on  doit  avoir 
D^  o  !  il  en  résulte  qu'en  résolvanl  les  éqnationi 

OD  obtiendra  \tt  tangentes  perpendiculaires  aui  aies,  et,  par  suite,  ces  derniers  «eront 
détermiDës en  direction. 

p  h  tonJikieur  de  l'un  des  axes,  )  son  inclioaison  sur  l'axe  des  >:on 


■ura  :  p;= j~i    «'^pcosi^  —  p^'  ;    par  suite, 

f^  =  —  zfly  =  zUu'p*)        /*■'  =  aHo'p'. 
Si  on  remplace  les  dérivées  par  leurs  valenrt,  il  viendra  les  équations 
(A  —  p*H)  «'  +  Bo' = o, 
Bu'-t-{C-p'H)c'  =  o, 
et,  en  éliminant  h',  v', 

H'p'  —  H  (A  +  Q  p"  -I-  AC  —  B«  =  o  j 

c'est  l'équation  qui  détcrminen  les  carrés  des  longueurs  des  axes. 
Ex.  S.  Quelle  est  la  condition  pour  que  l'équatioD  JA*  +  mB*  +  ttC*:=o  représente 

Bx.  •.  Ecrire  les  équations  qui  déterminent  le  centre  de  li  conique  IA*+«B*-t-nC*=o. 
M      mB      «C  -aS 


Ex.  t«.  L'équation  JBC  +  mCA -i-tiAB^o  représente  une  parabole,  si  on  a 
relation:  l/âï-»-V^6ln  +  l/w»  =  0. 
Ex.  11.  Quelles  sont  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique  IBC-«-  tnCA  't-RAB= 


((lu— mi — nr)      M(mi— n« — la)      n(«e-(o — m6)      (*a'-*-m'J'+n'e* — vnnbe — atdett—tlmab 
Ex.  1*.  Si  (A',B',C'),  (A"vB",C")  sont  deux  poinU  de  la  courbe  f8C+niCA-i-iiAB=0, 
la  corde  qui  les  réunit  a  pour  équation 


Ex,  «s.  TrouTer  le  centre  de  la  conique  V^  +  ^'^-vl/ÂCs 
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El.  14.  Qaelle  est  la  toDdiiion  pour  que  l'équstion  grn^rile  r{A,  B,  C)  = 
MDle  deui  droites? 

R.  8=0,  c'est-à-dire  M     n'  m'  |=o. 

Il'  m  r 
\  m'  e  n    I 
El.  IK.  Cfaerdier  la  condition  pour  que  f(A,  B,  C)  ^  □  représente  une 
équilalire. 
En  poMOt  ; 

E=  /-t-nn-n  — 2^*  ce»  A  —  w»*  coj  B  —  M' eoj C, 

la  condition  cberchëe  sert  :  E  =  a 

El.  <•.  L'équBlion  du  diamètre  qui  ptsie  par  le  pdnt  (A',  R',  C)  peut  s'é 
la  forme 

I  Â  B  C 

P  QE 
I  »   /■  " 

Cela  étant,  trouver  la  condition  pour  qu'il  soit  conjugué  an  diamètre  ayatil  poor 
équation 

I  A  B  C  I  =0. 

I  )  V  -^   I 
Si  on  représente  par  p,  q,  r  les  déterminants 

I  Q    R  1,       I  R    P  I'       I  ^    *}  I' 

et  pir  p',  f',  r'  les  mêmes  quantités  on  i,  p,  v  sont  remplaces  par  i',  /,  J,  la  condi- 
tion demandée  est  : 

Dw' +  Vîî' -h  Wrr' +  U' (îr- +  rj')  +  V  (tl^ -H  pr') -»- W  (M* -*- sïi')  =  o, 
dans  laquelle 

ll=»»i  — I",     V=riiJ  — m",     W  =  /m  — II"; 
U' =  «.'»'  — H',    V'=n'i'— mm',    W'  =  rm'— nn'. 
El.  ■«.  Trouver  les  équations  des  aies  de  la  conique  r{A,  B,  C)  =o. 
Si  on  eiprime  que  la  Ungente  :  A/'.'-h  B/'■'-^C/'c'EO  est  perpendicnlaire  «d 
diamètre 

I  A  B  C    I  =0, 
A'^C 

L  -      .  P  Q  R 

on  obtient  la  relation 

pi    A'       B'  C     j-*-/-.'!        A'      B'      C     \^rA        A'  B'    C'  |=o. 

PQ  R  PQR  P  QB 

I,  —  cosC,  —  cosB  I  I  —  GosC,  I,  — cosA  {  |  —  eoiB, — eosC,  i  | 
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Elle  eti  MtishitE,  5i  on  remplaça  A',  If,  C  ptr  Ifs  CMrdoniiéet  do  centre;  U  en 
réjnlIequ'eDSupprimiDt  les(CEeDt9,  on  aor*  rëquatioodcsixes  de  la  conique. 
El.  IS.  Déterminer  le»  loDgueimdej  nés  de  la  eoniqoeffA,  B,  C]^o. 
Laiongaeurd'nndemi-diaiDitrfleït  doDDée  par 

^  =  —5 

Il  &udrâ  déterminer  le  maiïmam  et  le  minimum  de  f(X,/i,v),  iM  quantitéil,/i,  > 
dcTHit  Htisfiire  lui  relations. 

i.' iia  ta -t-  /i*  ain  2^ -t- v' sin  ay  ^  3  sin  a  an  fi  lia  y, 

l'a  CM  n  -t-  ii*b  coafi-*-y*eeoa-/=aaKap  aiay. 


On  troDTe  ■ 
l'cqaaliM] 


Ti,  pour  déterminer  lea  carré*  d«*  aieSi  l'équation 

Ex.  flS.  L'aire  de  Tellipse  ((A,  B,  C)  =  o  a  pour  expretsion  : ^  ■ 

Ex.  «s.  La  plus  grande  ellipse  InserilB  dans  le  triante  de  référence  eat  repré- 
unlêe  par 

et  11  pins  petite  ellipte  inscrite  par 

BC+CA  +  AB  =  o. 

Ex.  St.  L'origine  étant  au  foyer  P  d'une  conique,  si  ou  désigne  par  u,,  «,  les  eooi^ 
données  de  la  directrice  correspandaDle,  l'équation  tangenlielle  peut  se  ramener  il 
la  forme 

(» -«,)'  + <«-«>.)' =^- 

Bi.  ta.  Étant  donnés  nn  point  0,  une  droite  D  et  une  conique  S,  on  mine,  par  le 
point  O,  une  sécante  qui  rencontre  0  en  >,  et  la  courbe  S  en  a  et  a'  ;  soit  {  le  conjugué 
de  «  par  rapport  i  a  et  a';  le  lieu  dn  point  i,  qaand  la  sécante  tourne  autour  dn 
pmnt  0,  sera  une  coniqae  qui  passera  par  ce  point,  par  te  pAle  de  la  droite  D,  par  les 
points  d'intersection  de  D  arec  S,  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
conique  issues  du  point  0. 

Ex.  «s.  £ttat  donnés  nn  point  0,  une  droite  D  et  une  conique  S,  par  chaque 
point  m  de  D,  on   tire  la  droite  aO  ainsi   que   sa  conjuguée  tf  dans  la  conique;  la 


D,gnz.dbvC00gle 


—  314  — 

droite  99n  envelopper!  une  coniqae  tangente  i  D  et  à  la  polaire  da  pcnot  0,  au  dm 
Ungeotes  menée*  da  point  0  à  S,  el  aux  tangenles  à  S  menées  aux  point)  d'inten» 
tioD  de  D  avec  cette  conique  (Chaïlis.) 

Ex.  •<-  Étant  donnée*  une  eoniqae  S  et  deux  droites  fixes,  on  prend,  sur  tu 
droites,  les  points  a  et  x'  conjugués  par  rapport  iS;  la  droite  ms'  enveloppen  dk 
conique  taJigenle  aux  doux  droites  et  aux  langenlea  à  S  menées  par  les  points  d'int» 
section  des  droites  avec  S.  (Chibles.) 

Ex.  a».  Lorsque  deui  droites  conjuguées  à  une  conique  S  touracDl  autour  de  deu 
points  fixes,  leur  point  d'intersection  décrit  une  conique  qui  passe  par  les  points  Gin, 
et  tes  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  S  par  les  points  fixes. 

Ex.  «s.  Si  tons  les  calés  d'un  polygone  sont  assujettis  k  pivoter  sur  autant  de  poials 
fixes,  tandis  que  set  sommets,  lin  seul  excepte,  parcoureat  respectivement  des  drnles 
données,  le  sommet  libre  décrira  une  section  conique  passant  par  les  deux  points  £tti 
qni  appartiennent  a  ses  cMés,  (Hic-Liuaiii.) 

Ex.  Vf.  Si  tous  les  sommets  d'un  polj'gone  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur  anluil 
de  droites  fixej,  tandis  que  ses  côtés,  un  seul  excepté,  pivotent  sur  des  points  Bits,  It 
câtë  libre  et  les  diverses  diagonales  envelopperont  des  sections  conique*  distinctes, 
tangentes  aux  deux  droites  fixes  qui  dirigent  le  mouvement  de  ce  côté  en  de  m* 
diagonales  respectives. 

Ex.  as.  Un  polygone  étant  inscrit  a  une  coniqne  de  manière  à  ce  que  Ions  us 
câtés,  un  seul  excepté,  pivotent  sur  autant  de  points  fixes,  le  côté  libre  et  les  diagODiki 
envelopperont  des  seclions  coniques  ayant  un  double  contact  avec  la  proposée. 

Ex.  s*.  Si  tous  le*  sommets  d'un  polygone  toujours  circonscrit  à  une  conique  sont, 
an  seul  excepté,  assujettis  à  parcourir  des  droites  données,  le  sommet  libre  et  Ici 
différents  points  de  rencontre  des  côtés  décriront  des  seclions  coniques  ayant  un 
double  contact  avec  la  proposée. 

%   3.   UBUX   GËOHÉTItlQVES. 

SSl.  La  plupart  des  questions  qui  suivent  se  déduisent  des  seetioiis 
coniques.  En  les  résolvant,  on  arrivera,  tantôt  h  une  équation  du  second 
degré,  tantdtà  uDe  équation  d'un  degré  plus  élevé.  Il  faudra  étudier arct 
soin  la  ligne  qu'elle  représente  et  indiquer  les  rapports  qui  existent  entre 
cette  ligne  et  celles  qui  font  partie  des  données  de  la  question.  On  doit 
se  servir  des  coordonnées  cartésiennes  ou  tangentielles  suivant  la  nilnre 
du  problème. 

Ex.  a.  Par  le  centre  O  d'une  conique,  on  mène  des  rayons  OH  1  tons  les  points  de 
la  courbe  et  des  perpendiculaires  OP  à  ehacan  d'eux;  trouver  le  lieu  des  points  Ft^ 
que  l'on  ait 
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Ex.  S.  On  bit  toorner  anionr  d'un  point  fîi«  0,  pris  dans  on  eerdo  dooné,  nn  iDgle 
droit;  soient  A  et  B  les  points  de  rencontre  des  c&tés  de  l'angle  avec  la  courbe  j  trourer 
le  lieu  du  pied  de  Ea  perpeadi  cul  aire  abaissée  du  point  0  sur  AB. 

Ex.  S.  Trouver  le  lieu  dea  pieds  des  perpeadleulaires  abaissées  des  eitrémJtës  du 
grand  axe  d'une  ellipse  sur  deux  cordes  snpplëmentaircs. 

Ex.  c  On  fsil  touraer  un  angle  autour  du  sommet  A  d'une  ellipse;  désignons 
par  B  et  C  les  points  de  rencontre  des  cAtés  avec  la  courbe;  trouver  le  lieu  du 
point  d'intersecUon  de  la  droite  qui  joint  le  centre  au  point  B  avec  la  côté  AC  de 
l'angle. 

Ex.  S.  Etant  donné  un  point  P  pris  sur  le  grand  aie  de  l'ellipie,  on  mène  un 
diamètre  quelconque  DD',  et,  par  le  point  P,  nue  sécante  qui  rencontre  le  diamètre 
en  H  et  la  courbe  en   Q  de  telle  sorte  que  l'on  ait  PH=:1IQ;   trouver  le  lieu  du 

Ex.  •.  Etant  données  une  ellipse  et  une  droite  D,  on  mène,  par  le  centre  0,  le 
diamètre  OE  conjugué  de  la  droite  et  qui  la  rencontre  en  P;  on  prolonge  DP  d'une 
longneur  PU  telle  que  P0-0H^=OE  ;  on  demande  le  lieu  du  point  H  quand  la 
droite  D  se  meui  en  restant  tangente  à  une  courbe  donnéej  examiner  le  cas  où  celle-ci 
est  une  conique  (Concours  général,  iStë). 

El.  X.  Une  corde  est  vue  du  Toyer  d'une  conique  sous  un  angle  constantj  chercher 
le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  tangentes  menées  aux  extrémités  de 
ta  corde  (Ecole  polytechnique,  [HU). 

Ex.  S.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  corde  de  longueur  constante  dont 
les  extrémités  glissent  sar  l'ellipse  ? 

Ex.  •.  Quel  eil  le  lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  ses  normales  ? 

Ex.  !•.  Quel  est  le  lieu  des  |rojcetions  du  sommet  d'une  parabole  sur  les 
normales? 

£x.  K.  On  mène  une  corde  MH'  perpendiculaire  au  grand  axe  AA'  d'une  ellipse, 
ainsi  que  les  droites  AH'  et  HA'  qui  se  coupent  en  N  ;  on  projette  N  sur  le  grand  aie 
en  P.  Déntonlrer  que  HP  sera  la  tangente  en  H,  et  chercher  le  lieu  du  point  N  quand 
le  point  H  décrit  l'ellipse. 

Ex.  la.  Par  un  point  fixe  P,  on  tire  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  la 
courbe  en  M  et  U'  ;  EE'  étant  le  diamètre  parallèle  à  la  sécante,  ou  prend  sur  celle-ci 
un  point  N  tel  que  PN  X  MU'  =  EE'*  ;  on  demande  le  lieu  du  point  H  (École  poly- 
technique, (1842). 

Ex.  «s.  Sur  une  tangente  fixe  t  une  conique,  on  prend  deux  points  variables  P  et  Q 
tels  que  la  dislance  PQ  reste  conslantej  trouver  le  lieu  des  interwclions  des  tangentes 
à  la  conique  issues  des  points  P  et  Q. 

Ex.  ««.  Quel  est  le  lieu  dn  point  de  rencontre  des  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  pissant  par  le  foyer  d'une  conique! 

Ex.  is.  Etant  donnés  un  point  fixe  P  et  deux  droites  D  et  D*,  on  mène  une  sécante 
quelconque  par  ce  point;  Soient  d  et  d' tes  points  d'intersection  da  la  sécante  avec  les 
droites;  trouver  le  lieu  du  point  M  de  la  sécante  tels  que  PU  =  dif. 

Ex.  ■•.  Etant  données  deux  cii conférences,  on  mène  une  tangente  quelconque  à 
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Il  première  qui  reneontre  It  «econde  en  A  et  B;  lroQ*«r  le  lien  du  point  d*iDlnMciîoa 
de>  Ungeales  men^t  en  A  en  B  i  la  teconde  circontérenee. 

El.  1*.  blaDt  donne!  un  eugle  de  lommet  0  et  deux  pointa  C  et  D  en  SgM 
droite  avec  le  point  0,  on  mèue,  par  un  point  fixe  P,  une  wcanta  queleonqne  ^ 
rencontre  le)  cAiëi  de  l'angle  en  K  et  K';  tronrer  le  lieu  du  point  d'inierecction  du 
droitea  DE,  CK'. 

Ex.  >•.  Cta  diviie  les  petits  cAl^s  d'un  triangle  ABC,  rectangle  en  B,  par  les  poioU 
C  et  B'  de  nunièr«  i  ce  que  l'on  ait  :  AC  X  BB'  =  OB'  X  BC'  j  chercher  le  lira  ih 
point  d'intenection  des  droites  CC',  AB". 

Bx.  *•.  TrouTer  l'enveloppe  des  droites  inscrites  dans  un  angle  dmt  el  qni  Mt 
leurs  milieux  sur  une  droite  fixe. 

Ex.  ••.  Trouver  le  lieu  des  projections  du  centre  d'une  conique  sur  la  drMte  qui 
réunit  les  exlrànitës  de  deux  diamètres  conjugués. 

Ex.  •!.  Par  un  point  Bxe  P,  on  mène  une  sécante  qnelconqne  qui  rencontre  mt 
conique  en  A  et  B  ;  qnel  est  le  lieu  des  points  H  tels  que  PH*  =  FA  X  PB- 

Ex.  S«.  On  mène,  par  les  sommets  A  et  A'  d'une  conique,  des  cordes  snpplémeft- 
taires;  chercher  le  lieu  de  l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  A'inrca 

El.  ta.  On  mine,  en  un  point  quelconque  A  d'un  cercle  donné,  une  tangente  qie 
Ton  termine  en  T  i  un  diamètre  fixe  ;  on  élève  ensaite,  au  point  T,  une  ptfpeitdicB- 
laire  au  diamètre,  et  on  prend  TH  =  TA  ;  quel  sera  le  lien  du  point  H? 

El.  »4.  On  mène  des  cercles  tangents  en  0  à  une  droite  donnée  ;  par  deux  paintt 
fixes  de  la  même  droite,  on  mène  des  tangentes  ;  trouver  le  lieu  des  points  d'intcrtMtxa 
des  tangentes. 

Ex.  S*.  On  donne  une  ellipse  dont  AB  est  le  ^tand  axa  et  F  un  fojer.  Par  k 
sommet  A,  le  plus  voisin  de  ce  foyer,  on  mène  une  droite  qui  rencontre  la  courbe  en  C, 

AD 
et  on  la  prolonge  d'une  quantité  CD  tels  que  le  rapport  —  soit  constant  j  puis  on  art 

les  droites  BC  et  FD  qui  se  rencontrent  en  H^  trouver  le  lieu  du  point  M,  quand  k 
sécante  tourne  autonrdu  point  A  (Ecole  normale,  I84S). 

Ex.  a«.  On  prend  deux  points  fixes  P  et  Q  sur  la  base  d'un  triangle  ABC;  on  miK. 
par  ces  points,  deux  droites  rencontrant  CA  et  CB  en  deux  points  a  et  £  tels  que 
Ca  CA 

|i  et  9  étant  des  constantes;  trouver  le  lien  des  intersections  de  Va  et  Qb  (Ecole  pclf- 
tecfa  nique,  ISfS). 

Ex.  »fl.  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  une  section  conique  quelesDqiit 
POQ  aux  points  B  et  C;  on  mène  une  troisième  tangente  quelconque  DB  et,  pir  In 
points  D  et  E  où  elle  rencontre  les  deux  premières,  on  tire  des  parallèles  aux  mèoin 
tangentes.  On  propose  :  I*  De  déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersedioi 
H  de  ces  piralièiet;  2*  De  reconnaître  que  l'angle  EFD,  sous  lequel  on  voit  de  Pnn  i** 
foyers  F  la  langenle  mobile  ED,  conserve  une  valeur  constante;  3*  On  examinva  \t 
cas  où  la  section  conique  est  une  parabole,  et  on  fera  voir  que,  dans  ce  eu,  les  segDMiili 
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interceplés  sur  les  portions  AB,  AC  àes  tangentes  fixes  par  la  langente  mobile  sont 
réciproquement  proportiounels  (£uole  nomiile,  ISit). 

Ex.  9».  Etant  donnée  une  ellipse  et  ud  point  A  sur  l'ellipse,  on  décrit  un  cercle 
tiDgent  à  la  conrbe  en  ce  point  ;  on  demande  ie  lieu  des  tangentes  communes  qui  ns 
passent  pas  par  le  point  A,  lorsqu'on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  (Caneours  générai, 
iSU). 

Ex.  ■■.  XOY  est  un  angle  droit,  A  un  point  de  OX,  B  nn  point  de  OY  ;  on  m^e 
les  droites  AH,  BH  telles  qne  l'angle  MBY  =  2HAX,  Ou  demande  le  lieu  du  point  H 
(Ecole  polytechnique,  16^. 

£1.  am,  TOX  est  un  angle  quelconque,  A  un  point  fixe;  de  ce  point,  on  mine  une 
sécante  quelconque  qui  coupe  les  calés  de  l'angle  en  B  et  Cj  on  prend,  sur  chaque 

BH      m 
sécante,  un  point  H  tel  que  —  =  —  ;   on  demande  Je  lieu  des  points  H  {Ecole  poly- 

lecbniqoe,  1819). 

Ex.  SI.  D'un  point  R,  pris  sur  le  cdté  OX  d'un  angle  TOX  donné  et  quelconque, 
on  mine  une  tangente  aux  cercles  inscrits  dans  cet  angle;  on  demande  le  lien  des  points 
de  contact  de  ces  tangentes  (Ec<de  polylechniqjie,  iSiS). 

Ex.  as.  IVouTer  le  lieu  des  milieux  des  cordes  égales  d'une  ellipse  donnée  (Ecole 
polytechnique,  ISiS], 

Ex.  sa.  Lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  relatives  à  trois  cercles  concourent 
en  on  même  point  (Ecole  polytechnique,  I8M). 

Ex.  S4.  Lieu  des  points  de  division  en  moyenne  et  extrême  raison  des  cordes  d'tme 
ellipse  issues  d'un  même  point  (Ecole  polytechnique,  ISiffj. 

Ex.  Sft.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  un  axe  commun;  on  mène  une  suite  de 
sécantes  parallèles;  trouver  le  lieu  des  milieux  des  segments  compris  entre  l'ellipse  et 
l'byperbole  (Ecole  polytechnique,  1846). 

Ex.  SS.  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC,  on  mène  une  droite  quelconque;  des 
points  B  et  C,  on  abaisse  sur  celte  droite  les  perpendiculaires  BP,  CQ  ;  trouver  le  lieu 
des  points  H  de  ces  droites  pour  lesquels  AH'  ;=  AP  X  AQ  (École  polytechnique,  1847). 

Ex.  SI.  On  donne  une  droite,  un  point  0  sur  cette  droite,  et  deux  points  A  et  B 
bors  cette  droite;  on  mine  une  suite  de  couples  de  sécantes  AU,  BM,  qui  la  coupent  en 
des  points  C  et  D  tels  qne  le  produit  OC  X  OD  est  constant;  trouver  le  heu  des  points  H 
(Ecole  polytechnique,  1848). 

Ex.  SB.  Lieu  des  projections  du  sommet  d'ane  ellipse  sur  ses  tangentes  (Ecole 
polytechnique,  1848). 

Ex.  ■•.  Soient,  dans  un  plan,  une  ellipse  et  une  droite  située  hors  de  cette  ellipse. 
On  prend  sur  la  droite  deux  points  N  eFN'conjnguéspar  rapport  à  l'ellipse;  cela  posé: 
1*  Prouver  qu'il  existe,  dans  le  plan  de  l'ellipse,  deux  points  0  et  0'  desquels  on  voit 
chaque  segment  NN'  sous  un  angle  droit;  2°  On  demande  ie  lieu  des  points  0  et  O*, 
quand  la  droite  se  meut  parallèlement  à  elle-même  (Ecole  polytechnique,  1849). 

Ex.  4*.  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre  ;  trouver  le  lieu  des  intersections  de 
son  axe  focal  avec  une  tangente  è  celte  ellipse  qui  reste  constanunent  parallèle  à  une 
droite  donnée  (Ecole  polytechnique,  1849). 

Ex.  «1.  Soit  un  angle  ABC;  AetCdeux  points  prissur  ses  e£lés;  par  son  sommetB, 
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on  mène  anr  droite  quelconque  Bjr  ;  des  points  A  et  C,  on  abaisse,  sur  ceuc  droite,  b 
perpendieulurea  AD,  CE.  Trouver  le  liea  du  point  0  milieu  du  segment  DE  de  la  dnita 
B^i  compris  entre  les  pieds  des  perpendicubires  (Ecole  polytechnique,  IStiP). 

Ex.  ta.  Etant  donnée  une  droite  L,  on  mène  de  chacun  de  ses  pointa  H  deui  droiltf 
i  deui  points  fixes  P  et  F.  Deux  autres  points  fixes  O  et  (K  sont  tes  soounets  de  dm 
angles  AOB  A'O'B',  de  grandeurs  données  et  coiistanles,  que  l'on  fait  tourner  ■■loar 
dé  leurs  sommets  respectifs,  de  manière  que  leurs  cotés  OA,  O'A'  soient  respediTemeDl 
perpendiculaires  aux  deux  droites  Mf  et  H'P'.  On  demande  quelle  est  la  courbe decriLr 
par  le  point  d'intersection  N  des  deux  droites  OA,  O'A',  et  la  courbe  qui  est  déoilc 
par  le  point  d'iuleraeclion  des  deux  autres  côtés  OB,  O'B',  quand  le  point  H  glisse  sv 
la  droite  L  (Concours  général,  ISSl). 

Ex.  4S.  On  donne  une  cooique  et  deux  axes  fixes  qui  passent  par  un  rojer  dqiii 
font  entre  eux  un  angle  de  grandeur  drlerniiuée;  on  felt  rouler  sur  !a  courbe  dm 
tangente,  et,  par  les  points  où  elle  rencontre  dans  cbacune  de  ses  positions  In  ue 
fixes,  on  mène  deux  autres  tangentesfji  la  courbe;  ces  deux  dernières  taDgeolei  le 
coupent  eu  an  point  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  (Ecole  normale,  iSSS). 

Ex.  M.  Trouver  Taire  du  segment  compris  entre  un  arc  de  parabole  et  sa  conle; 
chercher  le  lien  géométrique  des  milieux  des  cordes  qui  déterminent  dans  la  parabole 
des  segments  équivalents  (Ecole  nurmale,  ISBfi). 

Ex.  M.  Etant  donnée  une  parabole  CAB,  la  sécante  UAB  se  meut  sous  la  condition 
que  les  normales  anx  points  A  et  B  se  coupent  en  un  point  C  de  cette  courbe.  Par  le 
point  C,  on  mène  la  tangente  CM  qui  coupe  la  sécante  en  M.  Cela  posé,  on  demande  de 
tronver  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  quand  la  sécante  prend  taotei 
les  positions  compatibles  avec  la  condition  h  laquelle  elle  est  sasujctlie  (Ecole  pdj- 
techoique,  1860). 

Ex.  éM.  On  donne  une  conique  et  un  point  P  dans  son  plan;  par  ce  point,  oo  nèiie 
une  sécante  PAB  ;  puis,  par  les  points  A  el  B  on  elle  rencontre  la  conique,  des  tangentes 
qai  se  coupent  en  H;  on  abaisse  HK  perpendiculaire  sur  PAB;  trouver  :  1*  Le  lien  des 
points  Kj  il  est  le  m^ne  pour  toutes  les  coniques  homofocales  ;  3*  L'enveloppe  de  li 
droite  HK  (Ecole  normale,  1861). 

Ex.  4t.  Deux  paraboles  de  même  paramètre  ont  leurs  axes  à  angle  droit)  l'one 
d'elles  «st  fixe  el  ['autre  mobile.  Une  corde  commune  AB  passe  constamment  par  le 
pied  D  de  la  direetrice  de  la  parabole  fixe;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de 
la  parabole  mobile  (Concours  général,  iStS). 

Ex.  «•.  Par  les  extrémités  A  et  B  d'une  corde  Afi  d'une  longueur  constante  et 
inscrite  dans  un  cercle  donné  0,  on  mène  des  droites  AM,  BM  respectivement  paral- 
lèles i  deux  droites  fixes;  trouver  le  lieu  du  point  H  (École  normale,  1863). 

Ex.  «•.  On  donne,  sur  un  plan,  deux  circonférences  G  et  V;  d'un  point  A  de 0, 
on  mène  des  tangentes  i  0'  ;  on  joint  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  ;  cette  droite 
coupe  la  tangente  en  A  à  la  circonférence  0  en  nn  point  H;  on  demande  le  lien  da 
point  H,  lorsque  A  parcourt  la  circonférence  0  (École  polytechnique,  1863), 

Ex.  ■•.  On  donne  une  courbe  du  second  ordre  S,  et  une  circonférence  décrite  de 
l'un  de  ses  foyers  F  comme  centre  ;  en  chaque  point  H  de  la  coniqne  S,  on  tnce  la 
normale  à  cette  courbe  ;  on  mène  ensuite  les  tangentes  au  cercle  (F)  par  les  pwnts  m 
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eelte  nomMle  le  rincontre  ;  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  tuigeDtM< 
lorsque  le  point  H  décrit  la  conique  S  (Ecole  polytechnique,  1865). 

Bi.  Kl.  On  donne  deux  coniques  ayant  un  même  foyer  et  leurs  txes  proportionnels; 
soient  FA,  FA'  leurs  nyons  recteurs  minimum^  on  feit  tourner  ces  rtyons  veetenrs 
latonr  de  F,  en  conservant  leur  distance  angulaire;  soient  FC,  FC  une  position;  en 
C  et  C'on  mène  les  tangentes  i  chacune  des  coniques;  trooTer  le  lien  de  leur  point 
de  rencontre  (Concours  géuénil,  186X}. 

El,  S*.  Soient  deui  paraboles  P,,  P|  ayant  toutes  deux  pour  Toyer  le  point  fixe  0, 
et  pour  axes  les  droites  OX,  OY  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  ;  menons  i  ces 
courbes  une  tangente  commune  qui  loncbe  Pi  en  Hi ,  et  Pi  en  X,;  prenonsle  milieu  M 
delà  portion  H,  M).  On  demande  le  lieu  du  point  H,  lorsque'les  paramètres  des  puft* 
boles  varient  de  manière  que  la  tangente  commune  H,  H|  passe  toujours  par  un  point 
fixe  A  (Ecole  polytechnique,  1SS8). 

Ex.  U.  Etant  donné  un  rectangle  et  un  point  P  dans  le  plan  de  ce  rectangle,  par  le 
point  P,  on  mène  une  droite  quelconque  PQ  et  l'on  imagine  les  denx  coniqnes  qui 
passent  par  les  sommets  du  rectangle  et  qui  sont  tangentes  à  la  droite  PQ.  Soient  E,  E' 
les  deux  points  de  contact,  et  H  le  point  milieu  de  EE'.  Chercher  l'équatioD  du  lieu 
décrit  par  le  point  M,  qnand  on  fait  tourner  la  droite  PQ  autour  du  point  P  (Ecole 
normale,  tS69). 

Ex.  mt.  On  donne  un  triangle  rectangle  isocèle  AOB  et  on  demande  :  t*  L'éqnation 
générale  des  paraboles  P  tangentes  anx  trois  cAtés  du  triangle  ;  3*  L'équation  de  t'axe 
de  l'une  quelconque  de  ces  paraboles;  3"  L'éqaatioD  et  ta  forme  du  tien  des  projeetions 
dn  point  0,  sommet  de  l'angle  droit,  sur  les  axes  des  paraboles  P  (Ecole  polytech- 
nique, 1869). 

Ex.  ttK.  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P,  on  mène,  par  ce  pointi  des 
normales  A  l'ellipse  A  et  l'on  considère  la  conique  B  qui  passe  par  le  point  P  et  le 
pied  des  quatres  normales  :  1°  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique  B  et 
celles  de  ses  royers  ;  S*  Trouver  le  lieu  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers  de  la  conique  B, 
lorsque  l'ellipse  A  varie  de  manière  b  ce  que  ses  Toyers  restent  Gxes;  3*  Trouver 
le  lieu  des  points  d'intersection  du  Heu  D  et  de  ta  droite  OP,  lorsque  le  point  P 
décrit  an  cercle  de  rayon  donné  et  ayant  pour  centre  le  centre  0  de  l'ellipse  A  (Ecole 
normale,  1S73). 

Ex.  ftS.  Étant  donnés  un  triangle  et  un  point  H,  on  sait  qne  l'on  peut  généralement 
faire  passer  par  ce  point  deux  paraboles  circonscrites  au  triangle.  On  demande  de 
construire  et  de  discuter  le  lieu  des  points  H  |)onr  lesquels  les  axes  des  denx  paraltoles 
correspondantes  font  un  angle  donné  (Ecole  polytechnique,  1874). 

Ex.  S«.  Trouver  te  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  donné  P  à  une 
série  d'ellipses  qui  ont  un  sommet  commun  B,  la  même  tangente  en  ce  point,  et  telles 
ijue,  pour  chacune  d'elles,  le  rapport  de  l'axe  parallèle  i  la  tangente  commune  au 
second  axe  soit  égal  à  une  constante  donnée  jI  (Ecole  normale,  187S). 

Ex.  BB.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  l'intersection  des  deux  normales,  menées  à 
la  parabole  aux  denx  extrémités  de  toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogo- 
nales sur  une  perpendicnlaire  à  l'axe  ont  même  valeur.  Que  dire  du  cas  où  l'on  fait 
tendre  vers  o  celte  valeur  de  la  projection.  Revenant  au  cas  général,  on  se  propose 
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de  meaer,  par  un  point  quelconque  du  lieu,  trois  normiles  à  le  panbole  (Emit  polj- 
teehnique,  iffTS). 

Bz.  m».  On  donne  deni  aiei  rectaDgalaires  On  «t  Oy  irec  une  psnilèle  Àx  i  Tut 
des  y  qui  intercepte  sur  Os  un  segment  OA  c^  o.  M  étant  un  point  quelconque  du  fiât, 
OD  leprqette  en  D  sur  Az,  et  l'on  mène  OH  qui  coupe  Az  en  fi;  enfin  on  tire,  pif  le 
poÏDt  B,  aoe  pirallàle  i  Ox  qui  coupe  OD  en  H'.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  peint  V, 
quand  le  point  H  décrit  un  cercle  donné  ayant  sou  centre  sur  l'aie  des  x. 

Ex.  ••.  TrooTer  te  lieu  iee  sommets  des  angles  droits  dont  les  cfiés  sont  nonaaai 
i  l'ellipse.  Eiaminer  le  eu  de  la  parabole  et  de  l'hyperbolB. 

Ez.Sl.  Etant  donnée  une  ellipse  fiie  et  un  cercle  dont  le  centre  eal  fixe  elle nj«ii 
variable,  trouver  le  lien  du  point  milieu  de  la  corde  commune. 

Ex.  •>,  Par  un  point  H  d'une  ellipse,  on  mène  les  rayons  vecteurs  HF,  MF'  ànà 
que  la  normale  HP  ;  trouver  le  lieu  des  pointe  P  tels  que  HP*  =  HF  X  MF'. 

Ex.  •■.  Une  droite  de  longueur  constante  s'appuie  sur  ud  cercle  et  une  droite  fiia; 
chercher  te  lien  du  milieu  de  cette  droite. 

Ex.  •<.  Déterminer  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  somme  des  carrés  des  noivabt 
meoécs  i  une  conique  fixe  soit  égale  à  une  eonstanle  donnée. 

Ez.  ••.  On  donne  une  ellipse  et  une  droite  fixes  j  quel  sara  le  lieu  des  points  tels  que 
les  tangentes  menées  à  l'ellipse  de  chacun  d'eux  interceptent  sur  la  droite  fiieniK 
longueur  constante  ? 

Ex.  ••.  Trouver  le  lien  des  centres  de  gravité  des  triungtes  équiletéraux  fbnnés  par 
trois  normales  à  la  parabole. 

Ez.  St.  Etant  donnés  un  cercle  et  une  droite  fixes,  on  décrit  un  second  cerde  lynit 
son  centre  eu  un  point  quelconque  de  la  droite,  et  coupant  orthogonalement  le  cetdc 
donsé;  déterminer  le  lieu  des  poinli  qui  ont  même   polaire  par  rapport  lax  deai 

Ex.  ••.  Un  triangle*  pour  sommets  les  deux  foyers  d'une  elhpse  et  un  point  qaelcMi- 
que  de  la  courbe;  trouver  les  lieux  géométriques  du  centre  de  gravité  du  triangle,  <b 
centre  du  cercle  circooscrit,  du  point  de  concours  des  hauteurs,  ainsi  que  renTelq>|K 
de  ta  droite  qui  renferment  ces  trois  points. 

Ex.  ■•.  Sur  les  tangentes  à  une  ellipse,  on  porte,  i  partir  de  leur  pcnnt  de  cooUct, 
une  longueur  égale  à  celle  du  diamètre  parallèle  ;  quel  sera  le  lieu  des  eitrémîléi  di  tel 
droites  f 

Ex.  «•.  Une  ellipse  donnée  se  meut  à  l'intérieur  d'une  parabole  fixe  de  maniire  • 
toucher  cette  parabole  en  deux  points.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  l'ellipte  (t 
l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact. 

Ex.  91.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  fixe  :  1°  A  lautes 
les  paraboles  qui  passent  par  trois  pointe  donnés;  3*  A  toutes  les  coniques  qui  pssKiit 
par  quatre  points  donnés. 

Ex.  ••.  Lorsque  les  médianes  d'un  triangle  inscrit  dans  une  ellipse  se  coupent  ni 
centre  de  la  conrbe,  le  lien  du  point  de  concours  des  hauteurs  est  une  ellipse  tangtoie  > 
U  développée. 

Ex.  «S,  On  donne  une  ellipse  ;  trouver  :  ("  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  nonoilcsi 
2*  Le  lieu  des  pôles  de  ces  normales. 
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Ex.  94.  EUnt  donitëM  dani  an  plan  deni  panboles,  on  les  bit  tourner  antonr  de 
lenn  Mmroets  ni^iosét  fixes  de  nuDière  que,  dins  chteune  de  leurs  partions,  leurs 
qnatre  pwnU  d'inleriectiDii  mieni  sur  une  drcouEérence  ;  trooTer  le  lien  drx  centre  de 
Mtte  drcoliHreiKe. 

Ex.  ts.  On  an^e  ■  son  Momtet  en  un  point  A  d'une  conique  et  ses  cât^s  AB  et  AC 
sont  également  inclinés  aur  la  tangente  en  A;  la  droite  BC,  qui  joint  les  points  d'inter- 
sectioD  des  eot^  arec  la  conique,  coupe  la  tangente  en  A  au  point  M  indépendant  de  ta 
valiar  da  l'angle;  tronver  le  lieu  du  point  H,  quand  le  point  A  décrit  la  conique. 

£k.  9fl.  Une  eBipse  de  grandeur  constante  est  mobile  auloar  de  son  centre  C,  tandis 
qu'une  droite  passant  par  un  point  Gxe  O  demeure  constamment  parallèle  au  grand  aiej 
trooTcr  le  lien  des  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  l'ellipse. 

Lorsqu'une  équation  définit  ane  conique  à  centre  assujettie  à  quatre 
conditions  géométriques  simples,  on  une  parsbole  assujettie  à  trois  ' 
conditions,  elle  doit  encore  renfermer  un  paramétre  arbitraire;  en 
faisant  varier  ce  dernier,  on  obtient  an  système  de  courbes  du 
second  ordre  qui  satisfont  aux  conditions  données.  On  peut  se  proposer, 
dans  ce  cas,  de  déterminer  le  lieu  géométrique  des  centres,  des  foyers, 
des  sommets  de  toutes  les  coniques  de  la  série,  ainsi  que  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  fixe,  etc.  On  conçoit,  sans 
peine,  que  de  là  dérivent  un  grand  nombre  de  lieux  géométriques  à 
déterminer,  parmi  lesquels  nous  indiquerons  ceux  qui  suivent. 

El.  t«.  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  ont  une  asymptote  et  on  foyer  eommans 
(Ecole  polytechnique,  iSi»). 

Ex.  ta.  LieudesfoyersdesnanbolesquiontlemêmesommetAetlamémetangente HT. 

Ex.  9*.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  ayant  un  point  commun  P,  une 
tangente  coramane  avec  le  point  de  contact  donné  sar  la  tangente;  discuter  le  lieu 
soirant  la  position  du  point  P.  {Ecole  normale,  166S). 

Ex.  ••.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  ont  une  directrice  et  un  point  communs- 

Ei.  •!.  Lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  cercles  tangents  à  une  droite 

Et.  «a.  Etant  donnés  un  cercle  et  un  point  dans  son  intérieur,  on  imagine  que,  sur 
chacun  des  diamètres  de  ce  cercle,  on  décrive  une  ellipse  qui  ail  ce  diamètre  pour  grand 
■le  et  qui  passe  par  le  point  donné;  on  demande  :  1' L'équation  générale  de  ces  ellipses; 
1*  Le  lieu  géométrique  de  leurs  foyers  ;  3>  Le  lieu  des  extrémités  de  leurs  petits  axes 
(Concours  général,  IM9). 

Ex.  ma.  Lien  des  foyers  des  hyperboles  qui  ont  une  asymptote  et  un  sonimel  communs 
(Eccde  polytechnique,  18W). 

Ex.M.  Annesnitad'ellipses  ayant  leurs  lbyerseonununs,onmènedestaikgentes  paral- 
lèles t  une  droite  donnée;  trouver  le  lieu  des  points  de  contBet(EcoIe  polytechnique,  18J S). 

Ex.  SS.  Lieu  des  loyers  des  paraboles  égales  inscrites  dans  te  même  angle  droit  (Ecole 
polytechnique,  <8<8). 
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Ex.  ■•.  Lieu  d«s  Mnuneti  des  hyperboles  ayuit  uns  ujmptota  wmnuuw  et  aie 
directrice  eommune  (Ecole  polytechnique,  18i9]. 

El.  •«.  Trouver  le  lieu  gëométriqae  des  sommets  des  coniques  qui  puseni  jar  deu 
poJDlg  donnés  et  dont  les  aies  aont  parallèles  et  proportioDDeU  à  ceux  d'une  MOÎqK 
donnée  (Ecole  normale,  1863). 

Ex.  sa.  On  donne  trois  points  A,  B,  C  fixes  ;  par  A,  on  mine  une  dioile  AA'; 
1*  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  i  AA'  tonchaat  les 
coniques  passant  par  B  et  C,  et  tangentes  en  A  à  la  droite  AA';  ce  lien  est  une  cniqM; 
2>  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  coniques,  lorsque  li  drtnie  AA'  tourne  antoor 
du  point  A  (Ecole  Dormaie,  18H). 

Ex.  ••.  Démontrer  qoe  les  quatre  points  d'intersection  de  denx  coniques  qoelaaqiKS 
inscrites  dans  un  rectangle  donné  sont  les  sommets  d'un  panlIélogranuDe  dont  les  e6lcl 
sont  parallèles  i  deux  directions  Gies;  X*  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  det 
tangentes  menées  d'un  point  du  plan  à  tontes  les  coniques  inscrites  dans  un  rectaagle 
donné,  on  bien  des  tangentes  parallèles  i  une  direction  donnée;  3*  Trouver  le  lien  des 
points  de  toutes  ces  coniques  où  U  tangente  bit  un  angle  donné  avec  le  diamètre  pi 
aboutit  au  point  de  contact  (Concours  général,  1866). 

Ex.  S*.  Etant  données  deux  droites  rectangulaires  AB  et  CD,  on  considên  k* 
hyperboles  asymptotes  i  la  droite  AB  et  tangentes  à  CD  en  un  point  P.  Trouver  ;  !■  U 
lieu  des  foyers  des  hyperboles  j  2*  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  deniicBe 
asymptote  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pointP  sur  la  directrice;  3*  Le  Iteoda 
point  de  rencontre  de  cette  deuxième  assymptote  et  de  la  droite  qui  joint  le  foy w  m  poiM 
d'intersection  0  des  deux  droites  données  (Ecole  normale,  1867). 

Ex.aa.  Etant  donnés  no  triangle  BOA  rectangle  en  0  et  une  droite  D,anpn>pMe: 
f*  De  former  Téquation  générale  des  hyperboles  éqnilatères  circonscrites  an  triangle 
BOA;  i*  De  calculer  l'équation  du  lien  L  des  points  où  ces  différentes  byperiwles  Mt 
pour  tangentes  des  parallèles  à  D;  3*  D'examiner  les  différentes  formes  du  lien  L 
correspondantes  aux  diSérentes  directions  de  la  droite  D  (Ecole  polytechnique,  1867). 

Ex.  M.  On  donne  un  cercle  et  un  point  A,  et  l'on  demande  le  lieu  des  centra  de* 
hyperboles  équiUtères  assujetties  à  passer  par  le  point  donné  A  et  i  toucber  endrai 
points  le  cercle  donné.  On  discutera  la  conrbe  obtenue  pour  les  différentes  positionsdi 
point  A,  et  l'on  démontrera  que,  dans  le  cas  général,  les  points  de  contact  des  tangentes 
qu'on  peut  mener  an  lieu  par  le  point  A  sont  situés  snr  une  circonférence  de  cerde 
(Ecole  polytechnique,  1873). 

Ex.  ••■  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  rectangle,  on  hit  passer  des  pandnlt*; 
on  mène,  i  ces  paraboles,  des  tangentes  parallèles  k  l'hypothénuse  du  triangle  danoéi 
1*  On  demande  le  lieu  des  points  de  contact;  S*  Le  lieu  cherché  est  nne  conique  qui 
coupe  chacune  des  paraboles  en  quatre  points;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
gravité  du  triangle  formé  par  les  sécantes  communes  qui  ne  passent  pas  par  Pvigiiie 
(Ecole  normale,  1874). 

Ex.  »é.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  dlipse  d'une  grandeur  constante  dont  k 
périmètre  paue  par  un  point  fixe,  et  dont  l'axe  focal  passe  par  un  autre  point  fixe. 

Ex.  ••.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  P  rai  eonîqw 
passant  par  quatre  points. 
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Ex.  ••.  Trouver  te  lien  du  centre  d'une  ellipse  d'aire  cwuUnte  circonscrite  è  un 

El.  M.  Trouver  :  1°  L'équation  du  lieu  des  sommets  des  paraboles  inscrites  à  un 
triangle  rectangle  ;  S*  L'équation  du  lieu  des  pieds  des  normales  issues  du  sommet  de 
i'iDgle  droit  j  3°  L'équation  du  lieu  des  seconds  points  de  rencontre  de  ces  normales  avec 
las  paraboles. 

Ex.  ffs.  Lien  des  pieds  des  normales  menées  d'an  point  fiie  à  une  série  d'ellipses 
tomothétiques  et  concentriques. 

El.  M.  On  donne  un  triangle  ABC  et  une  ellipse  qui  a  pour  foyers  les  points  B  et  C  ; 
trouver  le  lieu  des  seconds  foyers  des  ellipses  inscrites  au  triangle  ABC  et  dont  un  foyer 
est  SDT  l'ellipse  donnée. 

Ex.  !••.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe 
au  hyperboles  équilatères  tangentes  aux  trois  côtés  d'un  triangle  donné. 

Ex.  «•■.  On  donne  deux  points  0,  A,  el  l'on  considère  toutes  les  paraboles  qui  ont 
le  point  0  pour  sommet  et  qui  passent  par  !e  peint  A.  On  demande:  1°  Le  lieu  du 
point  de  concours  de  la  normale  au  sommet  0  et  de  la  tangente  en  A  ;  S*  Le  lieu  du 
ptHut  de  concours  des  tangentes  au  sommet  0  et  au  point  A  ;  3°  Le  lieu  du  jwint  de 
concours  de  la  tangente  au  sommet  0  et  de  la  normale  en  A;  i"  Le  lieu  du  point  de 
concours  des  normales  au  somme!  0  et  au  point  A.  (Ecole  centrale,  1876). 

Ex.  fl«a.  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  rectangle 
en  A,  et  telles  que  tes  tangentes  en  Bel  C  à  ces  eoniques  aillent  se  cooper  sur  la  hauteur 
dn  Iriangle  :  On  demande  :  l'  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  B  et  C  &  ces 
coniques;  S*  Le  lien  des  centres  de  ces  coniques;  ou  distinguera  les  points  du  lieu  qui 
sont  des  centres  des  ellipses  de  ceux  qui  sont  des  centres  des  hyperboles;  3°  Le  lieu  des 
pôles  d'une  droite  quelconque  D;  ce  lieu  est  une  conique;  on  considère  toutes  les 
droites  D  pour  lesquelles  cette  conique  est  une  parabole  et  l'on  demande  le  lieu  des 
projections  du  point  A  sur  ces  droites.  (Ecole  normale  supérieure,  1877). 

Ex.  «•>.  1°  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant  par  deux  points  donnés 
A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont  une  direction  donnée  ;  2°  Donner  l'expression  des  coor- 
données du  sommet  et  du  foyer  de  ces  paraboles  ;  3°  On  mène  k  chaque  par«bcle  tme 
tangente  perdendiculaire  i  la  droite  AB  ;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  et  construire 
le  lieu.  Notation  :  AB  étant  prise  pour  axe  des  y  et  une  perpendiculaire  pour  axe  de*  b, 
00  fera  AB^aa,  en  appelant  m  le  coefficient  angtdaire  de  la  direction  donnée  d«s 
diamètres.  (Ecole  centrale  1880). 

Ex.  <•«,  Soient  H  et  N  les  pointa  oii  l'axe  des  x  rencontre  le  cercle  x'  +  y*^**; 
considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  points  H  et  N  ; 
menons  par  un  point  Q  pris  arbitrairement  sur  le  cercle  des  tangentes  1  l'hyperbole. 
Soient  A  et  B  les  points  ou  le  cercle  ccupe  la  droite  des  points  de  contact.  Démontrer 
que,  des  deux  droites  QA  et  QB  l'une  est  parallèle  à  une  direction  fixe  et  l'autre  passe 
par  un  point  fixe  P.  Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  eorrespondanle  qui  passe  par 
les  points  H  et  r<  est  déterminée;  on  construira  géométriquement  son  centre,  ses 
asymptotes,  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  une  droite  y  :=  z,  quel  est  le  lieu  décrit 
par  le  foyer  de  l'hyperbole  ?  On  déterminera  son  équation  et  on  le  construira.  (Ecole 
polylechuiqne,  1880). 
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CHAPITRE  X. 

PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES    DES   CONIQUES. 
Méthode  de  la  notatloii  abrégée. 


SoNNAïu.  —  Dit  tirantt*  communiM  a«z  ueliont  tontquei.  Signi/ieatioit  det  èfwfini 
S  — JlS'  =  0,  S  —  iAV  =o.  S— iA*=a  Théorémei  divgri  qui  iéeoulrnt  de  en 
équation»,  ~  Dr*  poinU  ds  emuonrl  da  langenlti  commun'i  m  pointi  MiMiWu. 
Propriélù  de  eu  poinU  gui  ritullml  dtt  ^qauliout  S  —  iS'  ^  o,  S  —  *AA'  =  o, 
S  —  k\*  :=  O,  torique  S,  A  «1  A'  $oni  dri  fonction*  de*  coordonnée*  h  ri  e. 

tS9.  Après  HvoirdémoQtré  les  propriétés  principales  dccbaque  courbe 
du  second  ordre  au  moyen  de  son  équation  pour  une  origine  et  un  sys- 
tème d'axes  particuliers,  nous  allons  reprendre  l'équation  générale  dn 
second  degré  qui  renferme  ces  trois  lignes  et  en  déduire  des  propriétés 
communes  aux  seelions  coniques.  Nous  ferons  connaître  successiTcmeal 
les  méthodes  analytiques  les  plus  importantes  qui  ont  ëtc  employées  iv« 
suecès  dans  l'étude  de  ces  courbes,  en  insistant  spécialement  sur  le  bol  et 
l'utilité  de  chacune  d'elles,  sans  vouloir  accumuler  k  plaisir  les  théorèmes 
nombreux  qui  peuvent  s'en  déduire. 

Nous  e^iposeroDS,  dans  ce  chapitre,  la  méthode  des  notations  abrègm. 
Elle  consiste  à  représenter  par  une  seule  lettre  le  premier  membre  <ic 
l'éqtiation  du  premier  et  du  second  degré,  de  sorte  que  les  sections  cooi- 
qaes  et  les  droites  qui  entrent  dans  une  figure  ont  des  équations  de  U 
forme 

S  ^  o.  S'  =  o,  A  ^^  o,  B  ^=  o, 

S— JtS'  =  o,  S  —  kAB  =  o...., 


D,gnz.dbvC00gle 


-  328  — 
dans  lesquelles 

S  =  Ay»  +  zBxy  +  Ca:'  +  îDy  +  aEi  +  F, 
S'  =  A'y*  +  iB'xy  +  Ci»  +  20"^  +  aE'a:  +  F', 
A  =  OiX  +  bii)  +  Cj,        B  =  BiX  4~  6iy  +  c», 
et  i  un  paramètre  arbitraire.  On  peut  aussi  prendre  ces  mêmes  fonctions 
rendues  liomogènes  par  rapport  &  x,  y,  z.  Mous  allons  employer  ces 
équations   abrégées   pour  étudier  les   propriétés  des  sécantes  et  des 
tangentes  communes  à  deux  sections  coniques,  et  en  déduire  avec  fecililé 
plusieurs  théorèmes  remarquables. 

S    1.    SËUNTBS   COHIIUIIBS   DES   COHIQtlBS. 

9SS.  Considérons  d'abord  le  système  de  deux  coniques 
S  =  o.        S'  =  o. 

On  sait  que  l'élimination  de  y  entre  ces  équations  du  second  degré 
conduit,  en  général,  h  une  équation  du  quatrième  degré  en  x  dont  les 
racines  seront  les  abcisses  des  points  communs  aux  deux  courbes;  en 
admettant  que  ces  points  peuvent  être  réels,  imaginaires  ou  coïncidents 
en  même  temps  que  les  racines,  on  a  cette  proposition  générale  :  Deux 
coniques  âtuéei  d'une  manière  quelconque  dans  unplan  te  rencontrent  en 
quatre  point». 

En  réunissant  ces  points  deux  k  deux,  on  obtient  trois  couples  de 
droites  passant  par  leurs  points  communs,  c'esl-ii-dire,  trois  couples  de 
sécantes  communes.  On  donne  quelquefois  le  nom  de  sécantes  communes 
conjuguées  aux  droites  de  chaque  couple  et  celui  de  centre  à  leur  point 
d'intersection. 

Lorsque  l'équation  en  z  admet  quatre  racines  réelles,  on  a  aussi  {fy.  84) 
trois  couples  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  de  sécantes  communes  réelles;  si 
toutes  les  racines  sont  imaginaires,  elles  forment  deux  groupes  de 
quantités  imaginaires  conjuguées,  et  les  droites  qui  réunissent  les  points 
de  chaque  groupe  sont  encore  réelles;  les  autres  sécantes  sont  imaginaires 
parce  qu'elles  proviennent  de  la  jonction  de  points  imaginaires  non 
conjugués;  enfin,  dans  le  cas  de  deux  racines  réelles  et  de  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  on  a  encore  deux  droites  réelles  qui  leur  corres- 
pondent. Par  conséquent,  quelle  que  soit  la  potition  de  deux  coniques, 
if  existe  toi^ourt  un  couple  de  sécantes  communes  que  l'on  peut  construà-e. 
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4K4.  La  détermiaation  des  couples  de  sécantes  communes  et,  pu 
suite,  celle  des  points  d'intersection  de  deux  coniques  dépend  d'une 
équation  du  traisïème  degré  que  nous  allons  faire  connaître.  L'équition 

S  —  fcS'  =  o, 
où  k  eti  arbitraire,  définit  un  faùeeau  de  coniques  passant  par  les  prantt 
d'intersection  de  5  et  de  S'  ;  car  les  coordonnées  de  ces  points  anaDlant  à 
la  fois  S  et  S' satisfont  h  l'équation  quel  que  soit  k.  Or,  chaque  couple  de 
sécantes  communes  passant  par  ces  mêmes  points  constitue  une  cooiqae 
du  système  correspondant  &  une  valeur  de  it  pour  laquelle  S  —  iS'  se 
décompose  en  deux  facteurs  linéaires  :  ce  qui  exi^e  que  le  discriminanl 
de  cette  fonction  soit  nul.  Prenons  pour  S  et  S' les  équations  bomogèaes 
S  =  (n i»'  +  a^y'  +  ai,2*  +  2aitxy  +  zaïtxz  4-  2attyz  =  o, 
S'  =  o'ni*  4"  tt'iiy'  +  o'nii*  +  aa'iiiy  +  za'nxz  +  la'uyt  =  o, 
il  viendra 

S— ftS'=(a„— fta't.)x'+(a„— fca'«)y*+(o„— fto'iOi'+2(a..-t«i'it)iS 
+2{aii — ka\t)xz-\-2(an — ka'n)yz=o. 
Cette  équation  définira  deux  droites  avec  la  condition 
—  ka'ii,    Oit  —  Ao'ii,     ott  —  fca'ii 


(') 


Désignons  par  e 
déterminants 


-  ha't,,  o»  —  ia'tt,  On  —  ka'u 
-ka'ai,  att — ka'it,  a»  —  io'ji 
x'  les  discriminants  de  S  et  de  S', 


oii  an  ait 
o»  oii  au 
Oit  ail  «Il 


s'il    ( 


L'équation  (A)  provient  de  a  =  o  en  remplaçant  chaque  élément  sînpk 
Ori  par  0,1  —  ka'„  ;  si  on  développe  par  une  formule  connue,  elle  preodn 
la  forme 

(k)  «-pJt  +  |3'A'-«'it»  =  o, 

où  le  coefficient  Ci  est  l'expression 

a'nai  I  +  a'ttan  +  a'iia.i  +  a'uai,  +  o'jiai»  +  a\tan  i 
«Ml  '<ii  etc.  désignent  les  dérivées  premières  de  a  par  rapport  i  an, 
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0(1  etc.  Le  eoefficiait  ^  se  déduit  de  a'  par  le  même  ptocédi;  il  a  peur 
valeur 

Cette  équation  étant  résolue,  on  aura  trois  valeurs  de  k  pour  lesquelles 
on  peut  poser 

S  — it,S'  =  AA', 


-  A,S'  = 


-lt,S'  =  CC', 


les  facteurs  des  seconds  membres  étant  linéaires;  par  suite  A  et  A', 
fi  et  B',  C  etC  seront  les  trois  couples  de  sécantes  communes.  La  position 
respective  des  coniques  dépend  de  ces  droites,  et,  par  conséquent,  de 
la  nature  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,  il  faudrait  main- 
tenant discuter  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Or,  l'équation  en  k 
jouit  de  cette  propriété  que  les  cceflBcients  qu'elle  renferme  sont  des 
invariants;  elle  ne  change  pas  et 'elle  admet  les  mêmes  racines  quels  que 
soient  les  axes  auxquels  on  rapporte  les  coniques.  Nous  pouvons  donc, 
afin  de  simplifier  la  discussion,  prendre  pour  axes  des  coordonnées  les 
deux  sécantes  réelles  qui  existent  toujours.  Les  équations  des  coniques 
sont  alors  de  la  forme 

S  =■  btix'  -+-  6iiy'  +  6„i'  +  zbulfz  +  aftiix^  +  a^toiy  ^  o, 
S'  ==  i(6tii'  +  fruy*  +  6i»*'+  26t,yi  +  zbitxz)  -}-  2c,txy  =  o, 
ou  bien,  en  posant  t  =  i,  Cn  =  A6'ii, 

S^b,,x*  +  btty'  +  2bitxy -{- 2bijX  +  *6ijy +  6m^o, 

S'=»6iii*  +  6*i5*  +  2b',txy  +2611x4- 26»iy  +  6ii  =  o; 

car,  les  courbes  reucontreut  les  axes  aux  mêmes  points  et  les  équations 

qui  correspondent  &  y  ^i  o,  x  =  o  dans  cliacune  d'elles  doivent  être  les 

mêmes  ;  ce  sont  : 

(fx)      61  ,x*  +  46„x  +  6(1  =  o,    6.^'  +  afcity  +  6»  =  o. 
La  première  donne  les  points  communs  des  coniques  sur  l'axe  des  x, 
la  seconde  leurs  points  d'intersection  sur  l'axe  des  y.  L'équation  en  k 
est  alors 

6h(i— A)   6«  — A6'i.  6i.(i  —A) 
6.,_A6'„  6.^1 -A)   6„(i-A) 

M»-*)  M»-*)  M*-*) 
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Ole  renferme  nu  facteur  i  —  A  et  admet  pour  première  racine  i  =  i. 
Si  on  pose 


' 

i-jt     ' 

elle  devient,  après  la  suppression  du  facteur 

bu    k-     6» 

it'      6..    6„ 

b)i     6„    6„ 

ou  bien,  en  développant, 

{k')     b„k'*  ~  7b,tb»k'  +  bi,b*„  +  6„6'„  —  b„b„b»  =  o  : 
équation  du  second  degré  qui  admet  des  racines  réelles  avec  la  eondilion 

6'..6*«  —  6«(6n6*«  +  b»b*,i  —  b„b„bit)  >  o 
e'est-ù-dire 

(6*..  -   64.61,)  (6'„  ~  6„6„)  >  o. 
Elle  est  vérifiée  dans  les  deuK  hypothèses  suivantes  : 
6*1. —6,16,,  >o,        6*,,  — 6„6„>o; 
6*11  — 6n6aj  <  o,         6»,s—  6„63,  <o. 
Dans  le  premier  cas  les  racines  des  équations  (jj.)  sont  réelles  et,  dus 
le  second,  imaginaires.  Donc,  torique  l'équation  en  k  admet  trou  roatut 
réelles,  tes  coniquet  se  rencontrent  en  quatre  pointé  réels  ou  tn-qtutrt 
points  imaginaires;  ce  sera  ce  dernier  cas,  si  l'un  des  couples  des  sécantes 
communes  est  imaginaire. 
Avec  la  condition 

(6»,3  _  6„5„)  (6«„  —  6«6„)  <  o 
l'équation  (k')  a  des  racines  imaginaires  ;  pour  qu'elle  soit  vérifiée  il  salSt 
que  l'une  des  équations  (ji)  ait  des  racines  imaginaires  et  l'aotre  des 
racines  réelles.  Donc,  lorsque  f équation  en  k  n'a  qu'une  racine  réelle  U* 
coniques  se  rencontrent  en  deux  points  réels  et  en  deux  points  imaginairtt. 
Les  racines  de  l'équation  (k')  sont  égales  avec  la  relation 
(6i„  _  6,  .6„)  (6i„  _  6„6„)  =  o  ; 
elle  est  satisfaite  si  l'une  des  équations  (u)  admet  une  racine  double  ou 
encore  si  elles  ont  simultanément  une  racine  double.  On  aurait  eocore 
une  racine  double  pour  l'inconnue  k,  si  la  valeur  k=  i  était  racine  de 
l'équation  {k');  mais  alors  celle-ci  admettant  une  racine  infinie,  le  cocS- 
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dent  bst  doit  être  nul;  les  deux  courbes  passent  par  l'origine  et  leur 
tangente  commune  en  ce  point  est  S,'  =^  o  ou  bnx  4-  ^n  !/  ^  o.  Ainsi, 
lorsque  l'équation  en  k  a  deux  racines  égales  les  coniques  sont  doublement 
tangentes  ou  simplement  tatyenles  en  un  point  avec  deux  autres  points 
^intersection  réels  ou  imaginaires;  c'est  par  l'examen  des  couples  de 
sécantes  communes  qu'on  peut  juger  de  l'une  ou  de  l'autre  situation 
des  courbes. 

Enfin,  dans  le  cas  d'une  racine  triple  qui  est  nécessairement  réelle, 
l'équation  (k')  devant  avoir  deux  racines  infinies,  on  aurait  k  la  fois  : 
bn  =  o,  bii6ii  ^  o;  ce  qui  a  lieu  dans  les  hypothèses  suivantes  : 
bu  ^  o  et  6ii  =  o    ou    6ij  :=  o  et  6ii  ^  o. 

D'après  les  équations  (fi)  les  coniques  ont  alors  trois  points  d'intersety 
tion  confondus  avec  l'origine;  leur  tangente  commune  est  l'axe  des  xou 
l'axe  des  y.  On  peut  encore  satisfaire  aux  conditions  d'une  racine  tnple 
en  posant  simultanément 

611^0,  6(3  =  0,  6«  =  o; 
dans  ce  cas,  les  équations  (p)  indiquent  que  les  quatre  points  communs 
coïncident  avec  l'origine.  Donc,  lorsque  l'équation  en  k  admet  une  racine 
triple,  les  coniqu&t  ont  trois  ou  quatre  points  d'intersection  réels  cmn- 
eidents;  dans  le  premier  cas,  on  dit  que  les  coniques  ont  un  contact  du 
second  ordre  et,  dans  le  deuxième,  un  contact  du  troisième  ordre. 

Comme  point  de  départ  de  cette  discussion,  nous  avons  admis  que  les 
sécantes  communes  prises  pouraxos  des  coordonnées  se  rencontrent;  les 
résnltats  énoncés  étant  vrais  quelle  que  soit  la  position  de  leur  point 
d'intersection,  on  peut  admettre  qu'il  en  est  encore  ainsi  lorsque  ce  point 
est  k  l'infini  et  que  les  deux  sécantes  sont  parallèles.  Cette  remarque  est 
nécessaire  pour  légitimer  la  dernière  conclusion  relative  aux  coniques 
ayant  bu  contact  du  troisième  ordre;  il  n'y  a  plus,  dans  ce  cas,  qu'une 
séesnte  commune  double,  la  tangente  commune  aux  courbes. 

Remirqoe.  On  retrouve  la  même  équation  du  troisième  degré  en  cher- 
chant les  points  du  plan  qui  ont  même  polaire  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  du  système  S  —  kS'  =  o;  car,  si  on  désigne  par  S,,  S,,  S,, 
S',,  S'„  S',  les  dérivées  de  S  et  de  S' par  rapport  aux  variables,  la  polaire 
d'un  point  (x*,  y',  z')  est  représentée  par  l'équation 

HS„  -  *S'„)  +y(S„  -  ASV)  +  «(S^  —  AS'.,)  =  o  ; 
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ce  sera  une  droite  fixe,  si  l'oa  a  : 

S„  =  te',„  S„  =  BV.  8,,=.  te'.,. 
Or,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  pour  éliminer  ensnite 
x',  y',  z'  on  trouve  que  I  doit  satisfoire  i  l'équation  du  Iroisième  degré 
en  k.  Les  points  qui  coirespondeut  aux  racines  seront  les  sominets  d'un 
triangle  conjugué  au  faisceau  de  coniques;  il  doit  coïncider  (N*  188)  avet 
le  triangle  des  points  d'intersection  des  couples  de  sécantes  communes. 

%a.  Supposons,  maintenant,  que  les  sections  coniques  S  et  S' se  cou- 
pent en  quatre  points  réels,  et  soient 

A  =  o,      B  =  o,      C  =  o, 
A'  =  o,     B'  =  o,     C'  =  o, 
les  équations  des  cordes  commu- 
nes réelles.  Les  équations 
S  —  AAA'  =  o, 
(3)    S  — *BB'  =  o, 

S  — JtCC'=o, 

rig.  M. 

représentent  une  infinité  de  coniques  qui  passent  par  les  mêmes  pobts 
d'intersection  que  les  coniques  données  S  et  S'. 

En  effet,  l'une  d'elles,  par  exemple  S  —  kkA'  =  o,  est  satîshite  en 
posant  A  =:  o  et  S  ='  o.  A'  =  o  et  S  =:  o  ;  donc  une  coniqae  quelomque 
de  cette  équation  passe  par  les  points  d'intersection  des  droites  A  et  A' 
avec  S,  c'est-à-dire  par  les  points  d'intersection  de  S  et  de  S'.  Les  deui 
autres  ont  évidemment  la  même  signification. 

Supposons  que  les  cordes  A  et  A'  coïncident  ;  alors  les  points  d*inte^ 
section  se  confondent  deux  à  deux  et  l'équation  S  —  t AA' =  o  devienl 

(4)  S  — JtA'  =  o, 

qui  représentera  ane  conique  quelconque  doublement  tangente  1  li 
conique  S,  A  =  o  étant  la  droite  des  contacts.  Dans  le  cas  particulier  où 
la  courbe  S  se  réduit  &  l'ensemble  de  deux  droites  P-Q  =  o,  l'équatîoa 

PQ  —  AA'  =  o 
représenterait  une  conique  tangente  aux  droites  P  et  Q  aux  points  ti  àia 
sont  rencontrées  par  la  droite  A. 
Enfin,  posons  A'  ^  1  ;  l'équation 

(5)  S  — ltA  =  o 
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représentera  une  conique  quelconque  homothëtique  k  la  proposée  ;  car  les 
coefiGcienta  des  termes  du  second  degrë  sont  les  mêmes  que  dans  l'équa- 
tion S  =  o,  et,  par  suite,  toute  conique. donnée  par  (5)  est  semblable  !i  S 
et  semblablement  placée  (N°  170).  Or,  cette  équation  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

S_(o.x+o.y  +  ft)A  =  o; 
en  l'interprétant  comme  l'équation  S  —  kKA'  =  o,  la  conique  qu'elle 
représente  doit  passer  par  les  points  où  les  droites  o-x-\-o-y  +  k'=o, 
et  A  =  o  rencontrent  la  courbe  S;  comme  la  première  est  une  droite 
située  à  l'infini,  il  en  résulte  que  deux  coniques  homothéUques  quelcon- 
ques ont  deux  points  communs  h  l'infini. 

CoroUcùre  1.  Deux  coniques  homolhétiquei  et  wncentriquei  ont  un 
double  coRlacl  êur  la  droiu  située  d  l'infini.  En  eiïet,  considérons 
l'équation 

(6)  S  —  t  =  o; 

les  termes  du  second  et  du  premier  degré  sont  les  mêmes  que  dans 
l'équation  S  =  o;  donc,  quel  que  soit  le  paramètre  k,  toute  conique  de 
l'équation  (6)  est  homothétique  et  concentrique  avec  la  proposée  S.  Hais, 
si  on  écrit 

S  — jt(o  .a;  +  o-y-4-i)'  =  o, 
Q  est  visible  que  cette  équation  est  un  cas  particulier  de  S  —  kK*  ^=  o,  et 
qu'elle  représente  des  coniques  doublement  tangentes  à  S  suivant  la 
droite  située  &  l'infini. 

Corollaire  3.  Tous  les  cercles  étant  des  courbes  semblables,  on  doit 
regarder  deux  cercles  quelconques  comme  ayant  une  sécante  commune  à 
l'infini;  s'ils  sont  concentriqueê,  ils  ont  un  double  contact  sur  la  droite 
àl'iiifini. 

të9.  L'équation  S  —  AAA'  ^  o  conduit  à  quelques  théorèmes  remar- 
quables. Supposons  que  la  conique  donnée  S  soit  le  cercle  de  l'équation 
(x  —  o)'  +  (y  —  6)*  — 7  r'  =  o  ;  S  représente  le  carré  de  la  tangente  menée 
d'un  point  (x,  y)  au  cercle  S  =  q;  d'un  autre  côté  A  et  A'  sont  propor- 
tionnels aux  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  [x,  y)  du  plan  sur  les 
droites  A  =  o,  A'  =  o.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Le  carré  de  la  tangentu  menée  tfim  point  i^une  conique  à  un  cercle 
qudeonque  eat  au  produit  des  distances  de  ce  point  â  deux  aéeanteg  com- 
mune* dans  un  ra^ort  constata. 
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Réciproquement,  le  lieu  d'un  point  tel  que  le  earri  de  la  tonale  iiiw 
de  ce  point  à  un  cercle  fixe  est  dont  un  rapport  constant  avec  le  pndul 
de  ses  diêtancet  à  deux  droites  fixe»,  est  une  section  corâque  tiuipautfv 
le»  point»  d'intersection  des  droites  acec  le  cercle  ;  car  S  =  o  et  A  =  o, 
A'  =  o  étant  les  équations  du  cercle  et  des  droites  fixes,  le  lieu  ■  nu 
équation  de  la  forme  S  —  AAA'  =  o. 

Ce  théorème  est  indépendant  de  la  grandeur  du  cercle  et  de  la  luluie 
de  ses  points  d'intersection  avec  les  droites;  dans  le  cas  particulier  où  le 
cercle  se  réduit  à  un  point,  on  peut  l'énoncer  aiasi  :  Le  lieu  (fm  poml 
tel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un  point  fixe  est  dans  un  ri^aport  comtont 
avec  le  produit  de  ses  dislances  d  deux  droites  fixes  est  une  section  eomqvt. 

957.  Dans  l'hypothèse  où  la  conique  donnée  S  est  un  cercle,  l'équt- 
UoD  S  —  *A'  =  o  représente  une  conique  doublement  tangente  au  cerde 
suivant  la  droite  A.  On  en  déduit  ce  théorème  :  Lorsqu'une  conique  ■ 
trn  double  contact  avec  un  cercle  fixe,  la  tangente  menée  d'un  point  it 
h  conique  au  cercle  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  et 
point  d  la  corde  des  contacts. 

Réciproquement,  le  lieu  d'un  point,  tel  que  la  tangente  menée  de  ce 
point  à  un  cercle  fixe  est  dans  un  rt^tport  constant  avec  sa  distance  à  «M 
droite  fixe,  est  une  section  conique  aj/ant  tin  double  contact  avec  le  cerde 

mrôant  cède  r/f-oite,- car  l'équation  du  lien  est  de  la  forme— =  it,(n 

S  — ltA»  =  o. 

Le  théorème  est  vrai,  si  le  cercle  se  réduit  à  uo  point;  supposons  que 
ce  point  soit  le  foyer  d'une  section  conique  ;  on  retrouve  cette  notion 
importante  que  le  foyer  d'une  courbe  du  second  ordre  peut  être  conàdéri 
comme  un  cercle  de  rayon  nul  qui  touche  la  courbe  en  deux  points  wu- 
giiuares  situés  sur  la  directrice. 

%iH.  Lorsque  deux  sections  coniques  sont  doublanent  tangentes  d  vm 
troisième,  deux  sécantes  communes  passent  par  le  point  dinterseetion  an 
cordes  de  contact  et  forment  avec  ceUes-d  un  faisceau  harmonique. 

Deux  coniques,  qui  ont  un  double  contact  avec  la  conique  S  =  o,  soat 
définies  par  les  équations 

(Si)    S  — *,A»  =  o,         (*,)    S  — A,B«^o, 
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A^=:o  el  B  =  o  ëtant  les  cordes  de  contact.  On  en  déduit  par  la  sous- 
straction 

fc.A*  — AiB»  =  o,     ou     A  =  ±B\/ïî. 

Cette  éqnation  est  du  premier  degré  et  représente  deux  cordes  com- 
munes aux  coniques  Ai  et  Si;  sa  fonne  indique  que  ces  droites  passent 
par  le  point  d'intersection  des  cordes  de  contact  A  et  B,  et  qu'elles  for- 
ment avec  celles-ci  un  faisceau  de  quatre  droites  barmoniqucs. 

9i9.  Quand  trot»  secUona  coniques  ont  une  même  sécante  commune, 
Ut  droites  qui  passent  par  les  points  (Tinlerseclion  des  courbes  prises 
deux  d  deux  passent  par  un  même  point. 

Soit  S^o  l'une  des  coniques;  les  équations  des  deux  autres  sont  de 
la  forme 

S  —  AAA'  ==  o,         S  —  it'AB'  =  o, 
et  les  cordes  communes  différentes  de  A  des  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  évidemment 

A'  =  o,         B'  =  o.        AA'  — A'B'  =  o. 

Ce  sont  trois  droites  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

Corollaire  i .  Si,  par  deux  points  communs  à  deux  coniques,  on  lire 
deux  droites  qui  rencontrent  la  première  aux  poùits  a,  6,  et  la  seconde 
aux  points  c,  d,  les  droites  ab  et  cd  se  coupent  sur  une  corde  commune 
des  deux  courtes;  car  ces  deux  droites  forment  une  conique  qui  a  une 
même  sécante  commune  avec  les  deux  autres. 

Corollaire  S.  Par  les  points  a,  6,  pris  sur  une  conique  S{fig.  8S),  on 
mène  deux  systèmes  de  droites  oc  et  bd,af 
et  be;  la  conique  S  et  ces  systèmes  de 
droites  doivent  être  considérés  comme  trois 
sections  coniques  qui  ont  une  même  sécante 
commune  abjCt,  par  suite, les  autres  cordes 
communes  cd,  ef  et  hk  se  coupent  en  un 
même  point.  Or, si  on  considère  l'hexagone 
aedbefa  inscrit  dans  la  courbe,  on  voit  que 
les  points  k,  o,  h,  sont  les  points  de  con- 
cours des  cdtes  opposés  ac  et  6e,  cd  et  ef, 
db  et  fa;  on  a  donc  ce  théorème  :  Les  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  d'un  kexa-  *"''■  *"■ 

gone  inscrit  dans  une  conique  sont  en  ligne  droite. 
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949.  Étant  donnée»  trots  coniques  S,  s,,  Si,  si  A  et  A',  B  <(  ff  tout 
respectivement  deux  sécantes  commune*  conjuguées  de  S  et  ii,  S  «I  *i, 
les  points  d'intersection  des  coniques  s,  et  Si  et  les  sommets  du  quadriia- 
tère  AA'BB'  sont  huit  points  d'une  mime  conique. 

Ed  effet,  les  équations  des  trois  coniques  sont  de  la  forme 

S  =  o,      (s,)  S  "  t,AA'  =  o,      (st)  S  —  MB'  =  o. 

En  retranchant  les  deux  dernières  membre  à  membre,  on  trouve 
ft.AA'  — it,BB'  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré;  comme  elle  provient  de  [s,)  et  de 
(si),  elle  représente  une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les  points 
d'intersection  des  coniques  s,  et  st  ;  de  plus,  la  forme  de  l'équation  indique 
que  cette  même  courbe  est  circonscrite  au  quadrilatère  AA'BB'. 

Corollaire.  St  l'une  des  coniques  si  ou  St,  par  exemple  si,  est  double- 
ment tangente  d  S  suivant  ta  droite  A,  leurs  points  d'intersection  appar- 
tiennent  à  une  conique  tangente  aux  cordes  B  e<  B'  aux  points  où  Ut 
sécantes  sont  rencontrées  par  ta  droite  A }  car,  dans  cette  hypothèse,  les 
équations  des  coiiiques  s,  et  <t  sont 

S  —  A,A'  =  o,        S  —  AiBB'  =  o, 
et,  par  la  soustraction,  il  vient 

ft.BB'  —  A|A'  =  o  : 
équation  qui  représente  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  1» 
points  d'intersection  de  S|  et  s,  et  qui  est  tangente  à  B  et  B'  suivant  la 
droite  A. 

9S1.  Onatrois  coniques  S,St,S);  si  on  mèTie  une  conique  ^  par 
les  points  d'intersection  de  S  et  Si ,  une  conique  st  par  les  points  d'inter- 
section de  S  et  Si,  les  points  communs  à  s,  et  à  si  sont  sur  une  conique 
qui  passe  par  les  points  d'intersection  de  S|  et  St. 

Les  équations  des  coniques  «■  et  St  sont  de  la  forme 

(gi)  S  — Jt,S,  =o,        («,)  S  — A,Si  =  o; 
on  en  déduit,  par  soustraction, 

AiS,  —  itiS,  =  o. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  second  ordre;  elle  est  satis- 
faite par  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  Si  et  st,  ainsi  que 
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par  cdles  des  points  d'intersection  des  coniques  Si  et  St  ;  ce  qui  démontre 
le  théorème . 

ISS.  ^lanl  données  troit  coniques  S  ^  o,  S|  =  o,  S  —  JbSi  =  o  qui 
ont  Us  mêmes  sécantes  communes  et  une  conique  quelconque  s  =  o,  on 
mène  deux  coniques  s,  et  S|  dotU  la  première  passe  par  les  points  d'inter- 
section de  sets,  h  seconde  par  les  points  iTintersection  de  s  et  S,: 
les  quatre  points  d'intersection  de  Si  et  st  et  ceux  de  s  et  S  —  ASi  «ont 
huit  points  d'une  m^me  conique. 

En  effet,  les  équations  des  deux  coniques  >■  et  St  peuvent  s'écrire 
(Si)     S  —  A,«  =  o,         {»»)     S(  —  ktB  =  o. 

Si  on  les  retranche  membre  à  membre  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  it,  il  vient 

S-kS,  —  (k,—kkt)s  =  o: 

équation  qui  représente  une  courbe  du  second  de^  qui  passe  à  la  Toia 
par  les  points  communs  de  s,  et  de  si ,  et  par  les  points  d'intersection  des 
coniques  S  —  kSt  et  s  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Les  trois  derniers  théorèmes  offrent  une  grande  généralité;  on  peut 
en  déduire  une  foule  d'autres  en  supposant  que  l'une  des  coniques  se 
réduise,  soit  à  deux  droites,  soit  à  un  cercle,  etc.O).  Nous  engageons  les 
élèves  h  s'exercer  en  cherchant  les  énoncés  de  ces  différents  théorèmes. 

%99,  Étant  donnés  cinq  points  d'une  conique,  on  en  prend  quatre 
pour  les  sommet»  d'un  quadriialére  el  l'on  mène  par  le  cinquième  deux 
droites  quelconques,  la  première  rencontrant  deux  côtés  opposés  en  deux 
points,  la  seconde  rencontrant  les  autres  calés  aussi  en  deux  points  i 
ks  droites  qui  joignent  ces  points  combinés  deux  à  deux  forment  avec 
chaque  groupe  de  côtés  opposés  deux  quadrilatères  tels  que  leurs  diagonales 
se  rencontrent  sur  la  conique.  (Càenoy). 

Nous  avons  donné  ailleurs  ce  théorème  avec  les  nombreuses  consé- 
quences qui  en  découlent  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles 
1879-80).  Depuis,  nous  avons  trouvé  qu'on  peut  le  démontrer  en  suivant 
la  même  marche  qu'au  N"  261.  Soient  D  et  E,  F  et  G  les  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  et  A,  Bdeux  droites  quelconques;  les  équations 
{Si)    AB  — /DE==o,        («,)    AB  — AFG  =  o, 

(1)  Traiti  du  wetwM  wniqtiti,  pir  Cbàilu,  Psrii,  ISOH. 
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représentent  deux  coniques  passant  par  les  i 
ABDE,  ABFG. 
On  en  tire,  par  soustraction, 

/DE— itFG  =  o;' 
par  suite,  les  points  d'intersection  des  courbes  («<),  (s,)  appartienneot  à 
une  conique  circonscrite  au  quadrilatère  DEFG,  quelles  que  soieut  les 
valeurs  de  /  et  de  k.  Nous  appellerons  diagonales  de  chaque  qnadriUtère 
les  deux  droites  qui  le  complètent;  la  propriété  précédente  aara  encoie 
lieu  si  les  coniques  (s,),  («>)  se  réduisent  aux  diagonales  des  quadrilatères 
ABDE,  ABFG. 
Supposons,  maintenant,  que  les  sommets  do  quadrilatère  DEFG  soleol 
situés  sur  une  conique  dfter- 
minéc  ;  menons,  par  un  dii- 
quième  point  H  de  la  courbe, 
deux     droites     quelconques 
(fig.  86),  l'une  rencontrant  les 
câtés  opposés  D  et  E  en  I A^, 
l'autre  les  côtés  F  et  G  en  i' 
et  4',  Prenons  pour  les  droites 
A  et  B  les  lignes  11' et  44'; 
elles  forment  respect! vemeal 
avec  D  et  E,  F  et  G  les  qua- 
drilatères 1234,  tV3'4'*y^' 
pour  diagonales  14  et  23,  iV 
et  2'3';  or,  les  deux  premières 
14,    1*4'   se  coupent  en   un 
point   H   de  la   conique  cir- 
i„.  w.  conscrite  k  DEPG;  comme  il 

n'existe  qu'une  courbe  du  second  ordre  passant  par  cinq  points,  In 
autres  points  d'intersection  a,,  a,,  «3  des  diagonales  appartiendront  i  li 
même  courbe.  Il  est  facile  de  vériGer  que  l'on  peut  encore  prendre  pour 
A  et  B  les  droites  14'  et  1*4;  doue  le  théorème  est  démontré. 

Lorsqu'une  conique  est  déterminée  par  cinq  points,  te  théorème 
précédent  permet  de  construire  chaque  fois  trois  points  de  la  courbe, 
en  variant  la  direction  des  droites  préalables  menées  par  le  cinquièoK 
point. 
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Il  conduit  aussi  i  une  relation  entre  six  points  d'une  conique  en  fiiisant 
abstraction,  dsns  la  figure,  des  points  «i  et  «>  pour  ne  conserver  que  les 
points  H,  a,  et  les  sommets  du  quadrilatère.  La  corde  H«ci  rencontrant  les 
cdtés  opposes  F  et  G  aux  (Kiints  i'  et  4',  on  prend  sur  les  autres  cdl^s 
D  et  E  les  points  2  et  4  en  ligne  droite  avec  4';  on  voit  que  les  droites  zeci, 
et  4H  rencontrent  les  mêmes  cAtés  en  deux  points  3  et  r  en  ligne  droite 
avec  i'.  De  même,  si,  par  le  point  i',  on  mène  une  droite  A  qui  rencontre 
les  câtès  D  et  E  en  I  et  3,  les  lignes  ^cn  et  iH,  qui  réunissent  ces  points 
aux  extrémités  de  la  corde,  rencontrent  les  mêmes  côtés  aux  points  2  et  4 
en  ligne  droite  avec  4'.  Il  en  résulte  le  théorème  suivant  :  Étant  donnés 
SUE  pointé  (fune  ronique^  on  en  prend  quatre  pour  Us  sommets  d'un 
quadrUalire  et  on  déttrmine  les  points  où  la  cordf  des  points  restants 
rencontre  deux  côtés  oppotét  ;  les  droites  menées  par  devx  poirOs  pris  sur 
les  auh-et  côtés  en  ligne  droite  avec  tun  d'eux  et  par  les  extrémités  de  la 
corde  rencontrent  ces  mêmes  côtés  en  deux  points  en  ligne  droite  avec 
Cautre. 

Ce  théorème  est  différent  de  celui  de  Ptiscal,  car  il  n'y  a  pas  d'hexa- 
gone inscrit  dans  la  figure;  il  est  général  et  donne  aussi  une  construc- 


tion très  simple  du  sixième  point  d'une  conique.  Supposons,  en  edct, 
qu'il  s'agisse  de  construire  la  conique  définie  par  les  points  i,  2,  3, 
+>  5  (fis-  87).  On  prendra  le  quadrilatère  1234  et  l'on  mènera  d'abord 
par  le  point  5  une  droite  rencontrant  les  côtés  opposés  F  et  G  aux  points 
fet  g.  On  tire  ensuite  par  /  une  droite  quelconque  rencontrant  les  côtés 
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opposJsDetEauT  points*/ et  e;  on  joint  65  pour  déterminer  le  point  t; 
la  droite  kg  déterminera  sur  G  le  point  h;  enfin  la  droite  dh  ira  coaper  li 
ligne  menée  préalablement  par  5  en  un  point  6  tgti  appartiendra  à 
la  courbe. 

ThéorèmM  et  «xendoM. 

Ex.  a.  Lorsque  trois  coniques  sont  donblemeat  (ingénies  à  une  qnitrième,  lu  lit 
cordes  eommiines,  qui  se  coupent  sur  les  cwdcs  de  contact,  passent  trois  1  trois  pu  m 
même  point, 

Ttoû  coniques  donblemenl  tangentes  à  une  coniqae  S  =  o  ont  des  équIioDl  de  b 

S-*à*=o,       S  — i'B'so.       S  — *"(?  =  o. 
On  «n  dJdait  pour  tes  sécantes  et 


y/F,     A=±cy/ï:,     «  =  ±cy^. 


En  prenant  trois  signes  +  on  deux  signes  —  et  un  signe -|-,  on  obtient  .qnatKSfi- 
tima*  de  trois  droites  passant  par  un  même  point. 

Ex.  a.  Si  plusieurs  coniques  passent  pv  deux  points  Gies  et  sont  doublement  Ua- 
gentes  i  aue  conique  donnée,  les  cordes  ds  conticl  concourent  en  un  point  de  la  ligH 
des  points  fixes. 

El.  M.  Si  trois  coniques  sont  tangentes  k  une  droite  au  même  point,  les  iniut  qui 
pissent  par  leurs  points  d'intersection  se  coupent  en  nn  même  point. 

CeUe  droite  peut  être  considérée  comme  une  sécante  eommune  ins  seclioDI  etni- 
ques  (N*aig}. 

El.  a.  On  a  deux  coniques  i|,  *■,  qui  touchent  une  droite  T  au  même  point  etqni  se 
conpent  en  deux  autrei  points  i  et  2  ;  par  ces  derniers  ou  lire  deux  droites  qui  reOMii- 
trentvien  a,  fi,  et  it  en  s',  fi';  les  droites,  afi  et  s'^' concourent  sar  la  droite  T. 

C'est  une  conséquence  dn  N*  2tf9. 

Ex.  S.  Quand  deux  coniques  sont  inscrites  dans  an  angle,  deux  sécantes  codubums 
passent  par  le  pnnl  d'intersection  des  cordes  de  contact. 

Soient  A  ^Oj  B  =£0,  les  cétês  de  l'angle;  les  deux  coniques  inscrites  ont  pour 
équations 

AB_4C»  =  o,       AB-*'C"=o 
C  =s  0  et  C  ^  o  étant  les  cordes  de  contact.  Il  vient,  par  la  soostnctioB, 

kC*  —  k'C'*  =  o, 
équation  qui  représente  deux  droites  passant  par  les  points  d'inlersectîoa  de  C  et  C. 

Ex.  ■.  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  à  deux  ttn- 
gentes  Gies  est  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  de*  coniaets  dans  lu 
rapport  constant. 
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Ce  tMorème  est  II  tndnction  de  l'ëqiutioii  AB  —  iC = o. 

Sx.  *.  Deux  droites  A  et  A'  reneontreot  une  conique  S  »xa  points  i,  2,  3i  4,  et  aae 
eoniqae  S' im  points  i',  3',  3',4'i  on  mine  une  coniqneipu  les  quatre  premiers    ' 
points;  une  conique  t*  pu-  les  quilre  intres;  montrer  qoe  les  points  d'intersection  de 
f  et  1'  sont  sur  une  eoniqne  pusint  pir  lei  points  d'intersectioii  de  S  et  S'. 

Les  coniques  (  et  ■'  sont  représentées  par  des  éqnttions  de  la  forme 
(t)    AA'  — *S=0,         (»^     AA'~*'S'  =  0. 

Bd  ralnUKhant  membre  i  membre,  il  vient 

4S  — *'S'=o. 

Saneetc 

Ex.  •.  On  eoupe  denx  coniques  S  et  S'  pu-  nne  droite  A  ;  les  coniques  1  et  ■',  double- 
ment Ungantes  «ux  premières  suivant  la  droite  A,  se  rencontrent  en  quatre  points  qni 
■ppattiennent  à  une  conique  passant  par  les  points  communs  de  S  et  de  S*. 

Bn  retranchent  les  équations  des  courbes  a  et  «'qui  sont  delà  forme 
*S— A»=o,        t'S'-A*  =  o, 


Donc  elr. 

Ex.  •■  On  mène  une  droite  A  qui  rencontre  les  eouiques  S  et  S',  la  première  aux 
points  K,  fi,  la  seconde  aux  points  ■',  fi';  les  tangentes  T  et  T*  à  la  conique  S  ani 
points  K,  fi  rencontrent  les  tangenles  (  et  ('  à  la  conique  S'  au  points  «',  fi'  en  quatre 
points  qni  se  ImuTent  sur  une  même  conique  avec  les  point)  d'intersection  de  S  et  8'. 

Car  les  coniques  S  et  S'  ont  des  équations  de  la  forme 

ITT  — A'=;o,        Jt'il'  — A*  =  o; 

l^n'  —  k'U'=o, 

Ex.  !•.  &ant  donnes  deux  cercles  C|,  Ct  et  une  conique  quelconque  S,  on  mène 
une  eoniqae  t,'  qni  passe  par  les  points  d'intersection  de  S  arec  C  ,  une  conique  «■ 
qni  passe  par  les  points  d'intersection  de  S  avec  Ci;  montrer  que  les  points  d'iuter- 
MCtion  des  coniques  *i  etti  se  trouvent  sur  nn  cercle  passant  par  les  points  communs 
■tu  cercles  donnés. 

En  elfet,  les  équations  des  coniques  ii  ei  ii  sont  de  la  forme 
S  —  4,C,  =  0,        S  —  ktC,  =  o, 
ett  par  ta  sovsiraction,  il  vient 

*iC,-irf,=o, 
équetioD  qui  représente  un  cercle. 

Ce  théorème  pst  général;  il  iera  facile  d'en  modifier  renoncé  lorsque  la  conique  S  se 
rédailt  deux  droites  différentes  ou  i  deux  droites  qui  coïncident, 

Ex.  ■  I.  Quand  une  droite  est  nue  corde    commune  à  deux  coniques,  les  polaires 
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1  point   de  cette  corde   se  rencontrent  sur  Ii  drnte  infan.  La 
réciproque  est  vnie. 

El.  4  t.  ËlanI  doDDéei  Irais  coniques  pasMQt  par  quatre  points,  si  od  mcDt,ie 
cfaïque  poînl  /i  de  l'une  à  deux  points  fixes  0  et  0',  des  droites  qui  rencontrent  le 
deux  antres  coniques  en  a  et  a',  b  et  A',  on  a  la  relation  (Cuilu), 

ë^-  '■  ^7^' =""'"'•■ 

Ex.  flS.  ËttQt  données  quatre  coniques  ajtnt  Tes  mêmes  points  d'inti»seclîaa,  eo 
mine  aoe  transversale  qui  rencontre  les  deux  premières  en  ael  a',  fiet  6';  si  >iel>M«l 
deux  des  points  où  elle  rencontre  I*  troisième  et  la  quatrième,  montrer  qae  l'an  ■  : 

jâA  •  pjOÎ         M  '  **' 

,116  ■  /iV       nb  ■  vf 
qoelle  que  soit  la  transversale  (Cbuus). 

Ex.  14.  Les  polaires  d'an  point  Bie  par  rapport  aux  coniques  PQ  —  kA*=0 
concourent  en  un  même  point  sur  la  corde  des  contacts.  Le  lien  des  pAles  d'une  draile 
fixe  par  rapport  aux  mêmes  coniques  est  une  droite. 

Ex.  K.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'interseetion  d'une  tBit|enle 
variable  i  ane  conique  avec  quatre  tangentes  Hxes  est  constant. 

Ex.  a*.  Étant  données  les  coniques  S  =  0,  S'<=0  et  II  relation  identique 
S  — itS'^AB,  montrer  que  l'ëquition 

)'A«  —  ai  tS  ■»-  »,S')  +  B" = 0, 
où  i  est  arbitraire,  définit  un  système  de  coniques  doublement  tangentes  aux  coaiqaa 
données  S  et  S'. 

Ex.  19.  Que  devient  l'équation  île  l'exemple  précédent,  si  les  coniques  donnéei  uni 
deux  cercles?  Montrer  qu'une  conique  doublement  tangente  i  ces  cercles  eit  le  lien  d» 
points  dont  la  somme  des  distances  aux  cercles  est  constante,  ces  distances  étairt 
comptées  sur  les  tangentes  ;  de  plus,  les  cordes  de  contact  sont  parallèles  ■  Tue 
radical.  Ces  cercles  sont  appelés  les  cfrcU*  fonavx  de  la  conique. 

Ex.  flS.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact,  tout  point  de  la  conle  de 
contact  a  la  même  polaire  dans  les  deux  courbes. 

Ex.  !•.  Deux  coniques  ayant  un  double  contact,  si  on  mène,  par  les  points  de 
contact,  une  conique  quelconque,  les  cordes  qu'elle  intercepte  dans  les  deux  eonrbcs 
concourent  en  un  point  de  la  corde  des  contacts. 

Ex.  a*.  Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  si  on  tire,  par  le  pAle  C  de  la 
corde  de  contact,  une  transverstla  qui  rencontre  la  première  en  a  et  •'  et  la  «ecoodt 
en  deux  points  dont  l'un  est  A,  on  a  lo^joun 
Co      i^_ 
Ca'  '  M~ 
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%  3.  POINTS  DB  CONCOURS  DBS  T&nGBHTBS  COMMDNES  AUX  SBCTIOHS  COHISUBS. 

M4.  Considërons  le  système  de  deux  sections  coniqueB  représentées 
en  coordonnées  tangeotielles  par  les  équations 

Au»  +  2Bui>  +  Cv*  -\-  2\iu  4-  2BiT  +  F  =  0, 
A'it*  +  zB'uv  +  C'u*  4-  2D'm  +  2E'i)  +  F'  =  0. 

Nous  désignerons  ces  coniques  par  S  et  S',  et,  pour  abréger,  nous 
écrirons  simplement  au  lieu  des  équations  précédentes, 
(i)  S  =  o.        S'  =  o. 

Si  on  élimine  la  variable  u  entre  ces  équations  du  second  degré,  on 
arrive  en  général  à  une  équation  du  quatrième  degré  en  v  qai,  résolue 
par  rapport  a  cette  coordonnée,  donnera  quatre  racines  réelles  ou  imagi- 
naires, V|,  V|,  V),  V,.  Soient  ui,  Ui,  ui  tii  les  valeurs  correspondantes 
de  u;  les  droites  réelles  ou  imaginaires  (ui,  V|),  (ui,  vt),  {ut,  v,),  (u*,  v*), 
sont  les  tangentes  communes  aux  deux  sections  coniques.  Ainsi,  Jeux  coni- 
'  qveê  titvéat  d'une  manière  quelconque  dans  unptan  ont  en  général  quatre 
tangentes  commums. 

Il  en  résulte  que  deux  coniques  ont  en  général  six  point*  de  concours 
des  tangentes  communes. 

Afin  d'abréger  et  de  simplifier  le  discours,  H.  Chabu»  emploie  le  mol 
ombilic  pour  désigner  l'un  quelconque  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes communes.  Nous  ferons  usage  de  cette  expression  à  cause  de  la 
facilité  qu'elle  apporte  dans  l'énoncé  des  théorèmes. 

VCS.  L'équation  du  second  degré 

(2)  S  ~  AS'  =  o 

où  k  est  un  paramètre  variable,  représente  une  conique  quelconque 
inscrite  au  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  communes  à  S  et  S';  car 
elle  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  u  et  de  v  qnî  annulent  h  la  fois  S  et  S'. 
Parmi  toutes  les  coniques  de  l'équation  (2),  il  y  en  a  trois  qui  se  réduisent 
k  l'ensemble  de  deux  points  j  ce  sont  les  sommets  opposés  du  quadrilatère 
circonscrit  qu'on  regarde  comme  étsnt  les  coniques  limUts  du  système. 

Pour  les  obtenir,  il  faut  égaler  k  séro  le  discriminant  de  S  —  IcS'.  On 
trouve  ainsi  Une  équation  du  troisième  degré  en  it  qui,  étant  résolne. 
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donnera  les  valeurs  ki,  kt,  kt  pour  lesquelles  on  pent  poser  : 

S  —  k,S'  =  AA',  S  —  JttS'  =  BB',  S  —  ktS'  =  CC', 
les  lacteurB  des  seconds  membres  étant  du  premier  degré  en  n  et  p;  pir 
suite  A  et  A',  B  el  B',  C  et  G'  seront  les  trois  couples  d'ombilics  des 
coniques.  Parmi  ces  systèmes,  il  y  en  a  toujours  un  qui  se  compose  de 
deux  points  r^els,  même  si  les  quatre  tangentes  communes  sont  imagi- 
naires; car,  dans  ce  cas,  elles  forment  deux  couples  de  droites  imaginiim 
eonjuguëes  el  les  droites  de  chaque  couple  se  reocontrent  en  un  point  réel. 
La  détermination  des  ombilics  et  celle  des  sécantes  communes  de  dm 
coniques  dépend  de  la  même  équation  du  troisième  degré.  Pour  les  deui 
coniques 

aux*  +  o»»y'  +  ««2*  +  aoiiay  +  2a,sxz  +  zoi^z  =  o, 
o'ita:*  4-  a'«.y*  +  a'az*  +  ia'itxy  +  za'tixz  -J-  2a'«,yj  =  o, 
on  a  l'équation  en  k  (N*  SSi) 

a  et  a.'  sont  les  discriminants  et  les  coefficients  ^  et  |3'  ont  pour  eipns- 

sions 

|3  =  o'n«M  +  a' liai.  +  a'„a,i  +  2o',)«,»  +  2o',t«.,  +  la'nan, 
^'  =  ai,a'i,  +  0!j3'j,+  a[ia'is  +  ïoiia'ii  -(-2a(]«'is  +  zoiia'ti, 

«11,  «Il  etc.,  a'it,  a'i,  etc.,  étant  les  premiers  mineurs  des  déterminants 

a  et  a'. 

Les  mêmes  coniques  sont  représentées  en  coordonnées  tangentielles  par 

S  ^  «u»'  +  ûTj,»*  +  «»»«>'  +  SdCiiUV  +  2aiiUW  +  XCluVK  =  o, 

S'  =  a'ii«*  +  a'titï*  +  ct'MV»*  +  a«'itl*«  +  2a'(iiiW  +  3a'iitw  =  0. 
Remplaçons  pour  un  moment  le  paramétre  k  par  k  et  égalons  le  discrî- 
minant  de  S — AS'  à  zéro;  en  développant  ensuite  on  obtient  l'éqnalisD 
du  troisième  degré  en  A 

a  —  bk-i-b'k*  —  o'A*  =  o; 
a  et  a'  sont  les  discriminants  de  S  et  S'  ou  les  déterminants  rédpmqaes 
de  a  et  «';  par  suite,  a  =  «',  a'  =  et";  le  coefficient  b  s'obtioit  « 
œultip  liant  les  coefficients  de  la  conique  S' par  les  premiers  mineurs  des; 
or,  ceux-ci  ayant  pour  valeurs  a,iOL,  ott^  etc.,  on  a 
6  =  a  (oiia'ti  -|-  <ht«'u  +  Oiia'u  -)-  2aiia'it  +  20tï«'ii  +  Zttnd'n)  =  «f ' 
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de  mime,  6'  -^i  o'^  ;  en  substituant,  l'équatioD  en  h  devient 
««  _  a&h  +  a'jSA'  —  «'W  =  o. 
Or,  en  posant 

on  retrouve  l'équation  en  k.  Connaissant  les  racines  k  on  en  déduit 
immédiatement  les  racines  h  d'où  dépendent  les  ombilics. 

99%.  Si,  par  deux  points  du  plan  A  =;  o,  A'  ^=  o,  on  mène  des  tan- 
gentes k  une  conique  S,  l'équation 

(3)  S  — AAA'=o 

représentera  une  eoniquc  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  formé 
par  ees  tangentes.  En  efFet,  elle  est  satisfaite  en  posant  A  =^  o  et  S  ^  o, 
A'^  oet  S  :=o;  donc,  les  tangentes  à  S  qui  sboutissent  aux  points  A  et  A' 
sont  aussi  des  tangentes  ii  une  conique  quelconque  de  l'équation  (3). 

Lorsque  les  points  A  et  A'  coïncident,  il  n'y  a  plus  que  deux  tangentes 
et  l'équation 

{4)  S  — AA'  =  o 

représentera  une  conique  qui  a  les  mêmes  tangentes  issues  du  point  A 
que  la  conique  S;  c'est  une  conique  doublement  tangente  à  S  suivant  la 
polaire  du  point  A. 

Supposons  que  S  soit  égal  à  PQ,  P  et  Q  étant  des  facteurs  du  premier 
degré  en  u  et  V  ;  l'équation 

PQ  — AA'  =  o 
représentera  une  conique  tangenteaux  droitesqui  joignent  les  points  A=o 
et  P=o,  A=o  et  Q=:o,  la  droite  des  contacta  ayant  pour  pdle  le  point  A. 

UT.  Deuxieclions  eoniquei  s  et  s'  doublement  tangentes  à  wneconvive  S 
ont  deux  ombiliea  xitués  lur  ta  droite  des  pilei  dee  cordée  de  contact,  et 
forment  avec  cet  derniers  un  syslème  de  quatre  points  harmoniquee- 

En  effet,  les  équations  des  coniques  s  et  s'  sont  de  la  forme 
(s)  S  —  *A'  =  o,         («')  S  —  A'A"  =  o, 
A  =  o,  A'  =:  o,  étant  les  équations  des  pôles  des  cordes  de  conlaet.  On  en 
déduit 

A  =  ±A' 


VI 
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Cette  équation  représente  deux  ombilics  des  conîqoes  «  et  j*;  on  voit 
qu'ils  divisent  harmoniquemeot  la  distance  des  points  A  et  A'. 

tISS.  Si  troii  coniques  ont  deux  tangentes  communes,  Us  poùtU  dt 
eoneour*  des  autres  tangente»  communes  aux  toniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droUe. 

Les  équations  des  trois  coniques  peuvent  s'écrire 

S  =  o,        S  —  *AA'  =  o,        S  —  A'AB'  =  o; 
il  en  résulte  que  les  trois  ombilics 

A'  =  o,        B'  =  0,        fcA'  —  it'B'  =  o 
sont  sur  une  même  droite. 

Corollaire  i .  Étant  donnés  deux  points  situés  sur  Us  tangentes  com- 
munes d  deux  sections  coniques  S  et  S',  on  mène  par  ces  points  des  tan- 
gentes à  S  qui  se  coupent  en  un  point  c,  des  tangentes  à  S'  gui  se  coupent 
en  un  point  p;  la  droite  a(3  passe  par  le  point  de  concourt  des  deux  autres 
tangentes  communes  de  S  et  de  S'. 

Car  on  doit  considérer  le  système  des  deux  points  comme  une  conique 
ayant  deux  tangentes  communes  avec  S  et  S'. 

Corollaire  3.  Supposons  que  l'nn  prenne  deux  systèmes  de  points  i  et  i, 

3  ct4  sur  deux  tangentes  ù  une  caniqueS; 

par  les  points  i  et  2  on  mène  des  langentes 

à  la  conique  qui  se  rencontrent  au  pointa; 

par  les  points  3  et  4  des  tangentes  qui  se 

coupent  au  point  |S,  les  points  a  et  ^  aioâ 

que  le  point  d'intersection  des  droites  14, 

23  seront  en  ligne  droite.  En  efTet,  les  deui 

systèmes  de  points  etia  conique  doivent  être 

I   considérés  comme  trois  coniques  ayant  deux 

l  tangentes  communes.  Hais,  si  on  remarque 

'if-  8»-  que  l'hexagone  i«24^3i  est  circonscrit  à  U 

section  conique,  on  a  ce  théorème  :  Les  diagonale»  d'un  hexagone  cv- 

eonscrit  à  une  conique  se  wupent  en  un  même  point. 

>••.  Étant  données  trois  coniques  S,  S»,  Si,  si,  A  =0  et  A'=o  u»t 
deux  ombiiies  conjugué»  de  S  et  S,,  Bi=o  a  B'^o  deux  ombSiacon- 
juguét  de  S  et  St,  Us  droite»  AB,  AB',  A'B,  A'B'  ainsi  que  te»  tmgeitttt 
communes  de  S|  et  Si  sonJ  huit  droîtea  tangente»  à  une  mime  conique. 


D,gnz.dbvC00gle 


-  345  — 

Les  ^uations  des  coniques  Si  et  Si  étant  de  la  forme 

S  — MA'  =  o,      S  — i,BB'  =  o, 
on  ea  tire  par  la  soustraction 

it.AA'  —  MB'  =  o. 

Cette  équation  qui  découle  des  précédentes  représente  une  conique  qui 

doit  avoir  les  mêmes  tangentes  communes  que  Si  et  Si;  de  plus,  la  forme 

de  l'équation  indique  que  la  même  courbe  est  inscrite  dans  le  quadrilatère 

dont  les  sommets  opposés  sont  A  =  o,  A'  =  o  ;  B  ^  o,  B'  =  o. 

9TO.  Étant  données  troii  coniques  S,  Si,  Si,  >t  on  mène  une  conique  Si 
inêcriU  dont  le  quadrâatère  de»  tangentes  communes  de  S  el  Si,  une 
conique  st  inscrite  dans  te  quadrilatère  des  tangentes  communes  de  S  et  S,, 
Us  tangentes  communes  de  Si  et  St,  et  celles  de  Si  el  Si  sont  huit  tangentes 
d'une  même  conique. 

Les  deux  coniques  S|  et  s,  sont  représentées  par  les  équations 
(s,)  S  —  i,Si  =  o,        (s,)  S  —  ftiS,  =  o. 

On  en  déduit 

ft.S,  —  *,S,  =  o; 
c'est  l'équaUon  d'une  conique  qui  touche  à  la  fois  les  tangentes  communes 
de  s,  et  4,  et  celles  des  coniques  Si  et  S). 

971.  Étant  données  trois  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
S  =  o.  S,  =7  o,  S  —  AS|  ^  o,  el  une  conique  quelconque  s  =  Q,  si  on 
mène  deux  coniques  si  et  s,  dont  ta  première  touche  tes  tangentes  com- 
munes de  s  et  S,  la  seconde  les  tangentes  communes  de  s  et  S|,  les  tangentes 
communes  de  >t  si  St  et  celtes  tte  s  et  S  —  kS,  sont  huit  tangentes  d'une 
même  conique. 

Car  les  équations  des  coniques  s,  et  St  étant 

S  —  Al*  =  o.      Si  —  kiS  =  o, 
si  on  les  retranche  membre  à  membre  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  k,  il  vient 

S  —  kSi  —  (k,  —  kk,)s  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  représente  une  conique  qui  touche  les 
tangentes  communes  de  («  et  Si,  ainsi  que  les  tangentes  communes  des 
eoniques  «  et  S  —  &S|. 
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9T9.  Étant  données  cui^  tangentes  d'une  eonù/ue,  on  en  prend  fiudre 
pour  former  un  quadrUatèrt  et  on  choùit  à  volotUi  deux  pmnU  tvr  la 
cinquième  tangente;  on  joint  le  premier  à  deux  tommeti  oppotéi  et  k 
fécond  aux  deux  autres  sommets  du  ^uadrUatère;  deux  points  tinter- 
section  des  droites  ainsi  obtenues  et  combinées  deux  â  deux  formemiX 
avec  chaque  groupe  de  sommets  opposés  deux  quadrilatères  tels  que  Us 
droites  réunissant  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  l'un  anc 
tes  points  analogues  de  l'autre  seront  des  tangentes  à  la  conique  (Cunot). 

Si,  D  =^  o  et  E  ^  o,  F  ^  o  et  G  ="  o,  sont  les  équations  àts 
sommets  opposés  d'an  quadrilatère,  et  AB  =  o  deux  points  quel- 
conques, les  équatioas 

(«,)        AB  —  /DE  =  o,  (»t)        AB  —  *FG  =  o 

définissent  deux  coniques  inscrites  dans  les  quadrilatères  ABDE,  ABFG 
et  telles  que  leurs  tangentes  communes  touchent  la  courbe  de  l'équation 

/DE  — JtFG  =  o, 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  /  et  de  k.  Lorsque  les  coniques  (S()  et(ii) 
se  réduisent  aux  points  de  concours  des  cdtés  opposés  des  quadrilatères 
ABDE,  ABFG,  les  droites  qui  joignent  ces  points  combinés  deux  i  deui 
seront  tangentes  Ji  la  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  DBFG. 

Cela  étant,  supposons  (fig.  89)  que  les  côtés  de  ce  dernier  quadrilatère 
soient  tangents  &  une  conique  déterminée.  Menons,  par  les  sommets 
opposés  D  et  E  deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  i  d'une 
cinquième  tangente;  par  les  deux  autres  sommets,  menons  également 
deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  point  i'  de  la  même  tangente  : 
deux  points  d'intersection  A  et  B  de  ces  droites  combinées  deux  à  dem 
forment  avec  chaque  groupe  de  sommets  opposés  deux  quadrilatères 
dout  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  pour  le  premier  sont  i  et  2, 
et  pour  le  second  i'  et  2'.  Parmi  les  lignes  qui  les  réunissent  11',  11', 
21',  2a',  le  première  est,  par  hypothèse,  tangente  k  la  courbe;  donc  les 
trois  autres  le  seront  aussi  et  le  théorème  est  démontré.  On  pourrait 
encore  employer  les  points  d'intersection  A'  et  fi'  des  droites  aboutissant 
en  I  et  i';  ce  qui  donnerait  les  tangentes  13',  31',  33'. 

Quand  une  conique  est  définie  par  cinq  tangentes,  l'application  de  te 
théorème  conduira  chaque  fois  k  trois  tangentes  nouvelles. 

Considérons,  pour  un  moment,  les  six  tangentes  composées  des  dttéi 
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du  qnadrilatère  et  des  droites  ii',  ai'  qui  se  coupent  en  i'.  Après  avoir 
mené  par  les  somoiets  opposés  G  et  F  les  droites  Gi'  et  Fi'  au  point 
d'intersection  des  deux  dernières  tangentes,  ainsi  que,  par  les  autres 


sommets,  les  droites  DA  et  EA  qui  se  rencontrent  sur  Fi',  on  voit  qne 
les  lignes  D2  el  Ei  se  rencontrent  sur  Gi'  au  point  B,  i  et  2  étant  les 
points  d'intersection  des  droites  DA  et  EA  avec  les  tangentes  it'  et  21'. 
D'où  résulte  le  théorème  suivant  :  Etant  données  six  tangenla  d'une 
conique,  on  en  prend  quatre  pour  former  un  quadrilatère  et  par  deux 
sommets  opposés  oit  tire  deux  droites  passant  par  le  point  fititerseetion 
des  deux  autres;  «1  on  mène  par  les  autres  sommets  deux  droites  qui  se 
eoupent  sur  l'une  belles,  les  lignes  qui  joignent  ces  mimes  sommels  aux 
points  où  cet  droàes  rencontrent  les  deux  tangentes  se  couperont  sur  FaMrt, 
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Ce  tb^orème,  comme  celui  de  Brianchon,  permet  de  construire  ample- 
ment une  sixième  tangente.  En  effet,  DEPG  étant  le  quadrilatère  formé 
par  quatre  tangentes  données,  on  mènera,  (6$.  90)  par  les  sommets 


opposés  F  et  G  deux  droites  aboutissant  en  un  point  quelconque  0  de  li 
cinquième  tangente,  et,  par  les  autres  sommets,  deux  droites  se  coupint 
en  I  sur  FOj  l'une  de  celles-ci,  El,  rencontre  la  cinquième  tangenteeni; 
on  joindra  les  points  D  et  i  pour  déterminer  le  point  K  sur  GO  ;  enfin  U 
droite  KE  rencontrera  DI  en  un  point  2  qui  appartiendra  i  la  secoode 
tangente  de  la  courbe  passant  par  0;  car,  d'après  le  théorème  les  droites 
Di  et  E2  doivent  se  couper  sur  GO,  si  les  droites  DI  et  El  se  coupent 
sur  FO. 

Théorémos  et  ezeroioea. 

El.  s .  Loraqae  trois  coaiques  sodI  doublement  Ungeote»  à  une  qnitriime,  lu  !■> 
gCDtei  comnitmes  «e  coupent  Iroii  i  irais  sur  une  même  droite. 

Ex.  S.  Si  on  eoDfidèrc  loa les  les  coniques  tangentes  à  deux  droite*  Sm  et  dunUe- 
meot  t«iigentes  k  une  cooique  donuëe,  les  points  d'intersection  de  lenn  l*iigei>W 
'  eommunet  ■*««  la  proposée  sont  sar  une  droite  qui  passe  par  le  point  de  coaeoon  des 
dnriles  fiiet. 

Ex.  s.  Si,  de  deux  point*  A  et  A',  on  mine  des  tangentes  a  deui  coniqae*  $,  nS, 
pour  former  deux  quadrilatères  circonscrits,  deux  coniques  i,  et  *,  inscriles  dam  (a 
quadrilatères  ont  quatre  langeiiles  communes  qui,  avec  celles  des  coniques  S,  ri  £«, 
tont  hnit  tangentes  d'une  même  courbe  du  second  ordre, 

El,  4.  Etant  donuéea  deux  coniques  S|  et  Sj  avec  leurs  [ai^eotes  issues  d'un  poiat  i, 
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les  conïqnet  ii  el  t,  donbiement  taageiites  aai  premièns  suivant  les  poliires  du  pMnt  A 
ont  quatre  tangentes  communea  qui,  avec  celles  de  Si  et  Si,  touchent  une  m^me  conique. 

E\.  ■.  Lonque  les  neines  de  l'équatioD  du  Iroiiiime  degré  en  h  sont  toutes  nelle*, 
les  tangentes  eommaoes  aux  deux  sections  coniques  sont  toutes  quatre  rielles,  <hi 
toula  quatre  inu^jnaires. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  radne  réelle,  deux  («Dgentes  conunuues  sont  réellet  et  Ict 
deux  antres  imaginaires. 

Ex.  •.  La  droite  qui  joint  deux  points  ombilicaux  de  deux  coniques  a  le  méiiM  pôle 
dans  les  deux  courbes.  Réciproquement,  une  droite  qui  jouit  de  cette  propriété  par 
rapport  ideux  coniques  passe  par  deni  de  leurs  points  ombilicaux. 

Ex.  S.  Dans  le  plan  de  deux  sections  coniques,  il  existe  trois  droites  dont  chacune 
a  le  mime  pâle  dans  les  deux  courbeaj  une  de  ces  droites  est  toujours  réelle  et  le* 
deux  autres  peuvent  être  imaginaires.  Le  pôle  de  l'une  d'elles  est  le  point  de  coneo«irs 
des  deux  autres. 

Ex.  •.  Étant  données  trois  sections  coniques  f„  i*  et  S  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère et  deux  droitet  fixes  O  el  O,  si,  par  les  points  où  UBe  tangente  T  à  S  rencontre 
O  et  (y,  on  mène  les  tangentes  Ai,  A/,  An  A|'  aux  coniques  <■  et  *■,  on  aura  la 
retation 

sin  (T,  Al)  -  sin  (T,  A,')       sin  (T,  A.)  -  sin  (T,  A»')  _ 
sin(0,  Ai)-sin(0,  A,')  '  sin  {O',  A,)  -  sin  (CK,  A,')~ 

Sx.  *.  Si  quatre  coniques  «i,  d.  S,,  Si  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère  et  si 
d'ira  poÎDt  OD  mène,  aux  deux  premières  les  couples  de  tangentes  A|  et  Ai',  At  et  At', 
à  la  troisième  la  tangente  Ti,  à  la  quatrième  la  tangente,  Ti,  on  a  la  relation 
sin(T„Ai|-sin(T„  A.')      gin  jT,.  A.)  -  sin  (T..  A/) 
sin(T„  A,).sin(T„A,')  '   sin(T„  A,l  ■  sin(T„  A.')~ 
quel  que  soit  le  point  par  lequel  sont  menées  les  tangentes. 

El.   *■•  Quelle  est  la  significaijon  géomélrique  de  l'équalion  PQ  —  k\*  =■  o? 

Kl.  II.  Le  pdle d'une  droite  lixr,  par  rapport  aux  diverses  coniques  PQ  —  ilA'  =  o, 
est  une  droite  qui  passe  par  le  point  A  ^  o. 

Ex.  1>.  Chercber  l'équation  des  coniques  doublement  tangentes  aux  coniques 
S  =  oetS'=o. 

Ex.  la.  Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  une  droite  quelconque  menée 
pu-  le  pèle  de  Ta  corde  de  contact  a  le  même  pôle  dans  les  deux  courfoes. 


D,gnz.dbvC00gle 


GHAPITHE  XI. 


PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES    DES   CONIQUES- 


Héthods  dw  ooorâonnéM  trUncnlKlrM  et  polmimËlim- 


SmntjLHi.  —  PropriiUt  in  ijriUnM  da  attaqua  puuont  par  trait  poàUt,  par  fmtn 
p«mlt,  tangmtu  à  trou  ou  qtatrt  droila  fixe*.  ThforèiiKt  de  lamé,  ât  lfa€tam,it 
Bt—e  et  de  Châtia.  —  Thk^ï'mtt  dt  Piutal,  de  BrianfJum;  ccnulriMltm  imi 
eomiqite  définie  par  cinq  p«iitl<  ou  emq  lanjeiilee. 

S7S.  L'emploi  des  coordonnées  triangulaires  d'un  point  ou  d'mw 
droite  est  généralement  fort  avantageux  pour  démontrer  les  propriAà 
descriptives  d'une  figure,  c'est-à-dire  celles  qui  ne  dépendent  que  da  U 
direction  indéfinie  des  lignes;  par  exemple,  pour  constater  qoe  plusiaus 
droites  passent  par  un  même  point  ou  que  plusieurs  points  sont  en  ligne 
droite.  Le  système  des  coordonnées  de  Descartes  serait,  dans  ce  cas,  aD 
instrument  peu  commode,  et  conduirait  inévitablement  à  des  calcnk 
Iwigs  et  pénibles.  Nous  allons  faire  usage  des  équations  en  coordonnées 
triangulaires  et  polygonalen,  pour  démontrer  les  propriétés  si  reroarqni- 
blee  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  aux  sections  coniques,  en 
prenant,  pour  les  côtés  du  triangle  de  référence,  certaines  droites  qni 
font  partie  de  la  figure  que  l'on  considère. 

Nous  ferons  remarquer  une  fois  pour  toutes,  au  commencement  de  ce 
chapitre,  qu'un  théorème  étant  démontré  au  moyen  d'équations  renfer- 
mant les  coordonnées  A,  B,  C  du  point,  on  arrive  de  la  même  miDière 
il  on  théorème  diOérent  du  premier,  en  supposant  que,  dans  ces  éqor 
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tions,  A,  B,  C  soient  les  coordonnées  tangentielles.  Ponr  abréger,  nous 
énoncerons  chaque  fois  ce  second  théorème  sons  le  nom  de  théorètne 
eorrétatif,  en  laissant  souvent  au  lecteur  le  soin  d'approprier  le  discours 
à  l'interprétation  des  équations  qui  ont  servi  k  établir  le  premier,  si 
A,  B,  C  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  u  et  v.  Généralement,  Q 
suffit  pour  passer  de  l'un  à  l'autre  de  changer  les  expressions  :  ■  point  de 
la  courbe  ■  en  (  tangente  à  la  courbe,  »  *  droites  concourantes  >  en  c  points 
sitnés  sur  une  droite,  >  <  sécantes  communes  ■  en  c  tangentes  communes,  > 
€  polygone  inscrit  ■  en  ■  polygone  circonscrit,  ■  etc. 

S  1 .    COmQUe    AAPPORTËE    A    UN   TRIANGLE,    A   UN    QUADAILATÉRB    INSCRIT    OU 
aRCOflSCRIT;   a    DH   triangle,    A    UN    QUADRILATÈRE   CONJUGUÉS. 

S74.  Conique  rapportée  d  un  triangle  inscrit.  Nous  avons  vu  précé- 
demment qu'une  telle  conique  est  représentée  par  une  équation  de  la 
forme 

(s)  tBC  +  mCA  +  nAB  =  o. 

Nous  allons  en  déduire  une  construction  géométrique,  en  cherchant 
la  condition  pour  que  te  point  défini  par  les  égalités 

(m)  XA  =  (jlB  =  vC 

BpparUenne  à  la  courbe.  On  trouve  facilement  que  celle  condition  est 
(c)  fA  +  mft-|-nv  =  o, 

Or,  c'est  aussi  la  relation  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  la  droite 
(M)  XA  +  fiB  +  vC=o 

passe  par  le  point  fixe 

ABC 

Il  s'ensuit  que,  si  la  droite  M  tourne  autour  du  point  fixe  0,  le  point 
correspondant  m  décrira  ta  section  conique  circonscrite  au  triangle  de 
référence.  Noua  avons  donné  (p.  8S)  la  construction  géométrique  du 
point  (m),  connaissant  la  droite  H;  par  conséquent,  on  pourra  construire 
UD  point  quelconque  de  la  conique,  en  cbercbant  le  point  correspondant 
d'une  droite  quelconque  menée  par  te  point  0. 

Quand  une  conique  est  définie  par  cinq  points,  on  peut  en  prendre 
trois  pour  les  sommets  du  triangle  fondamental,  et  construire  ensuite 
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les  droites  H,,  H*  qui  correspondent  aux  deux  autres;  celles-ci  m  cou- 
peront en  un  point  qui  sera  le  point  0  relatif  à  cette  conique.  Od  détimii- 
nera  easuite  un  sixième  point  quelconque  par  la  construction  précédente. 

!t7fi.  Conique  rapportée  à  un  triangle  cireotutrit.  Une  telle  conique 
est  définie,  en  coordonnées  tangentielles,  par  l'équation 
(a)  /BC  +  mCA  +  nAB  =  o. 

La  droite  déterminée  par  les  égalités 

(m)  lX  =  (tB  =  vC 

sera  tangente  à  la  courbe  avec  la  condition 

(c)  lX-{-m[Ji-{-nv  =  o. 

Or,  celle-ci  exprime  aussi  que  le  point 

(M)  U+fiB  +  i«  =  o 

se  trouve  sur  la  droite  fixe 

ABC 
(«>  l=^-n 

Donc,  quand  le  point  H  décrit  la  droite  0,  la  droite  correspondante  m 
se  déplace  et  enveloppe  la  section  conique  inscrite  dans  le  triangle  de 
référence. 

On  en  déduit  une  construction  d'une  tangente  quelconque  à  aae 
conique  assujettie  à  toucher  cinq  droites  données.  On  prendra  trois  de 
ces  droites  pour  les  cdtés  du  triangle  de  référence,  et  on  déterminera  les 
deux  points  Mi,  Hi  qui  correspondent  aux  deux  autres;  la  droite  qui 
réunit  ces  derniers  sera  la  droite  fixe  0  pour  la  conique  qui  doit  touclier 
les  droites  données.  Il  suffit  de  construire  une  droite  (tn)  correspondiDl 
à  un  point  quelconque  de  la  droite  0  pour  avoir  une  sixième  langenle 
de  la  courbe. 

S7A.  Conique  rapporlée  i  un  quadrilatère  itueril.  Soient  {fig.  91) 

P,  =  o,       P,  =  o,       Pi  =  o,       P.  =  o, 

les  équations  des  côtés  d'un  quadrilatère  1254.  Une  conique  quelconque 

qui  passe  par  les  sommets  de  ce  polygone  est  représentée  par  une  équi- 

tion  de  la  forme 

P.P,  —  fcP,p4  =  o, 
oii  k  est  un  paramètre  arbitraire. 

Cette  même  équation  représente  aussi,  en  coordonaces  tangenlieiles, 
une  conique  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  dont  les  sommets 
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opposés  sont  les  points  Pi  =  o,  Pj  =  o  ;  Pi  =  o,  P4  =  o.  De  cette  équa- 
tion découle  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  un  quadrilaière  est  insa-U  à  une  oonû/ire,  le  produit  des 
distances  d'un  point  de  la  tourbe  à  deux  càtis  opposés  est  au  produit  des 
distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés  dans  un  rapjiort  constant. 

ThëObëhb  cOHH^LiTiF.  Quand  un  quadrUaière  est  circonscrit  à  une 
conique,  le  produit  des  dislances  de  deux  sommets  opposés  à  une  tangente 
queteonque  est  au  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets  à  la 
mime  droite  dans  un  rapport  constant. 

97T.  Désignons  par  ol  le  point  d'intersection  {fig,  91)  des  diagonales 
13,  24)  par  (3,  y  les  points  de  concours  des  côtds  opposés,  et  rapportons 
toute  la  figure  au  triangle  ap^  pris  pour  triangle  de  référence. 

Soient 

(P,)    /A  —  mB  =  o,        (P.)    M  —  nC  =  o, 
les  équations  des  câtés  Pi  et  Pt  qui  aboutissent  aux  sommets  y,  ^;  les 
deux  autres  cdtés  P^  et  P|  étant  respectivement  les  droites  conjuguées 
des  précédentes,  dans  les  faisceaux  harmoniques  qui  ont  pour  sommets 
yetp,  seront  représentées  par 

(Pi)     /A-fmB  =  o,        (P.)    /A  +  «C  =  o. 

En  substituant  dans  l'équation  (i)  aux  lettres  Pi,  Pf,  P,,  P^  les  premiers 
membres  de  ces  équations,  il  vient 

(ÏA  +  nC)  (/A  —  nC)  —  k{t\  +  mB)  (/A  —  mB)  =  o, 
ou  bien 
(2)  (I— )t)(»A»+im»B'-n»C*=o. 

La  forme  de  cette  équation  indique 
qu'une  conique  quelconque  circons- 
crite au  quadrilatère  est  conjuguée 
au  triangle  de  référence. 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite 
dans  le  quadrilatère  dontles  sommets 
sont  les  point8p|=o,Pï^o,Ps=o, 
p4  =  o,  si  on  prend  pour  points  de 
référence  les  sommets  du  triangle 
formé  par  les  diagonales,  l'équation-  Fig-ui. 

de  la  courbe  sera  aussi  de  la  forme  (2).  Il  en  résulte  que  le  triangle  des 
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diagonales  est  conjugué  à  tontes  les  coniques  inscrites  dans  I 
1^  P<  Pi  P.  Pt. 

97S.  Lei  polaires  d'un  point  fixe,  par  rapport  à  foute*  U*  conijiK) 
circontaiUs  à  un  qvttdrÛtUére,  passent  par  un  même  point. 

Bo  effet,  la  polaire  d'un  point  (A',  B',  C)  par  rapport  à  une  conique 
représentée  par  (2)  a  pour  équation 

(i  —  k)  PAA'  +  fcm'BB'  —  nKC'  =  o. 

A  cause  de  la  présence  da  paramètre  k,  toutes  les  polaires  «Hicoorait 
ea  un  point  déterminé  par  les  équations 

PAA'  —  n*CC'  =  o,        f'AA'  —  m*BB'  =  o. 

Ce  dernier  point  est  réciproque  du  point  donné,  c'est-à-dire  que  ses 
polaires  par  rapport  à  toutes  les  coniques  de  la  série  vont  converger 
au  point  donné. 

On  sait  que  la  polaire  d'un  point  situé  à  l'infini  sur  une  droite  coînâde 
avec  le  diamètre  conjugué  à  cette  droite,  et,  par  suite,  en  snpposanl  le 
point  donné  &  l'infini,  on  a  ce  théorème,  que  tes  diamitret  conjugué»  à 
une  même  droite  dans  les  coniques  circonscrites  d  un  quadr^atère  patsad 
par  un  point  fixe  (Lah^). 

TaÉOBËME  conRÉLATiF.  Les  pôks  dune  droite  fixe  relativemaU  omx 
coniques  inscrites  dans  un  guadrUalère  sont  sur  une  même  droite. 

Lorsque  la  droite  est  à  l'infini,  le  pdle  coïncide  avec  le  centre  de  la 
conique,  et,  par  conséquent,  ies  centres  des  coniques  inserites  dont  mm 
■  quadrilatère  sont  sur  une  même  droite  (Newton). 

Les  sommets  opposés  du  quadrilatère  étant  regardés  comme  les  coni- 
ques limites  du  système,  les  milieux  des  diagonales  doivent  appartenir 
au  lieu;  donc,  la  droite  des  centres  des  coniques  inscrites  d  un  quadri- 
latère est  celle  qui  passepar  les  mUieux  des  diagonales. 

979.  Lorsqu'un  point  se  meut  sur  une  droile,  le  récçirofue  de  ce 
point,  par  rapport  aux  coniques  circonscrites  d  un  quadrilatire,  décrit 
une  section  conique  qui  passe  par  les  sommets  du  triar^le  conjugMé  à 
toutes  les  courbes  de  la  série. 

En  effet,  soit  XA  +  ftB  +  vC  =  o  la  droite  que  décrit  le  point(A',B',C'). 
Le  lien  du  conjugué  réciproque  s'obtient  en  éliminant  A',  B',  C  entre  les 
équations 

XA'+f*B'-f  vC'  =  o,    /»AA'  — n*CC'=o,     («AA' —  ««BB' =  o. 
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On  arrÏTe  k  l'équation 

Am»n*BC  +  fiPn'CA  -f  vPm*AB  =  o 
qui  représente  nne  courbe  dn  second  ordre  circonscrite  au  triangle  de 
référence;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

TEÉonJna  coRaâLtTiF.  Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe, 
ta  droite  réciproque,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pôles  de  cette  droite  par  rap- 
port d  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère,  enveloppe  une 
section  conique  inscrite  dans  le  triangle  eo^ugué  à  toutes  les  courbes  du 
stfstime. 

989.  7'oufe  conique,  qui  divise  harmoniquement  deux  diagonales  d'un 
quadrilatère  complet,  divise  harmoniquement  la  troisième  (0.  Hessb). 

Soient 

P,  =  o,  P,  =  o,  P,  =  o,  P*  =  o, 
les  équations  des  câtés  d'un  quadrilatère.  On  dit  qu'une  conique  et  un 
quadrilatère  sont  conjugués,  lorsque  la  polaire  d'un  sommet  passe  par  le 
sommet  opposé,  de  sorte  que  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
chaque  diagonale  et  deux  sommets  opposés  forment  un  système  de  quatre 
points  harmoniques. 

Cela  étant,  l'équation 

(«)  i.P.»  +  >,P,*  +  >,P,'  +  U»4»  =  o 

représente  une  conique  quelconque  conjuguée  au  quadrilatère  proposé. 

En  efFet,  si  on  chercbe  l'équation  de  la  tangente  ou  de  la  polaire  du 
point  (P,',  P,',  P.',  P4')  en  posant 
X,  (P,— P,')  {P,_P/')+ A.  (P,_P,'){P,_P,")-}-J,  (P,— P,')  (P.— P.") 

+X4{P*— P4')(P.-P4")=^tP'*+^P«'+^P»*  +  W*' 
pour  l'équation  de  la  sécante  qui  joint  les  points  (Pt',  Pi',  Pi',  V*'), 
(Pi"»  Pj")  Pi"»  P4"),  on  trouve,  après  les  réductions,  lorsque  P/  =  Pt", 
P,'  =  P,",  p.'  =  p,",  p/  =  p/', 

7,p,p/  _(.  A,p,p,'  +  i,p,p,'  +  V.P*'  =  o. 

Or,  si  le  point  donné  coïncide  avec  le  sommet  (P|,  Pi)  du  quadrilatère, 
on  a  P('  =  o,  Pi'  =  o,  et  l'équation  de  la  polaire  se  réduit  k 

X.p,p,'  +  ^PJ»/  =  o; 
c'est  une  droite  qui  passe  par  le  sommet  opposé  (Pj,  P*).  Donc,  toute 
conique  de  l'équation  {a.)  est  conjuguée  au  quadrilatère  Pi  P*  Pg  P4  =  o. 
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Mais  l'ëquatioD  (a)  renferme  trois  paramètres  arbitraires;  il  ftut  trois 
conditions  distinctes  pour  déterminer  la  courbe  qu'elle  représente;  or 
celle-ci,  étant  conjuguée  au  quadrilatère,  divise  harmoniqueineat  citaqne 
diagonale;  par  suite,  la  division  harmonique  de  U  troisième  diagonik 
doit  être  une  conséquence  de  la  division  harmonique  des  deux  intr»; 
car,  dans  le  cas  contraire,  ou  ne  pourrait  plus  assujettir  une  (elle  coniqDe 
à  satisfaire  à  trois  autres  conditions,  comme  l'exige  l'équation  («). 

En  se  rappelant  la  définition  de  deux  points  coqjugués  par  rapport 
à  une  conique,  on  peut  encore  énoncer  le  théorème  précèdent  comme 
suit  :  Quand  devx  couples  de  sommets  opposés  d'an  quadrilatère  ctnHpUt 
êOtU  conjugués  par  rapport  à  um  conique,  U  en  est  de  même  des  daa 
autres  sommets. 

lorsque  P|  =  o.  Pi  =  o,  Pi  =^  o,  P*  =^  o  soot  les  équations  en  coor- 
données tangentielles  des  sommets  d'uu  quadrilatère,  l'équation  (a)  repré- 
sente une  conique  cotguguie  aux  cdtés  de  ce  polygone,  G'est4-dire  une 
conique  telle  que  le  pdle  d'un  cdté  se  trouve  sur  le  càté  opposé.  Si  ou 
appelle  conjuguées  par  rapport  k  une  conique  deux  droites  dont  le  pile  de 
l'unesetrouvesurraulre,  on  aura  pourtetbéorémecorréUUrdu  précédait: 
Quand  deux  couples  de  droites  opposées  qui  joignent  qwOre  points  d» 
plan  sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique,  il  en  est  de  mém  des 
deux  autres  droites. 

181.  Si,  autour  de  deux  points  fixes  tTune  conique,  on  faU  tourner 
deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  courbe,  ces  droites  considérées  dont 
leurs  diorrses  positions  forment  deux  faisceaux  homographitfues  (CaiSLEs). 
En  effit,  soient  0  et  0'  deux  pointe  fixes  d'une  conique;  inscrivons  le 
quadrilatère  P|  Pi  Pi  Pt=  o,de  manière  à  ce  que  0  et  0'  soient  deux  som- 
mets opposés.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

(P)  PiPï  —  AiPtP*  =  o, 

où  jti  est  une  constante  déterminée.  On  en  déduit 
Pi       9^_ 
Va  ^*,P.  ' 
Si  on  représente  par  X  chacun  de  ces  rapports,  les  droites 
(y)  P,  —  iPi  =  o         (5)  P,  —  i,iP*  =  o 

jouiront  de  la  propriété  de  passer  par  les  points  0  et  0'  et  de  se  couper 
lur  la  courbe  quel  que  soit  X  ;  car  l'élimination  de  ce  paramètre  entre  (^) 
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et  (^eoDdnit  à  l'équation  de  !■  conique  donnée.  Or,  les  équations  (y)  et  (S) 
soat  celles  qui  déterminent  (N*  9S)  les  rayons  homolt^ues  de  deux 
faisceaux  homograpbiques  ayant  pour  centres  les  points  0  et  0';  donc  le 
théorème  est  démontré. 

TstoBÂMB  coRRÉLiTiF.   Une  tangente  mobile  rencontre  deux  tangente» 
fixes  d'une  conique  en  des  points  qui  for- 
ment deux  divisions  homographiques. 

Car,  si  les  équations  précédentes  renrer- 
ment  les  coordonnées  taagentielles,  la 
droite  des  points 

P,  _  ip,  =  o,      Ps  —  A,>P<  =  o, 
est  une  tangente  variable  h  la  conique  re- 
présentée par  l'équation  PiPi — fciP,Pt=o; 
la  forme  de  ces  équations  indique  que  les  rii.  w. 

points  qu'elles  représentent  sont  situés  sur  deux  cdtés  opposés  du  qua- 
drilatère circonscrit  à  la  courbe,  et  qu'ils  forment  deux  divisions  bomo> 
graphiques  (N"  95). 

MS.  Le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques  est  une  section  conique  qui  passe  par  les  ceO' 
très  des  deux  faisceaux. 

Soient  0  et  (V  (fiq.  92)  les  points  d'iutersectioo  des  droites  Pi  et  P*, 
Pi  et  P«.  Les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  ayant 
pour  eentres  les  points  0  et  0'  sont  donnés  par  les  équations 
p,  __  AP,  =  o,        P,  —  k,}.?t  =  o. 

Si  on  élimine  X  pour  trouver  l'équation  du  lieu  des  points  d'intersec- 
tion des  rayons  homologues,  on  trouve 

P.P,  — *,PiP4  =  o; 
le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les 
points  6xes,  car  l'équation  précédente  est  satisfaite  pour  Pi  =  o.  Pi  =3  o; 
P,  =  o,P,  =  o. 

Théorème  coBnéLATiF.  L'enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  points  homologues  de  deux  droites  divisées  homograpfnquement  est 
une  section  conique  tangente  à  ces  droites. 

Car,  si  on  considère  les  deux  droites  fixes  qui  passent  respectivement 
par  les  points  Pi  =  o  et  Pi  =  o,  P»  =  o  et  P4  =  o,  les  points  homologues 
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de  deux  divisions  homographiques  faite  sur  les  droites  sont  donnés  pir 
les  éqnatioDB 

p,  _  >p,  =  o,        P,  —  É.XP,  =  o. 
Ed  éliminant  A,  on  trouve  l'équation 

PiPi  — fc,P,p4  =  o 
qui  représente  une  conique  tangente  aux  droites  fixes,  car  elle  est  sitis- 
Taite  en  posant  Pj  =  o,  Pi  =  o  ;  Ps  =  o,  P»  =  o. 

Remarque.  Le  tliëorème  du  N"  381  est  très-remarquable  :  il  doooe 

une  relation  entre  six  points  appartenant  à  une  conique  ;  car,  étant  doaaés 

six  points  0  et  0',  a,  b,  c,  d  d'une  courbe  du  aecond  ordre,  si  on  aicae 

les  différents  rayons  Oa,  O'a,  06, 0'6,  etc.,  les  deux  faisceaux  0  (a, (■,(,(!] 

et  0'  (a',  6',  c',  d')  sont  faomographiques.  Il  en  résuite  que  ce  tbéorènie 

donne  le  moyen  de  trouver  lin  point  quelconque  d'une  conique  assujettie 

à  passer  par  cinq  points  donnés  0, 0',  a,  6,  c  :  on  joint  deux  de  ce$  points 

0  et  0'  aux  trois  autres  et  on  regarde  1m 

rayons  Oa,06,OccoHime  étant  homologues 

aux  rayons  O'o,  0'6, 0'f  ;  on  mène  eosuile 

par  le  point  0  une  droite  quelconque  Od, 

et  on  construit  son  homologue  O'd;  ces 

deux  rayons  se  couperont  en  un  point  qui 

appartient  &  la  conique. 

De  même,  le  théorème  corrélatif  penuet 
de  construire  une  sixième  tangente  quel- 
''(-  ^  conque  d'une  conique  assujettie  b  toucher 

cinq  droites  données;  car  on  en  déduit  que  quatre  tangentes  A,  B,  Ci  D 
à  une  conique  rencontrent  deux  tangentes  0  et  0'  en  deux  systèmes  de 
points  bomograpbiques  a,b,eyd  et  a',  6',  c',  d'.  Donc,  si  on  cooniit 
a,  h,  e,  a',  6',  c',  on  prendra  sur  la  tangente  0  un  point  quelconque  d, 
et  on  construira  son  homologue  d"  sur  la  tangente  O*  :  la  droite  df  un 
une  sixième  tangente  de  la  courbe. 

Ces  deux  théorèmes  sont  la  base  du  Traité  des  stclùms  eoniquei  par 
CusLES.  Paris,  1865. 
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989.  Lts  eàté»  oppoêéi  <fun  hexagone  inêcrit  dans  une  conique  m 
rencontrent  en  trois  poinU  situéi  en  ligne  drotte.  (Pascal.) 

On  a  déjà  prouvé  (N*  193)  l'exactitude  de  cette  proposition;  eu  voici 
une  autre  démonstration  basée  sur  une  idenUté. 

Soient 

A=.o,      B  =  o,      C  =  o, 
Jes  équations  des  côtés  i?,  23,  34  d'un  hexagone  inscrit  dans  une  coni- 
que (fig.  94),  et 

A'  =  o,      B'  =  o,      C'  =  o 
celles  des  côtés  opposés  45,  56,  61.  Menons  parles  points  i  et 4  la  diago- 
nale 1^0  qui  partage  l'hexagone  en  deux  quadrilatères  lABC,  lA'B'C 
inscrits  dans  la  courbe.  Les  équations 

Me  +  mBI  =  o,  /'A'C  +  m'B'I  =  o 
représentant  la  même  conique,  doivent  ôtre  satisfaites  par  les  mêmes 
valeurs  de  x  et  de  y,  et,  par  suite, 
on  peut  toujours  déterminer  les 
paramètres  qu'elles  renferment, 
de  manière  h  ce  que  les  premiers 
membres  soient  identiques.  Il  en 
résulte  que  la  relation 

/AC+mBI  — /'A'C  — m'B'I  =  o  1 

sera  satisfaite  qu'elles  que  soient  ' 

les   valeurs  de  x  et  de  y.  Le 

signe  =  est  celui  dont  on  se  sert  Fi(.  ». 

pour  indiquer  une  identité.  Les  équations  équivalentes 

lAC  —  l'A'C  =0  I  {mB  —  m'W)  =  o 
représentent  donc  la  même  coufbe  :  la  seconde  donne  deux  droites  I=>o, 
mB — m'B'=o,  et  il  en  doit  être  de  même  de  la  première;  or,  l'une  des 
droites  représentées  par  celle-ci  renferme  les  points  d'intersection  des 
droites  A  =  o  et  C  =:  o,  C  ^  o.  A'  =  o;  c'est  la  droite  I;  l'autre  passe 
par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  A  ^  o  et  A'  =  o,  C  =  o  et 
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C  ^  o,  et  comme  elle  doit  coïncider  btcc  la  droite  mB  —  m'B'  ^  o,  od 
on  coDclnt  que  les  points  (AA')f  (BB'),  CC')  sont  sur  une  même  droite. 

La  démonstration  précédente  est  indépendante  delà  nature  de  l'hexagone 
inscrit;  par  conséquent,  le  théorème  de  Pascal  est  général  et  s'applîqaei 
-tout  hexagone  inscrit  dans  une  conique,  qu'il  soit  convexe  ou  non 
convexe. 

VS4.  La  droite  qui  passe  par  les  points  de  concours  des  cAtcs  opposés 
peut  être  représentée  par  l'une  des  équations  suivantes  : 

/A  —  l'A'=o      mB  —  m'B'  =  o,       nC  —  tj'C  =  o, 

et,  avec  des  valeurs  convenables  des  paramétres,  on  aura  les  identités 

fA  —  /'A'  =  mB  —  m'B'  =  «C  —  n'C. 

Posons  a  =  l\,  a'  =  l'K',  b  =  mB,  6'  =  m'B',  e  =  nC,  c'  =  n'C  :  les 

équations  des  côtés  de  t'hexagone  seront 

a  =  o,         6=0,        c^o 

(')  •  Il  , 

^  a'  =  0,        Il  ^=  o,        c=  o, 

et  en  vertu  des  identités 

(2)  a  —  a!  —  h  —  b'  =.e  —  if, 

la  droite  des  points  de  concours  des  cdtés  opposés  aura  pour  équations 

(i,)      a  —  o'  =  o,      6  —  6'  =  o,      e  —  c'  =  o. 

Des  relations  (2)  on  tire  a  +  c'  =  e  -|-  a',  et  les  équations 

(,4)  «  +  «'  =  0,        c  +  a'-o 

représentent  la  même  droite  ;  c'est  la  diagonale  14.  On  trouvera  de  même 

pour  les  équations  des  autres  diagonales 

{25)  a — 6  =  0,     ou     a'  —  6'  =  o; 

(36)  6  —  c^o,  b'  —  c'  =  o. 

Afin  d'abréger,  nous  écrirons  i'^o.^'^OiA^ïo  pour  les  équations  ()cs 

diagonales,  t,  ^,  A  étant  les  premiers  membres  des  équations  (i4),(25),(36)> 

Les  trois  diagonales  forment  avec  les  côtés  six  hexagones  différeots 

inscrits  dans  la  courbe  et  ayant  les  mêmes  sommets  ;  ce  sont  :  ABCA'B'C, 

C'HBGA'I,  ICHB'GA  et  C'UCA'GA,  ICBGB'C,  ABBB'A'l.  Noos  aUons  voir 

que  les  droites  qui  renferment  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 

d£s  trois  premiers  concourent  en  un  même  point  0,  et  que  celles  qui  p>s- 
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sent  pir  les  points  d'intersection  des  cAtjs  opposés  des  trois  autres  coa- 
eonrent  en  un  second  point  O*. 

Les  droites  du  tbéorème  de  Pascal  dans  le  second  et  le  troisième  hexa- 
gone du  premier  groupe  ont  des  équations  de  la  forme 

a'  —  fxA  =  o,         A  —  va  =  o, 
on 

a'  —  fi(b'  —  c')  ^ o,        b^e  —va  =  o; 

ear  les  cAtés  A'  et  H,  A  et  H  sont  opposés  dans  chacun  d'eux  ;  en  exprimant 
que  la  première  doit  passer  par  te  point  d'intersection  des  cités  opposés 
(/so,  g^a' —  l/'=o,  et  la  secoude  par  le  point  de  rencontre  des  droites 
e^o,g=^a  —  b  =  o,  on  trouve  fi  =  v  =  i.  Les  équations  des  lignes 
de  Pascal  pour  les  trois  premiers  hexagones  seront  donc 

a  —  a'  =  o,        a'  —  A  =  o,        A  —  a  =  o; 
et,  par  conséquent,  ces  droites  se  coupent  en  un  même  point. 

De  même,  les  droites  qui  passent  par  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  des  trois  autres  hexagODCs  ont  des  (équations  de  la  Torme 

g  —  ih  =  o,        i~fxg^o,        h  —  w'^o, 
on 
a_6_i(6_e)=o,       a+i^ —f).{a—b)=o,       i'— c'— v(a+c')=o. 

Comme  ces  équations  doireat  étro  satisfeites  par  les  points  d'interscc* 
don  des  antres  aitéa  opposés  de  chacun  des  hexagones,  il  faut  que  l'on 
ait  A  =  —  If  fj.^i^v  =  —  I  ;  les  droites  de  Pascal  pour  les  hexagones 
du  second  groupe  seront 

j  +  A  =  o,        »  —  g  =  o,        A-l-i  =  o. 
et  elles  se  coupent  aussi  en  un  même  point.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  un  hexagone  est  inscrit  d  une  conique,  les  six  calés  et  les  mil 
diag<males  forment  un  système  de  neuf  droites  donnant  lieu  d  six  hexa- 
gones inscrits;  tes  droites  de  Pascal  de  trois  d'entre  eux  concourent  m  un 
certain  point  O,  et  celle»  des  trois  autres  en  un  certain  point  0'. 

Les  points  où  viennent  aboutir  trois  lignes  de  Pascal  s'appellent  points 
de  Steineb  :  c'est  ce  géomètre  qui,  le  premier,  les  a  fait  connaitre. 

WS.  Le  théorème  de  Pascal  établit  une  relation  entre  six  points  d'une 
conique,  un  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  définir  la  courbe;  il  permet  donc 
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comme  celui  de  Chasles,  de  déterminer  autant  de  points  que  l'on  vent 
d'une  conique  assujettie  h  passer  p&r  cinq  points  donnés  t,  2, 3, 4, 5.  Ob 
joint  ces  points  par  des  droites,  et,  après  avoir  tiré  par  le  point  i  (fig.  94) 
une  droite  quelconque  16,  on  détermine  les  points  d'intersection  t  et  m 
des  lignes  16  et  34,  12  et  45;  on  prolonge  ensuite  le  câté  23  jusqn'l 
SB  rencontre  en  n  avec  la  droite  Im  :  la 
le  qui  joint  le  point  n  avec  le  dernier 
point  donné  5  rencontrera  la  droite  16 
en  un  point  x  appartenant  à  la  conique 
dcGnie  par  tes  points  donnés. 

Supposons  (fig.  9S)  que  le  sommet  j 
de  l'hexagone  inscrit  vienne  se  confondre 
avec  le  point  i,  le  côté  ix  devient  tangent 
à  la  courbe  au  point  i  ;  le  théorème  de 
Pascnl  est  encore  applicable,  en  regardant 
celte  tangenle  comme  étant  un  coté  de 
l'hexagone.  11  en  résulte  la  construction  suivante  de  la  tangente  en  un 
certain  point  i  de  la  conique  :  on  détermine  les  points  de  rencontre  des 
côtés  12  et  45,  23  et  15,  ainsi  que  le  point  l  où  le  côté  34  rencontre  la 
druite  mn;  la  ligne  1/  sera  la  tangente  à  la  conique  au  point  i. 

98*.  Les  diagonales  d'un  hexagone  circonscrit  à  une  conique  se  coupent 
en  un  même  point  (BaiàncHON). 
Soient 


les  équations  des  sommets  d'un  hexagone  circonscrit  à  une  conique,  A  el 
A'  étant  deux  sommets  opposés  et  ainsi  des  autres.  Prolongeons  les  côl/s 
opposés  AC,  CA',  et  soit  I  =^  o  l'équation  de  leur  point  d'intersection. 
Les  deux  quadrilatères  lABC,  lA'B'C  étant  circonscrits  k  la  conique,  si 
les  équations  en  coordonnées  tangentiellea 

iAC  +  mBl  =  o,         l'A'C  -f  m'B'I  ==  o 
représentent  la  même  courbe,  on  peut  écrire  l'identité 
/AC  +  mBI  —  i'A'C  —  m'B'I  =  o. 
n  en  résulte  que  les  équations  équivalentes 

lAC  —  l'A'C  =  0,        I  (mB  ~  m'B')  =  o, 
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représentent  le  même  lieu.  La  première  devra  donc  donner  deux  points 
comme  la  seconde;  l'un  est  le  point  comman  aux  droites  qui  joignent  les 
points  A  =  oetC' =>  o  A'  =  o  et  C  =  o;  il  coïncide  avec  le  point  I; 


l'autre  provient  de  rintersectJon  des  droites  qui  réunissent  tes  sommets 
opposés  A  ="0,  A'=^o;B=^o,  B'=:  o;  comme  il  doit  être  le  même  que 
le  point  mB  —  m'B'  =  o,  les  droites  {AA'),  (BB'J,  (CC)  se  rencontrent  en 
un  oiéme  point. 

Le  théorème  de  Brianchon  est  aussi  général  que  celui  de  Pascal  et 
s'applique  &  tout  hexagone  circonscrit  à  une  conique. 

SS7.  Puisque  le  point  de  concours  des  diagonales  se  trouvent  à  la  fois 
sur  les  droites  qui  joignent  les  points  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  on  peut 
écrire  les  identités 

Ik  —  l'k'  =  mB  —  m'B'  =  nC  —  «'C, 
on  bien,  en  posant 

a  =  Ik,    a'  =  l'k',    b  =  mB,    b'  '=  m'B',     c  =  nC,     c'  =  n'C, 

a  —  a'  =  b  —  b'  =  c  —  c'. 
Les  équations  des  sommets  de  l'hexagone  deviennent 
a  =  Of        6  =  0,        c.  =  o 
a'^Q,        fe'^o,        c'^o; 
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celles  des  points  de  concours  des  cAtéa  opposée  serout  : 

o-l-c'  =  o,     ou     a'  +  c  =  o, 

a — 6^0,     ou    a'  —  b'=o, 

b  —  c  =  o,  ou  6'  —  c'  ^  o. 
Les  points  de  concours  1,  G,  H  et  les  sommets  de  l'hexagone  format 
six  hexagones  différents  circonscrits  à  la  courbe,  savoir  :  ABCA'B'C, 
C'HBGA'I,  ICHB'GA  et  C'HCA'GA,  ICBGB'C,  ABHB'A'1. 11  est  facile  de 
vérifier  que  les  points  du  théorème  de  Briaochon  poar  ces  différeols 
hexagones  sont  réprésentés  par  les  équations 

a  —  a'  =»  o,  a'  —  k^o,  h  —  a^o, 
g-\-  h  =  Oy  i  —  j==o,  A4-'  =  Oï 
t,  g,  A  étant  les  premiers  membres  des  équations  des  points  I,  G,  H;  elles 
donnent  deux  systèmes  de  trois  points  en  ligne  droite,  et  on  a  ce  théo- 
rème ;  Quand  un  hexagone  est  circonscrit  d  une  section  conique,  les  poûili 
de  concours  des  cdîés  opposés  et  les  six  sommets  forment  un  ty^étiu  de 
neuf  points  donnant  lieu  à  six  hexagones  différents  drconserils  à  la 
courbe;  les  points  de  Brianchon  pour  trois  d'entre  eux  se  trouvent  sur 
une  certaine  droUe  l,  et  ceux  des  trois  autres  sur  une  certaine  droite  l'. 

SSS.  Le  théorème  de  Brianchon  donne  une  relation  entre  six  taa- 

gCDtes  à  une  conique,  une  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  li 

courbe;  il  permet  donc  de  construire  udc 

tangente  quelconque  d'une  conique  définie 

par  cinq  tangentes  données.  Soient  {fig.  96) 

AB,  BC,  CA',  A'B',  B'C  ces  Ungenics  qui 

se  rencontrent  aux  points  B,  C,  A',  B'.  On 

prend  sur  AB  un  point  quelconque  A;  on 

joint  A  et  A',  B  et  B'  par  des  droites  qui  se 

coupent  en  0;  la  ligne  qui   passe  par  les 

points  C  et  0  rencontrera  la  tangente  B'C 

^'t  "■  en  un  point  C  :  il  suffit  de  joindre  A  et  C 

pour  avoir  la  sixième  tangente  qui  complète  l'hexagone  circonscrit. 

Supposons  que,  dans  l'hexagone  circonscrit,  l'une  des  tangentes,  par 
exemple  B'C,  vienne  se  confondre  avec  la  tangente  voisine  C'A;  à  li 
limite,  le  point  C  vient  coïncider  {fig.  97)  avec  le  point  de  contact 
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de  AB',  et  le  théorème  de  Briaachon  est  encore  applicable  en  prcBaot 
ce  poïDt  de  contact  pour  un  sommet  de  l'besagone.  On  en  déduit  la 
construction  du  point  de  contact  d'une  tangente  AB'  ;  on  mène  les  droites 
AA%  BB'  qui  se  coupent  au  point  0  :  la  ligne  CO  rencontrera  la  droite 
AB'  en  un  point  C  qui  sera  le  point  de  contact  de  cette  tangente  avec  la 
conique. 

Remarqnt.  Consulter,  poar  les  propriétés  de  rbeiagone  de  Pascal  et  de  BrianchoD,  !«• 
ouvrages  snivuts  :  0.  Rtui,  Vorletmnga»  tau  der  analylùcAen  GiotMtrie.  — J.  Srinu, 
Die  Théorie  der  KegtUcAiulte.  Étant  donnés  six  points  d'une  cooiqae  a,  b,  c,  d,  e,  f,  le 
aomtwe  d'hexagones,  que  l'on  pent  obtenir  en  joignant  ces  points  de  tontes  les  manières 
possibles,  est  égal  au  nombre  de  pennutations  des  sii  lettres  s,  b,  r.,  d,  e,  f,  c'est-l- 
dire  an  produit  i  •  z  ■  3  ■  4  •  S  •  6.  Hais  il  est  facile  de  vérifier  qu'un  méiue  hexagone  se 
répète  12  Ims  dans  ee  nombre.  En  effet,  en  partant  d'un  sommet  n,  et  enjoignant  les 
punis  dans  le  sens  a,  h,  e...,  ou  dans  le  sens  opposé  a,  f,  e,..,  on  a  deux  hexagones 
abcdef,  aftdth  qui  ont  les  mêmes  cAtës  opposés.  De  plus,  quand  on  passe  d'un  sommet 
à  UQ  antre,  on  obtient  les  mimes  bexagones,  ahedef,  bedefa,  edefah,  defabe,  efabed, 
fabcde;  il  en  résulte  que  pour  avoir  le  nombre  d'hexagones  différents  ayant  pour  som- 
mets a.  A,  c,  d,  »,  f,  il  hut  diviser  le  produit  l  •  2  ■  3  •  4  -  5  ■  6  par  12  ;  ce  nombre  sera 
done  égal  k  60.  Ces  hexagones  étant  groupés  trois  k  trois  donnent  30  pomCs  de  Sttmer; 
on  démontre  qae  quatre  de  ces  points  se  trouvent  sur  une  mime  droite  appelée  droite 
de  Slenur,  etc. 

Tliéoràmea  et  exeroioea. 

Ex.  a.  L'équation  d'noe  eontqne  qui  paue  par  les  sommets  A=o,  C^ojB^Oi 
C  ^  o  du  triangle  de  réfeTenca  peut  s'écrire 

K,BC  ■+■  (S,AC  +  Ï.AB  +  iiP  =  o. 

Cela  étant,  chercher  les  équations  des  sécante*  communes  de  trois  coniques  menées 

par  ces  points  et  montrer  qu'elles  concourent  en  nu  même  point. 

£x.  >.  Le*  cAtés  d'un  quadrilatère  ayant  pour  équations 

P.  =  A  ■*•  pB  -t-  gC, 

P.  =  A-pB-h9C, 

P,  =  A+pB  — $C, 

P,  =  A  — pB— 7C, 

montrer  qu'une  conique  inscrite  dans  ee  quadrilatère  est  déSnie  par  une  équation  de 

^     p'B'     ?'C_ 

r     A      9  ~° 

où  /=;  +  A;  A,  B,  c  sont  les  diagonales. 

Que  représenterait  cette  équation,  si  A  =  0,  B=0,  C  =  0  étaient  celles  des  points 
de  rencontre  des  diagonales  et  des  calés  opposés? 


D,gnz.dbvC00gle 


—  366  - 

Ex.  >.  Les  polaires  d'un  point  ptr  rapport  inx  coniqoe»  conjogaée*  i  on  tiia^le 
et  puuut  par  un  point  donn^  concourent  en  on  m^me  point. 

Les  piles  d'une  droite  relttivemeot  lux  coniques  conjuguées  i  un  tiiui^  et  too- 
ebant  nne  droite  donnée  se  trouTent  sur  une  droite  Exe. 

Ex.  4.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  a  un  qoidrilalère  est  mut 
coniqne  qui  renferme  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés,  les  milieui  des  eiléi 
et  des  diagonales. 

Le<  cinq  cozùqnes  analogaes,  pour  les  quadrilatères  aaïquets  donnent  lien  tinq 
poinb  quelconques  associés  quatre  k  quatre,  passent  par  un  même  ptnnt. 

Ex.  k.  Les  droites  qui  joignent  deux  i  deux  les  points  d'intersection  de  denx  tan- 
gentes à  une  conique  avec  une  autre  cenique  sont  tangentes  i  une  même  tnoAt  da 
second  ordre  passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières. 

Si,  par  deux  pmnts  d'une  conique,  on  mène  deux  couples  de  tangentes  à  une  autre 
conique,  le^pointa  d'intersection  de  ces  tangentes  prises  deux  i  deux  appartiennent  * 
une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  tangentes  communes  des  denx  prouièRS. 

Ex,  a.  Lorsque  deux  angles  sont  circonscrits  i  une  conique,  leurs  sommets  et  ks 
points  de  contact  des  eâtéa  sont  sur  nne  mSme  courbe  du  second  ordre;  de  pins,  les 
quatre  edtés  et  les  cordes  de  contact  sont  tangents  à  une  mbne  coniqne. 

Exé  t.  Si,  de  deux  points  quelconques,  on  mène  des  droites  aux  sommet*  d'un 
triangle,  les  six  points  où  ces  droites  rencontrent  les  cAtés  opposés  appartiennent  à  me 
conique. 

S  on  joint  les  sommets  d'un  triangle  aux  points  ou  deux  droites  quelconques  coupent 
les  edtés  opposés,  on  obtient  six  droites  tangentes  i  nne  même  coniqne. 

Ex.  s.  Le  Heu  des  centres  des  coniques  inscrites  dsns  le  quadrilatère  P|PaP|p4^0 
est  la  droite  que  définit  l'équation 

I.P.*  +  iJi* -t- IjP.' +  liP. '=  o 
abaissée  au  premier  degré  en  k  et  y  par  un  choix  convenable  des  coefficients  ^u  )■,  !>,  V 

El.  •■  Le  lien  des  centres  des  coniquei  inscritesdans  le  triaDglePiPiPi:=o  etdMt 
(a  somme  des  carrés  des  axes  principaux  demeure  constante  est  le  eerde  défini  par 
l'équation 

),P,'  -4-  J,P.*  -f-  )  J»,"  =  a*  +  i"  =f:  const 


ramenée  à  la  forme  de  l'équation  du  cercle  par  un  choix  convenable  des  e 
i,,  i,,  ii. 

Ex.  flV.  Le  lien  des  centres  des  coniques  coi^ugnées  à  quatre  couples  de  dnitH 
PiPi',  PfPi'i  PiPi',  PtP/  est  la  droite  de  l'équation. 

Ï.PlPi'  +  JiPfP.'  +  JJPJ*.'  +  )lP<P4'  =  0, 
abaissée  au  premier  degré  par  un  choix  conTenahle  des  coefficients. 

Ex.  ifl.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à  trois  couples  d«  droites 
P,Pi',  P|P|',  PiPi'i  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  reste  eonstanle,  eat  le  cercle 
défini  par  l'équation 

JiP.P.'  +  )iP.P.'  +  J.P.P.'  =  n'  -I-  h*  =  const. 
ramenée  i  la  forme  de  l'équation  du  cercle  par  un  choix  conrenable  des  eoefficteBts. 
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CHAPITRE  XII. 


PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    CONIQUES. 


Méthode  dM  Idmitltéi. 


SoHiuiit. —  Prepriili*  d*  triangle  «l  du  quadrilalère  iiucriU,  rtreonteriu  ou  tonjupU* 
A  une  e»ttiq*«.  —  Rtlatitm  imaiytiq»t  enlrt  *ix  point*  ou  n'x  tangmtti  d'une  ainigtit; 
«ntrw  fia  cmtplt*  de  poi'nlt  ou  d»  droilti  eotyugMéet  à  uiu  eatirbe  At  teeond  ordre. 
TMorèmtê  de  Bat»  et  de  Detargueë. 

999.  Étant  donnée  une  section  conique  avec  un  polygone  inscrit,  cir- 
conscrit ou  conjugué,  on  peut  géDëralement  écrire  son  équation  sous 
différentes  formes  en  coordonnées  triangulaires  ou  polygonales,  et  arriver 
ensuite  à  une  équation  identique,  c'est-à-dire  tt  une  équation  qui  est 
satisfaite,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variables  qu'elle 
renferme.  L'interprétation  des  équations  équivalentes  obtenues  en 
décomposant  cette  identité  de  diverses  manières,  conduit  à  plusieurs 
théorèmes  sur  les  sections  coniques  avec  une  facilité  qu'il  serait  difficile 
de  surpasser.  C'est  ainsi  que  nous  avons  démontré  le  théorème  de  Pascal 
et  de  Brianchon;  nous  allons  suivre  le  même  procédé  pour  mettre  en 
évidence  plusieurs  propriétés  da  triangle  et  du  quadrilatère  inscrits, 
circonscrits  ou  conjugués  à  une  conique.  Nous  terminerons  ensuite  en 
considérant  une  identité  remarquable,  qui  exprime  que  six  points  appar- 
liemient  k  une  courbe  da  second  ordre,  ou  que  six  droites  sont  tangentes 
à  une  même  conique. 
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§    1 .    DU  TRI&nCLB  ET  DU  QUADRILATËHE  IHSCBITS,  GIRCONSCBITS  OU  CONJUGUÉS 
A   UNE  SECTION   CONIQUE. 

%90.  Quand  un  triangle  est  ittierit  dont  une  conique,  les  càté$  rencon- 
trent les  tangente»  aux  sommets  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite. 
Soient 

P,  =  o,       P,  =  o,      Pi  =  o, 

T,  =  o,      T,  =  o,      T,  =  o, 

les  équations  des  cAtés  du  triangle  inserit  et  des  tangentes  aux  sommets. 

Lt  conique  sera  représentée  par  l'une  des  équations  suivantes 

fr.T.  +  mP,'  =  o,      f  P,P.  +  m'P.T,  =  o. 

En  supposant  les  paramètres  déterminés  eonvenablemcnt,  on  aura 

l'identité 

fr.T,  +  mPj"  +  /'P.P,  +  m'P.T,  =  o 

et,  par  suite,  les  équations  équivalentes 

/T,T.  +  /'P,P,  =  o,  P,{mP«  +  tM'T,)  =  o, 
représentent  la  même  ligne.  La  première  donne  la  droite  Pi  qui  passe 
par  les  points  (T,P,),  (TtP,),  et  la 
ligne  qui  joint  les  points  (T|P,), 
(T,P,)  ;  comme  celle-ci  doit  coin* 
cider  avec  mPi  +«t'Ti=  o,  les 
trois  poinU  (T,P,),  (T.P,),  (T,P,) 
sont  situés  sur  une  même  droite; 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

TflËoBÉHE    connéLAiiF.    Quimd 

un  triangle  e»t  dreonscrit  i  une 

conique  les  droites  qui  joignent 

Us  sommet»  aux  point»  de  ton- 

un  même  point. 

On  le  démontre  comme  le  précédent,  en  supposant  que  les  équations 
renferment  les  coordonnées  tangeotielleB. 


p%.sv. 
tact  de»  càtés  opposés  se  coupent 


>9I.  lorsqu'un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  conique.  Us  points 
de  concours  des  tangentes  aux  sommets  opposés  sont  sur  la  droite  de* 
points  d'intersection  des  côtés  opposés. 
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Si  p,  =o,  Pi=:o,  Pi  =  o,  Pt  =  o  sont  les  cAlés   du  quadrilatère 
inscrit,  T,  =  o,  Tï  =  o  les  tangentes  à  deux  sommets  opposés,  et  D  =  o 
la  droite  qui  réonit  ces  derniers,  les 
équations  de  la  conique 
/PiT,+mP,D=o,  /'P4TH-"»'PiI>=o, 
donnent  l' identité 

fPiT.+mPtD+CPX  +  m'PiD^o. 
et  les  équations  équivalentes 
fP.T,+/'P4T.  =  o,  D{mP,+tn'P3)=o 
montrent  que  les  points  lT,li),  (P1P4), 
(PiPs)  sont  en  ligne  droite.  Fi,.  ». 

De  même,  si  D|  =  o  est  la  seconde  diagonale,  et  si  T]  =  o,  T*  =  o 
sont  les  tangentes  aux  deux  autres  sommets  opposes  du  quadrilatère,  les 
équations  de  la  conique 

fr,P4  +  mP,D,  =  o,        /'T4P,  +  m'P,D,  =  o 
entraînent  l'identité 

fTsP*  +  «iPiDi  +  ''T«Pï  +  m'P.Di  ^  o, 
et  les  équations  équivalentes 

rr,P4  +  l'T^i  =  o,         D,  (mPi  +  m'P,)  =  o 
prouvent  que  le  point  (T,T.)  appartient  aussi  i  la  droite  des  points  de 
eoncours  des  côtés  opposés. 

Théobèhe  cobbélatif.  Dant  un  qaadrilatère  circonscrit  à  une  amiqut, 
la  diagonale  et  les  cordes  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent  en  un 
mime  point.  t 

Mt.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  conique,  tes  poinU 
d'intersection  des  tangentes  aux  sommeU  adjacents  avec  deux  càtés  opposés 
«tu  point  de  concours  des  deux  autres  càtés  opposés  sont  sur  une  même 

drode.  ,„  , 

Des  équations  de  la  conique  fT.T*  +  mP**  =  o,  /  T.T.  +  m  P.  -  o, 
i"P,p,  _j-  «i"PiP4  =  O,  résultent  les  identités 

n-.T*  +  mP,'=/'T,T,  +  ni'P.»=^'P,P,  +  m'T.P*. 
On  en  tire  les  équations 

/T,T.-/"P,P.  =  o,  P4(mP»-m"P,)=o 
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qui  représentent  les  mêmes  droites;  lu  première  est  satisfaite  en  posant 
T,  =  o,  P,  =  0,  T4  =  o,  P,  =  o;  les  points  (T,P,),  (T«P,)  sont  sur  ou 
même  droite  avec  le  point  (PiP4)- 
De  même  les  équations  équivalentes 

/'T.T,  —  f 'P,P.  =  o,        P«(m'P,  —  «i"P.)  =  o 

prouvent  que  les  points  (T|Pi),  (TsP,),  (PiP«)  sont  en  ligne  droite. 

■  Enfin  les  équations  de  la  conique  lT,Ti+mPi*^o,  /'TtTt-{-m'Pt*=o, 

("PiPs  +  ni"PjP.  =  o  entraînent  les  identités 

fr.Tt  +  mP,'  =  /'T,T*  +  m'P,»  =  /"P,P,  +  m"P,P4 
qui  conduiront  aussi  à  deux  systèmes  de  trois  points  en  li^e  droite, 
savoir  :  {T,P,),  (T.P.),  (P.Pi)  et  (T.P*),  (T.P,),  (P,P,). 

TnËOHÈHB  coRRÉLATir.  Dans  un  quoA-ilatère  circonscrù  d  une  coniqw, 
les  droites  gui  joignent  deux  sommets  opposés  aux  points  de  contact  ies 
tat^entes  issues  de  l'un  des  deux  autres  sommets  te  coupent  sur  la  diago- 
nale qui  joint  les  deux  autres  sommets  opposés. 

9M.  Si  on  considère  le  quadrilatère  inscrit  et  le  quadrâtUire  ck- 
conscrit  correspondant.  Us  diagonales  des  deux  quadr^iOères  se  eot^ent 
en  un  même  point  et  formetU  un  faisceau  harmonique. 

Le  quadrilatère  circonscrit  correspondant  à  un  quadrilatère  inscrit  est 
celui  dont  les  càtés  ont  pour  points  de  contact  avec  la  conique  les  sommets 
du  quadrilatère  inscrit.  Cela  étant,  d'après  la  fig.  99,  on  peut  écnre 
l'identité 

•      fTiT,  +  mD»  =  /'TiT*  +  m'D,' 
yi  résulte  des  équations  de  la  courbcfr,Ti-f'^D*<=>o,^TiTt-4-m'D,'=o; 
par  suit£,  les  équations 

/T,T,  ~  /'T,T«  =  o,        mD'  —  m'D,'  =■  o 
représentent  le  même  lieu  ;  la  seconde  donne  deux  droites  qui  passeat 
par  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit,  et  qui 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  D  et  Di  ;  en  vertu  de  la  premièit, 
CCS  droites  coïncident  avec  les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit. 

Tbëobëiie  connÉLitTiF.  Les  points  de  concours  des  côtés  opposés  fTua 
quadrilatère  inscrit  dans  une  conique  et  tes  points  de  concours  des  tua- 
gentes  aux  sommets  opposés  sont  en  rapport  harmonique. 


D,gnz.dbvC00gle 


\ 


-  37»  - 

994.  Qvand  une  conique  est  conjuguée  à  un  triangle  V,  Pt  Pi  =  o, 
deux  tangentes  d  la  courbe  diinsent  harmoniquement  les  diagonalei  du 
quadrilatère  formé  par  la  côtés  du  triatigle  et  la  corde  de  contact  de  ces 
tangentes. 

En  effet,  soient  T  =  o,  T'  =^  o  les  tangentes  et  P«  ^  o  la  corde  des 
contacts.  Les  équations  de  la  conique 

Ï.Pi*  +  ItPt^  +  /.Pi'  =  o,     et     TT'  +  /J».'  =  o, 
donnent  l'identité 

/.P.»  +  /«Pt'  +  /iP,'  4-  ^P."  +  TT'  =  0, 
et,  par  suite,  les  équations  équivaleoles 

/.P,"  +  i,P,'  4-/,P,*  +  /,P4»  =  o,      TT'  =  o 
expriment  que  les  droites  T  et  T'  forment  nnc  conique  conjuguée  au 
quadrilatère  PiPiPjP^;  donc  ces  tangentes  divisent  harmoniquement  les 
diagonales. 

Théorëm  cohbéutif.  Quand  un  triangle  dont  les  sommets  sont  P(  =  o, 
P,  ^:  o,  Pi  i^  o  est  conjugué  à  une  conique,  les  colis  opposés  du  quadri- 
lalère  formé  par  les  points  P|,  Pt,  P»  et  un  point  quelconque  P*  du  plan 
avisent  harmoniquement  la  droite  des  contacts  des  tangentes  d  la  courbe 
issues  du  point  Pt. 

90B.  Un  triangle  P.PiPi  =  o  étant  conjugué  d  une  partAole,  si  on 
mène  un  diamé^e  quelconque,  la  tangente,  d  l'extrémité  de  ce  diamètre 
est  la  médiane  du  quadrilatère  formé  des  côtés  du  triangle  et  du  diamMre. 

Soit  P4  ^  o  un  diamètre  d'une  parabole,  et  X  =  o  la  tangente  k  l'extré- 
mité; la  courbe  étant  représentée  par  l'une  des  équations 

p,i  —  apX  =  o,        iiP,*  +  i,P.»  +  /»P.'  =  o, 
on  a  identiquemeat 

/,P,i  +  /.p,»  +  /,?,»  -i-  p.»  =  ajjX 
et,  par  suite,  la  droite  X  =  o  étant  conjuguée  au  quadrilatère  P.PiPiP* 
doit  passer  par  les  milieux  des  diagonales  de  ce  polygone;  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

%9€.  Les  couples  de  droites  conjuguées  d  une  conique  donnée  et 
menées  par  un  point  fixe  sont  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugués 
d'une  seconde  conique. 


D,gnz.dbvC00gle 


—  373  — 

Ga  effet,  soit  C  <=  o  une  droite  fixe  située  dans  le  plan  de  la  eoniquE 
doanée  S;  par  le  pôle  de  cette  droite,  menons  les  couples  de  droites  can- 
juguées  à  S,  A  =  o  et  B  =  o,  A'  =  o  et  B'  =  o,  etc.  La  courbe  S  «un 
pour  équations 

/A'  4-  mB'  +  C  =  o,      l'A'*  +  m'B"  +  C*  =  o,  etc. 
car  les  triangles  ABC,  A'B'C. .  sont  évidemment  conjugués  à  la  conique, 

On  en  déduit  les  identités 

U*  +  mB*  =  l'A'*  +  m'B"  =  ..., 
et  les  équations  équivalentes 

(A'  +  mB»  =  i.      i'A'«  +  m'B'»  =  1 

représentent  la  même  courbe  du  second  ordre;  leur  forme  indique  que 
A  et  B,  A'  et  B'....,  sont  les  diamètres  conjugués  d'une  même  conique, 
et  le  théorème  est  démontré. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  fixe  coïncide  avec  le  fo^er  ie^ 
conique  donnée,  les  droites  conjuguées  étant  perpendiculaires,  la  seconde 
courbe  se  réduit  b  un  cercle. 

§    3.    BELATION    LINËAIRB    BT    HOMOGÈNE    ENTRE    LES    CARiliS   DBS    MSTARCtS 

DE  SIX  poinTS  d'une  codique  a  une  droite  quelconque;  entre  lis 

PRODUITS    DES    DISTANCES    DE    SIX    COUPLES    DE    POINTS,    CONJDGDËS   A  DUE 
CONIQUE,   A    DHB  DROITE    QUBLCOHQDB. 

997.  Lortque  »ix  points  reprétentiê  par  Ut  équations 

P,  =  o,     Pi  =  o,     P,  =  0,     P4  =  o,     p.  =  o,     P»  =0 
appartùnnenl  à  une  même  conique,   on  peut  toujours  itétenniner  ni 
coefficients  A|,  Ai,  ^,  A4,  Ag,  \ie  manière  à  avoir  l'identité  2  A|Pi*  =  o. 

Soient  (X|,  1/1),  {xi,  ^1)  ■■-•  (x*,  ■/■)les  coordonnées  de  six  points  appu^ 
tenant  k  la  conique 

On  a  les  égalités 

(■)  ï+li^-- =». 
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^  + 

(3) 

Ï+ 

(4) 

Ï+ 

(S) 

?+ 

(6) 

'^+ 

D'uD  antre  câté,  pour  que  l'on  ait  l'identité 

2/iP.'^o    ou    2'.|{a:,M  +  i/iti+ i)*^o, 

il  faut  que  les  coefficients  des  termes  en  u*,  uv,  v*,  u,  v  et  la  quantité 
indépendante  de  ces  variables  soient  nuls  séparëmeol,  et,  par  suite,  que 
les  coefficients  ^i  X»  satisfassent  aux  équations 

(i')    ItX,*  4-  ij3ri*  -)-  /,Xi'  +  Xa**  +  XiXt*  +  ^«* 

(a')    }.ix,y,  +  Xtxiift  + 

(30    i.y.'  +  %.'+ =o, 

(4')     iiXi  +  Àta:,+ 

(5')   l.y.  +  %.+ 

(6')     >.  +  >,+ =0. 

La  combinaison  des  équations  (1'),  (3')  et  {6'),  après  avoir  divisé  la 
première  par  a*  et  la  seconde  par  6*,  conduit  h  la  relation 


w 


1  i,x,»     2  >.yi*       , 


Hais,  si  on  multiplie  les  relations  (i),  (2),....  respectivement  par  h. 
Xi,  Xi, ,  et  si  on  ajoute  membre  à  membre,  on  trouve 

l'x.x,*     2°X,yi*        , 
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n  CD  résulte  que,  si  les  points  sont  sur  la  conique,  la  relition  (it)  est 
une  identité,  car  elle  se  réduitào>=o;  les  équations  (i'),  (3*)  et  (â*)  De 
forment  que  deux  équations  distinctes,  qui,  ajoutées  aux  trois  autres,  don- 
nent un  système  de  cinq  équations  suffisantes  pour  déterniiner  les  rap- 
ports >i  :  Xi  :  X|.„.  de  manière  i  avoir  la  relation  identique  £  >iPi*  =  0. 

Réciproquement,  lorsque  sir  points  du  plan  Pi  =  o....  P«  =  o  ém- 
nent  Uett  à  VidentUé  2  ^i  Pt'  =  o,  ces  poùilt  sont  situét  sur  une  amiqm. 

Car,  dan*  cette  hypothèse,  on  a  les  égalités  (i'),  (2'),  (3')....  et  aussi  la 
relation  (k)  déduite  des  précédentes,  a  et  6  étant  des  quantitt's  indéter- 
minées. On  peut  supposer  que  a  et  6  soient  les  demi-axes  de  la  unique 
déterminée  par  les  cinq  premiers  points  el  ayant  pour  équation 

Or,  cette  relation  (k)  étant  développée  devient 

et,  comme  les  cinq  premiers  termes  disparaissent,  puisque  les  points 
i^it  yt)t  •■•■  (xg,  ys)  appartiennent  i  la  conique,  on  doit  avoir 


et  le  sixième  point  appartient  aussi  à  la  même  courbe. 

THÉOHfiiB   LOBBËLATiF.   LoTSffut   SIX   droïUa    Pi=^o P(=0  toM 

tMigentei  à  une  conique,  on  peut  détertmner  des  coefficients  ><,  >., >«, 

de  maniire  à  avoir  l'identité  2  ^Pi'  =  o. 

Réciproquement,  six  droites,  situées  dans  un  plan  el  donnant  Ueu  <■ 
une  identité  2  X<P<*  =  o,  sont  tajtgentes  à  une  courbe  du  second  ordre. 

En  vertu  de  la  signification  du  premier  membre  de  l'équation  d'un 
point  et  d'une  droite,  l'identité  2  A(P<*=o  exprime,  dans  le  premier  cas, 
une  relation  homogène  entre  les  carrés  des  distances  de  six  points  d'une 
conique  i  une  droite  quelconque  (u,  v),  et,  dans  le  second,  une  reUtioo 
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homogène  entre  les  carres  des  distances  de  six  tangentes  d'une  conique  b 
UQ  point  quelconque  (x,  y)  du  plan. 

S88.  Lorsque  iix  couplea  depointi  P,P,'  =  o,  ....,  PgPe'  =  o  sont 
conjugué»  à  une  conique,  onpeut  déterminer  des  consUaUet  ^i,  ^i,  ....  i* 
qui  donnefU  la  relation  identique  £  A|P|P|'  ^  o. 

Soit 

l'ëquation  d'une  conique;  la  polaire  d'un  point(xi,j/t)  est  représentée  par 

^+!|;_,_o, 

et,  pour  exprimer  que  deux  peints  (zi,  yi),  (xi',  y/)  sont  conjugués  par 
rappertà  la  eourbe,  on  aura  ta  relation  unique 


6- 


■+'- 


de  sorte  qu'il  Faut  cinq  couples  de  points  conjugués  pour  déterminer  une 
conique. 

Cela  étant,  soient  (xi,  y,),  (^l'y/)  ■•>.  (x«<  y»),  {xt,  y»)  six  couples  de 
points  conjugués  k  la  conique  (c);  on  aura  les  égalités 

(.)              '-^+'-^--'" 
w  '^+ =  "■ 

(3)  ^'+-- u, 

<*'  -^+ -»• 

(S)  ^+ —, 

(')  ^'+ -"■ 
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Hais,  pour  qu«  l'on  ait  la  relation  identique 

2*A,P,P.'  =  o  ou  2\{iiu+y.«+i)(x,'«+y,'r  +  i)=o, 

il  faut  que  les  coefficients  de  u*,  w,  «*,  u,  v  soient  nuls  séparément  aiasi 
que  le  terme  indépendant  des  variables  et,  par  suite,  les  coefficients  it, 
^t,  — •■  A«  doivent  satisfaire  aux  relations 


(■■) 

(3') 
(4') 
(5') 
(6-) 


^■S'S''  + 

>.(«.+«.')+  ■  •  ■ 
'..(>.+ y.') +•  •  • 
».  +  il  + 


On  en  tire,  en  combinant  les  égalités  (i'),  (3')  et  (6')  eetle  nouTelk 
équation 


(') 


2i.x,x',      2/.y,y,' 


-+- 


i- 


-2,1,. 


or,  en  vertu  des  égalités  (i),  (2)  ....  (6),  le  premier  memtire  est  ual  et 
l'équation  (ft)  est  identique;  de  sorte  que  les  équations  (i'),  (2')....  (6']se 
réduisent  à  cinq,  et  on  peut  en  tirer  des  valeurs  finies  et  déterminées  pour 
les  coefficients  Xi,  ^.1...  de  manière  i  avoir  l'identité  2^.|PiPt'^o. 

Réciproquement,  lorsque  douze  points  PtPi'  =  o, .  .,  PaP'i  =  o  satis- 
font i  une  telle  identité,  ces  points  forment  six  couples  de  points  conju- 
gués k  une  conique  ;  car  il  existe  toujours  une  conique  conjuguée  aux  dii 
premiers  points  pris  deux  i  deux  et  ayant  pour  équation 

les  égalités  (1') ...  (6')  étant  données,  on  a  aussi  la  relation  {k)  qui,  élisl 
développée,  devient 


'•C-?' 


y-M^ 


■)=« 
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et,  par  hypothèse,  les  cinq  premiers  termes  étant  nuls,  on  doit  avoir  la 
|relation 

a*     '     o' 
qui  exprime  que  les  points  (i*,  y»),  (3-1',  i/g')  sont  aussi  conjuguées  i  la 
conique. 

Tb^orâme  coRR^LiTiF.  Pow  qiie  SIX  covpUs  de  droites  P,W  =  o.... 
P«Pa'  =^  o  soient  conjuguées  d  une  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  ton  oâ 
la  relation  identique  2  ^PlPl'  ^  o. 

1Ê99.  Les  thëorèmes  qui  précèdent  sont  extrêmement  remarquables  :  le 
premier  établit  une  relation  analogue  entre  six  points  d'une  conique,  et 
a  été  donné,  pour  la  première  fois,  par  H.  0.  Hesse,  dans  un  petit 
opuscule  sur  l'homographie;  mais  l'illustre  géomètre  allemand  n'a  pas 
indiqué  tout  le  parti  qu'on  pouvait  en  tirer  pour  la  théorie  des  sections 
coniques.  Les  autres  théorèmes  se  trouvent  dans  l'ouvrage  de  H.  P.  Seh- 
KBT,  Giom&rie  de  direction,  où  ils  servent  de  base  à  une  nouvelle  méthode 
pour  la  recherche  et  la  démonstration  des  propriétés  descriptives  des 
courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre.  Afin  de  mettre  en  évidence 
l'utilité  des  relations  précédentes,  nous  allons  démontrer  deux  théorèmes 
qui  s'en  déduisent  avec  la  plus  grande  facilité. 

<••.  Les  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont 
six  points  appartenant  d  une  même  conique  (0.  Uesse). 

En  effet,  si  on  rapporte  une  conique  aux  triangles  conjugués  dont  les 
sommets  sont  P|  ^=  o,  P|  =  o.  Pi  =  o,  P4  =  o.  Pi  ^=0,  Pt  =  o,  on  a 
les  équations  équivalentes 

AjPi*  +  A»P,'  +  A,P,'  =  o,        i«P,'  +  ;i,p,»  +  i,P,*  =  o, 
qui  entraînent  l'identité 

2\p,»  =  o, 

et,  en  vertu  du  théorème  fondamental,  les  six  sommets  appartiennent  h 
une  même  courbe  du  second  ordre. 

Kéeîproquement,  six  points  tfune  eorùque,  partagé*  en  deux  groupes 
de  trois  points,  sont  les  sommets  de  deux  triangles  conjugués  A  une 
conique. 
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Car,  lorsque  six  points  sont  sur  une  courbe  du  second  ordre,  on  > 
l'identité 

qui  se  décompose  en  deux  équations  équiyalentes 

>iP('  +  /iPi*  +  HiFi"  =  o,        A4P/  +  /  J».»  +  hPt*  =  o; 
celles-ci  représentent  une  même  conique  conjuguée  aux  triangles  des 
points  de  chaque  groupe. 

Tbéobëme  corrélatif.  La  côtit  de  deux  triangles  conjuguét  à  une  cowbt 
du  second  degré  sotU  bingents  à  une  même  conique. 

Réciproquement,  sûr  tangente»  d'une  conique,  partagèet  en  daa 
groupes  de  trois  droites,  forment  deux  triangteê  conjugués  à  une  mémt 
conique. 

Ml .  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  conique,  une  Irai» 
cersiUe  quelconque  rencontre  la  coutbe  et  deux  couples  de  côtés  opposa  n 
six  points  en  involution  (Desàrgdes). 

De  l'identité  fondamentale  A  laquelle  donne  lieu  six  points  pi,ptipt, 
Pu  ps,  p^  d'une  conique,  on  tire  les  équations  tangentielles  équivalentes 
i.Pi*  4-  ^iPt'  =  o.         A,Pi'  +  ^P4*  +  /^.»  +  ^P.'  =  o. 
La  première  représente  deux  points  fti,  Tti  situés  sur  la  droite  des 
points  pupt  de  la  conique  et  harmonique- 
ment  conjugués  avec  pi  et  pi  ;  en  vertu  de 
la  seconde,  le  système  des  points  ni,nt  doit 
être  conjugué  au  quadrilatère  pipiptpn  ^ 
sorte  que  les  càtés  opposés  de  ce  quadrila- 
tère sont  rencontrés  par  la  droite  pip» 
en    des    points    conjugués  à  it,  et  Rt; 
donc  les  points  jd,  p,,  et  les  traces  de 
deux  couples  de  côtés  opposés  avec  h 
droite  pip,  font  trois  couples  de  points 
h  ar  m  uniquement  conjugués  avec  ni  et  m,  c'est^-dire  six  points  en  invo- 
lution. 

Théorème  corrélatif.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  d  «w 
conique,  les  tangentes  à  la  courbe  issues  d'un  point  quelconque,  et  les 
deux  couples  de  droites  qui  joignent  ce  point  aux  sommets  du  quadr^ 
tère  forment  un  faisceau  en  involution. 


D,gnz.dbvC00gle 


—  579  — 

Car  si  Pi  =  o....,  Pb  =  o,  sont  les  équations  de  six  tangentes,  la  pre- 
mière des  ëqnatioQs  précédentes  représente  deux  droites  ni,  m  qui 
passent  par  le  point  d'intersection  des  tangentes  Pi  et  ?«,  et  qui  sont  bar- 
iDoniqueinentcoDJiiguëes  par  rapport  A  ces  tangentes.  Mais,  en  vertu  de  la 
seconde,  les  droites  ^i,  tii  sont  conjuguées  par  rapport  au  quadrilatère 
formé  par  les  tangentes  Pi,  P4,  P|,  Pa,  de  sorte  que  les  sommets  opposés 
de  ce  quadrilatère  sont  deux  à  deux  conjugués  par  rapport  à  ces  droites  ; 
doDc  les  droites  quijoignentle  point  (Pi  P,]  avec  deux  couples  de  sommets 
opposés  forment  avec  les  tangentes  Pi,  P*  un  faisceau  en  involution. 

Le  théorème  de  Desargues  permet  aussi  de  construire  le  sixième  point 
d'une  conique  définie  par  cinq  points  p„  pi,  p^,  p,,  p$;  on  mène,  par  le 
point;),,  une  transversale  qui  rencontre  deux  couples  de  côtes  opposés 
du  quadrilatère  piptpipt  en  quatre  points  Tti,  n„  tci,  tcs;  si  on  construit 
le  point  j)t  qui  forme  avec  pi  Hi,  n«,  nt,  n*  une  involution,  ce  pointai 
appartiendra  à  la  conique  assujettie  à  passer  par  les  points  donnés. 

Nous  ne  pouvons  ici  insister  plus  longtemps  sur  l'utilité  de  la  relation 
fondamentale  2,  X,P(*  =  o;  nous  renvoyons  le  lecteur  à  l'ouvrage  de 
H.  Sbrbbt  d'où  nous  avons  tiré  les  démonstrations  précédentes. 
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CHAPITRE  XIII. 


PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    CONIQUES- 

(.BIT>.) 


HâUiodM  de  la  trwufbmutloii  dea  figura  ;  théorla  dM  poUlret  rM- 
luroquea;  fiffores  taomogrftplilq,a«i  et  bomologIqaMi;  txuuflonutiai 
pu  lajmu  TooteiOT  réolproquM. 


Souiiii.—  Canêlmetion  da  dnu  figurti  eorritalivt*  ave  mu  MnJftuau  ailimlrt.  É^m- 
tiOH  de  la  polaire  riniprogite  d'une  courbe  par  rapport  on  cercle  x^  +  y*  —  r*=0 
AppliaitUnu.  Formulée  qui  tUfinitient  la  Iraïuformaliim  komograpki^ue  et  iame- 
logique,  UUHti  de  cet  tranifonHatiOHt  pour  giuértUieer  un  théorème.  Priuc^et  it  le 
Iraïufertuatûm  par  raj/oni  vecteure  rie^oquee, 

M99.  Étant  donnée  une  figure  dans  un  plau,  on  peut  concevoir  qn'oB 
en  dtïduiee,  au  moyen  de  certaines  règles,  une  seconde  figure  dontU 
nature  dépend  du  mode  de  transformation  que  l'on  a  employé  pour 
passer  de  la  première  à  la  seconde.  Dans  tous  les  cas,  il  est  visible  <(u'uDe 
propriété  de  la  figure  donnée  va  se  transformer  en  uae  propriété  concs* 
pondante  dans  la  figure  dérivée-  Ainsi,  par  exemple,  si  un  cercle  devicot, 
après  la  transformation,  une  section  conique,  plusieurs  propriétés  da 
cercle  pourront  s'appliquer  aux  courbes  du  second  ordre.  Il  est  donc 
possible  de  cette  manière,  soit  de  généraliser  un  théorème  ou  de  ftciliter 
sa  démonstration,  soit  d'augmenter  le  nombre  des  propriétés  d'une  ligne. 
Nous  allons  indiquer  brièvement,  dans  ce  chapitre,  quelques  modes  de 
transformation  très  remarquables  employés  par  Cbasles  et  Poncdet,  les 
deux  graads  oudlres  de  la  géométrie  moderne. 
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§    1.    THÉORIE   I>BS   MLAIRBS    AÉCIPROQUES. 

S#S.  Deux  figures  sont  dites  corrilativa,  lorsqu'à  un  point  de  la 
première  correspond  une  droite  dans  la  seconde,  et  k  toute  droite  de  la 
première,  uu  point  dans  la  seconde. 

Les  principes  de  la  théorie  des  pAles  et  des  polaires  dans  les  courbes 
du  second  ordre,  permettent  de  construire  une  figure  corrélative  d'une 
figure  donnée. 

Considérons  d'abord  une  figure  composée  de  droites  et  de  points.  Après 
avoir  tracé  dans  le  plan  une  conique  auxiliaire  S,  on  détermine  les 
polaires  des  points  et  les  pâles  des  droites  par  rapport  à  cette  courbe  : 
ces  pôles  et  ces  polaires  forment  une  nouvelle  figure,  telle  que  les  points 
et  les  droites  dont  elle  se  compose  correspondent  respectivement  aux 
droites  et  aux  points  de  la  première.  En  vertu  de  la  propriété  de  la  polaire 
d'un  point  relativement  it  une  conique,  i  un  système  de  points  en  ligne 
droite  dans  la  figure  donnée,  correspond  dans  l'autre  un  système  de 
droites  passant  par  un  même  point,  tandis  qu'un  système  de  droites,  pas- 
sant par  un  même  point  dans  ta  première,  donnera  lieu  &  un  système  de 
points  en  ligne  droite  dans  la  figure  corrélative;  de  plus,  ces  figures 
seront  réciproques,  c'est-à-dire  qu'en  appliquant  le  même  procédé  à  la 
seconde  figure  on  retrouverait  la  première. 

Supposons  que  la  figure  donnée  renferme  une  courbe  quelconque  C,  et 
imaginons  une  droite  qui  se  meut  dans  le  plan  en  restant  tangente  Ji  cette 
courbe.  Le  pôle  de  cette  droite  va  décrire,  dans  la  seconde  figure,  une 
courbe  correspondante  C  qui  sera  le  lieu  géométrique  des  pâles  des  tan- 
gentes \  la  première.  Réciproquement,  la  courbe  primitive  C  est  aussi  le 
lieu  des  pèles  des  tangentes  à  la  courbe  C.  En  efTet,  le  point  d'iutersee- 
tiOD  de  deux  tangentes  à  C  a  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  pâles  de 
ces  tangentes,  et,  par  conséquent,  une  sécante  de  la  courbe  C;  mais,  si 
l'une  des  tangentes  se  rapproche  indéfiniment  de  l'autre,  leur  point 
commun,  à  la  limite,  est  le  point  de  contact  des  tangentes  qui  coïncident, 
tandis  que  la  sécante  correspondante  devient  tangente  à  la  courbe  C. 
Done,  une  tangente  quelconque  de  C  a  son  pâle  sur  la  ligne  C,  et 
celle-ci  peut  se  déduire  de  l'autre  de  la  même  manière  :  de  là  le  nom  de 
polaire»  réciproques  donné  aux  courbes  C  et  C.  Les  deux  figures  qui 
renferment  ces  lignes  sont  appelées  figures  polaires  réciproques. 
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SM.  Une  courbe  du  degré  m  a  pour  polaire  réciproque  une  courbe  de 
la  >»'*"  classe,  c'est-à-dire  une  courbe  d  laquelle  on  peut  merur  m  tan- 
gentes par  un  point  donné. 

Car,  uac  droite  meDée  dans  la  première  figure  peut  reacoutrer  une 
courbe  C  du  degré  m  en  m  points;  a  ces  points  en  ligne  droite  corres- 
pondent, dans  la  figure  corrélative,  un  même  nombre  de  tangentes  i  la 
courbe  C  issues  d'un  même  point. 

H  résulte  de  ce  théorème  qu'une  courbe  du  second  ordre  a  pour  polaire 
réciproque  une  courbe  du  même  degré.  Cette  circonstance  permet  de 
doubler  le  nombre  des  propriétés  descriptives  des  coniques  ;  car  en  cher- 
chant la  figure  réciproque  de  celle  oà  se  vérifie  une  propriété  d'une 
conique,  on  aura  une  nouvelle  figure  qui  renfermera  une  propriété  cor- 
respondante et  différente  de  la  première.  Pour  énoncer  la  propriété  réci- 
proque, il  faut  tenir  compte  des  changements  apportés  par  la  transfor- 
mation. Comme  un  polygone  inscrit  dans  une  conique  donnée  se  change, 
dans  la  figure  réciproque,  en  un  polygone  circonscrit  à  la  conique  trans- 
formée, il  en  résulte  que  toute  propriété  relative  à  un  polygone  inscrit 
dans  une  conique  se  transforme  eu  une  propriété  relative  &  un  polygone 
circonscrit.  Ainsi,  par  exemple,  on  sait  que,  dans  un  hexagone  inscrit  i 
une  conique,  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 
Dans  ta  figure  transformée,  l'hexagone  est  circonscrit  à  laconique;  déplus, 
les  points  d'intersection  des  càtés  opposés  ont  évidemment  pour  polaires, 
par  rapport  à  la  conique  auxiliaire,  les  droites  qui  passent  par  les  som- 
mets opposés  de  l'hexagone  circonscrit.  On  a  donc  pour  le  théorème  réô- 
proque  ou  corrélatif  .■  un  hexagone  étant  circonscrit  i  une  conique,  les 
diagonales  passent  par  un  même  poiot.  En  général,  pour  énoncer  lethéo- 
rème  corrélatif,  il  suffit  de  remplacer  i  droite  par  point,  >  >  point  par 
droite,  >  (  inscrit  par  circonscrit,  ■  *  lieu  par  enveloppe,  ■  etc. 

SOS.  La  conique  employée  pour  la  transformation  est  qoeleonque,  et, 
pour  simplifier,  on  peut  prendre  un  cercle.  Soit  0  (fig.  101)  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  r  ;  supposons  qu'il  s'agisse  de  construire  la  courbe 
réciproque  d'une  courbe  donnée  C  par  rapport  à  ce  cercle.  On  sait  que  la 
droite  qui  joint  le  centre  O  à  un  point  1  est  perpendiculaire  k  la  polaire  T 
de  ce  point  ;  de  plus,  si  s  est  le  point  de  rencontre  de  0(  avec  T,  on  a  la 
relation 

(^)  .(0.«0  =  r». 
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Cela  étant,  abaissons  du  point  O  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
à   la  courbe  C  et  prenons  les  lon- 
gueurs tO,  l'O  ....  telles  que  l'on  ait 

(0  •  «0  =  r%  l'O  ■  s'O  =  r»...., 
les  points  t,  t',....  appartiendront  n 
la  courbe  réciproque. Cette  construc- 
tion est  indépendante  de  la  circon- 
férence du  cercle  auxiliaire;  elle 
suppose  seulement  un  point  6xe  O  Fi|.  u». 

et  la  relation  (a)  dans  laquelle  r  est  une  constante  quelconque. 

SM.  Trouver  l'équation  de  la  polaire  réciproque  iP'ine  eoxtrbe  donnée 
par  rapport  au  cercle  a:'  +  y'  —  r'  =  o. 

Soit  F  (x,  y)  =  o  l'équation  de  la  courbe  donnée,  et  (or,,  yi)  l'un  tie 
ses  points  dont  la  polaire  par  rapport  au  cercle  auxiliaire  aura  pour 
équation 

xx,+yy,—r*  =  o. 

Hais,  si  u  et  t)  sont  les  coordonnées  d'une  tangente  à  In  courbe  réci- 
proque, on  peut  prendre  pour  l'équation  de  cette  tangente 
ux  +  tjy-f  I  =o. 

En  comparant,  il  vient  les  relations 

r'  r' 

par  suite,  Xt^  —  r*i»,  yt  =  —  r*v,  et  l'équation  de  la  polaire  réciproque 
seraF( — rHi, — r*v)'=o.  Si  la  ligne  proposée  était  définie  par  7(tf,v)='0, 

la  courbe  réciproque  le  serait  par  ipi j»    — i^l=:o.  Dans  le  cas 

particulier  où  le  rayon  du  cercle  auxiliaire  est  l'unité,  on  a  cette  règle  : 
Une  courbe  étant  représentée  par  F  (i,  y)  ^  o  ou  ip  (k,  v)  ^  o,  l'équation 
de  la  polaire  réciproque  lera  F { —  u,  —  c)^o  ou  <p( — x,  — y)^o. 
Considérons,  par  exemple,  la  conique  représentée  par  l'équation 
Ay«  +  2Bxy  +  Cx*  +  aDy  -j-  aEx  +  F  =  o; 
elle  est  définie  en  coordonnées  tangcntielles  par 

(CF  —  E»)  u»  +  2  (DE  ~  BF)  uv  +  {AF  —  D")  «•  +  2  (BE  —  CD)  v 
+  2(BD  — AE)ii-f  AC  — B'  =  o, 
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où  les  roefficients  (N»  183)  sont  les  dérirëes  du  discrimioaDt  : 

ACP  +  îBDE  —  AE»  —  CD*  —  FB" 
prises  par  rapport  à  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
On  en  déduit  pour  les  équations  de  la  polaire  réciproque 

r'  (Ar'  +  îBw»  +  C«*)  —  r'  (aDw  -i-  2Eu)  +  F  =  o 

(CF  -  E')  y'  +  2{DE  _  BF)3:y  +  (AF  -  D»)x'  -  r*  [2(BE  -  CD)  y  + 

2(BD  —  AE)a:]  4-  r*  (AC  —  B»)  =  o. 

Comme  eas  particulier,  considérons  uncellipse  représentée  pari'équaliun 

-+-_,=o, 

et  cherchons  sa  polaire  réciproque  par  rapport  h  un  point  O,  situé  sur  k 
grand  axe,  à  une  disUnce  a  du  centre  de  l'ellipse.  Si  on  transporte 
l'origine  des  axes  coordonnés  au  point  O,  l'équation  de  l'ellipse  derieot 


OnaiciA^— ,    B=o,  €■=— ,    D=o, 
Fii.  (ui.  6'  a' 

E=:— ,     F^~j  —  i;en  appliquant  la  dernière  équation,  on  troure 

que  la  polaire  réciproque  de  l'ellipse  donnée  est  représoitée  par 

La  polaire  réciproque  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole 
suiyant  que  «c  <^  a,  «  ]>  a,  a  ^  a,  c'est-ï-dirc  suivant  que  le  point  0  est 
à  l'intérieur,  à  l'extérieur  ou  sur  la  courbe  donnée.  11  est  facile  de  mon- 
trer qu'il  en  doit  être  ainsi  :  car,  si  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  est 
en  dehors  de  l'ellipse,  on  peut  mener  par  ce  point  deux  tangentes  réelles 
à  la  courbe,  et  comme  les  droites  qui  passent  par  le  centre  du  cercle  ont 
leurs  p6les  situés  h  l'infini,  la  courbe  réciproque  aura  deux  points  à  l'infini 
et  sera  une  hyperbole;  quand  le  point  0  est  sur  l'ellipse,  il  n'y  a  plus 
qu'une  tangente  qui  passe  par  ce  point,  et  la  polaire  réciproque  n'ayant 
qu'un  point  à  l'infioi  sera  une  parabole  ;  enfin,  si  l'origine  O  est  à  l'inté- 
rieur de  l'ellipse,  aucune  tangente  réelle  à  cette  courbe  ne  passe  par  ce 
point,  et  la  polaire  réciproque  sera  une  ellipse,  puisqu'elle  ne  peut  avoir 
aacaa  point  situé  i  l'infini. 
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Ix>rsque  le  point  0  est  au  foyer  de  l'ellipse,  a*  =  a'  —  b*  et  les  coeffi- 
cients de  X*  et  de  y*  ëtaat  égaux  dans  l'équation  (i),  la  polaire  réciproque 
est  uQ  cercle. 

Enfin,  si  a  =  o,  l'équation  (4)  se  réduit  i 

^4-r;  =  -jt;)     OU     b*t/* -\- a*3d' ==  r*  ; 
la  courbe  réciproque  est  une  ellipse  concentrique  i  la  proposée. 

■•T.  La  polaire  réciproque  d'une  eireonférenee,  par  rapport  à  un 
txrele  de  centre  0,  »l  une  section  conique  ayant  pour  foyer  U  point  0  el 
pour  directrice  la  polaire  dv  centre  de  cette  circonférence. 

En  effet,  menons  la  droite  des  centres  et  prenons  cette  droite  pour  ase 
des  X.  Si  l'origine  est  au  point  0,  le  cercle  donné  est  représenté  en  coor- 
données rectangulaires  par  une  équation  de  la  lorme 

(ac  +  a)'-|-y*-»'  =  o, 
a  étant  la  distance  des  centres  et  R  le  rayon  du  cercle;  par  suite,  l'équa- 
tion de  la  polaire  réciproque  sera 

(H'  —  a»)  X*  -\-  Ry  —  v*ax  —  r*  =  o, 
ou  bien, 

RV  +  y')-(«x  +  r')»=o. 

Cette  équation  exprime  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la 
eourbe  i  l'origine  et  i  la  droite  ox  4-  r*  =  o  est  constant,  el,  par  consé- 
quent, elle  représente  une  conique  qui  a  pour  foyer  le  point  0  et  pour 
directrice  la  droite  ox  +r*  =  0  ou  la  polaire  du  point  (—  a,  o)  par  rap- 
port au  cercle  auxiliaire;  ce  qui  démontre  le  théorème, 

S#8.  Puisque  le  cercle  peut  se  transformer  en  une  section  conique, 
les  propriétés  descriptives  du  cercle  s'appliquent  aux  courbes  du  second 
ordre.  De  plus,  comme  l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  celui  des  rayons 
qui  joignent  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  aux  pôles  de  ces  droites,  toute 
relation  métrique  entre  les  angles  des  droites  d'une  figure  qui  renferme 
UD  cercle  se  changera  en  une  relation  pareille  entre  les  angles  autour 
do  point  0  foyer  de  la  section  conique.  Nous  allons  donner  ici  quelques 
exemples  du  passage  d'une  propriété  métrique  du  cercle  i  la  propriété 
correspondante  de  la  conique,  en  priant  le  lecteur  de  suivre  avec  atten- 
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tîoD  les  changements  qui  résultent  de  la  transformation  du  cercle  en  une 
eonique  dont  le  foyer  est  le  centre  du  cercle  auxiliaire,  et  dont  la  direc- 
trice est  la  polaire  du  centre  du  cercle  donné. 

Dans  UDC  cooiqne,  la  droite  qui  joint  le 
fojer  au  point  d'Intenectton  de  dem  lao- 
genles  est  bissectrice  de  l'angle  desnjMn 
Teeteun  des  points  de  ceotaeL 


Du»  un  cercle,  les  tangentes  sont  égale- 
ment inclinées  sur  la  corde  des  conticti. 


Dans  un  cercle,  lei  rayons  mené! 
eilrémites  d'une  corde  foDI  des  ai 
éftnx  ITM  celte  droite. 


Dans  nn  cercle,  la  tangente  est  pei^ 
pcDdicnlaire  au  rayon  mené  au  point  de 


Dans  un  cercle,  la  droite  qui  joint  le 
centre  au  point  de  concours  des  tangentes 
est  bissectrice  de  l'angle  de  ces  droites. 


Dans  nn  cercle,  la  ligne  qui  joint  le  pdle 
d'une  droite  quelconque  au  centre  est 
perpendiculaire!  celle  droite. 

Dans  un  cercle,  les  tangentes  menées 
aux  Bitrémilés  d'nn  diamètre  sont  parai- 


Le  lieu  du  sommet  d'un 

ngle  consUnt 

n  cercle  eon- 

Si  un  angle  constant  ACB  se  meut  dans 
unpian,  lesc^léB  ACelBC  étant  assujettis 
à  tourner  autour  des  deux  points  fixes  A 
et  B,  le  gommel  C  décrit  un  cercle. 


Dans  une  conique,  la  droite  qnijeiglle 
Toyer  au  point  d'inlerseclicHi  de  deux  tan- 
gentes est  bissectrice  de  l'angle  des  droites 
qui  vont  du  Toyer  aux  points  d'intertee- 
lion  des  tangentes  et  de  la  dirccthee. 

Dans  une  conique,  le  rayon  redenr  da 
point  de  contact  d'une  tangente,  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  qui  JMDt  le  foya 
an  point  d'intersection  de  la  tai^ente  et 
de  la  directrice. 

Dam  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
foyer  au  point  d'intersection  d'une  s4eaatc 
avec  la  directrice  dinse  en  deni  partie* 
égales  l'angle  des  rayons  vectenn  te 
points  de  recontre  de  la  sécante  et  de  la 


Dans  une  conîqne,  un  point  quelconque 
et  l'intersection  de  sa  polaire  avec  la  direc- 
trice sont  vus  du  foyer  sous  nn  angledroit. 

Dans  une  conique,  si  on  nifaie  deui  tan- 
gentes d'un  point  de  la  diredriee,  h  twde 
des  contacts  passe  par  le  (aytr. 

Une  corde  vue  du  foyer  d'une  couîqae 
sous  un  angle  constant  enveloppe  nne  see- 
[ion  conique  ayant  même  foyer  et  ment 
directrice  que  la  première. 

Si  un  angle  constant  tourne  autotu-  d'un 
point  fixe  0,  la  droite  qui  joint  les  points 
d'intersection  de  ses  côlàs  avec  deux  dni- 
Us  lîxes  enveloppe  une  section  conique. 
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SM.  Dana  la  transformation  avec  un  cercle  auxiliaire,  le  rapport 
anfaarmonique  de  quatre  pftints  en  ligne  droite  de  la  première  figure  est 
égal  au  rapport  anharmonique  du  faisceau  des  quatre  droites  correspon- 
dantes dans  la  figure  dérivée  ;  car  les  droites  qui  joignent  le  centre  0  aux 
quatre  points  sontrespecti veinent  perpendiculaires  auxdroitesdufaisceau. 
11  en  résulte  qu'on  peut  étendre  les  propriétés  harmoniques  du  cercle  aux 
sections  coniques. 

Dus  OD  cercle  lei  extrémités  d'un 
diamètre  soDt  deux  points  barmonique- 
mcat  conjugaëa  p«r  rapport  id  centre  et 
■n  point  i  l'iD6ni  de  ce  diamètre. 


Les  points  de  cooconn 
comaïQnes  à  deux  cercles  se  trouvent  sur 
la  ligne  des  centres  et  la  diviaent  harmo- 
Biquement. 

Si  on  joint  nn  point  H  d'un  cercle  ■ 
quatre  points  fixes  de  cette  courbe,  le 
rapport  tnbarmoniqne  du  faisceau  ainsi 
obtenu  est  constant,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  H  sur  le  cercle. 

Ces  quelques  exemples  suffisent  pour  montrer  l'utilité  et  l'avantage  de 
la  théorie  des  polaires  réciproques  comme  méthode  d'invention.  Elle 
s'applique  aussi  aux  courbes  d'un  degré  supérieur  ;  le  lecteur  qui  voudrait 
étendre  ses  connaissances  sur  cette  partie  peut  consulter  les  ouvrages 
suivants  : 


Dans  une  conique,  les  taogentes  me- 
nées d'un  point  de  la  directrice  forment 
avec  cellS'ci  et  la  droite  qui  joiat  le  foyer 
à  ce  point  un  biscetu  de  quatre  driHtes 
harmoniques. 

Les  sécantes  cominnnet  de  deux  coni- 
ques qui  ont  un  fofer  commun  vont  cou- 
courir  au  point  d'ioterseclion  des  direc- 
trices, et  fonnent  avec  celles-ci  un  fais- 
ceau de  quatre  droites  harmoniques. 

Une  tangente  Tariable  est  rencontrée 
par  quatre  tangentes  fixes  d'une  conique 
en  quatre  points  dont  le  rapport  uihar- 
monique  est  constant. 


it  ce  géomètre  qai  est 
e  gëoérale 


Traité  des  proprUléi  pr^eetwei  dei  /Iguru  par  Pokciut.  C'ei 
l'autenr  de  la  théorie  des  polaires  réciproques;  il  l'expose  d'u 
lome  U,  page  1^,  pour  les  courbes  et  les  surlaces. 

Traïuformalùm  âttprepriitii  mitrigua  du  figurei  à  l'aide  de  la  tUorie  du  palaira 
rie^^rojtut  par  A.  Hàhhikih.  Paris,  1807. 

Mitnoirt  ntr  la  tramfoniialien  parabolique  dei  ratafiotu  mitrigvt*  ie*  figure»  par 
Cbaslib.  L'auteur  prend  pour  courbe  auxiliaire  une  parabole  et  s'appuie  sur  le  tbëorème 
suivant  :  Les  polaires  de  deux  poinls  quelconques  prises  par  rapport  è  une  parabole, 
ÎDlareepleut  sur  l'axe  un  segment  qui  est  égal  en  longueur  i  la  projection  orthogonale 
sur  cet  axe  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points. 

Mémaire  de  g^miitri»  tur  il  printipe  de  dualité  f»r  Cbim.'u,  lome  XI  des  méaiaires 
couronnes  de  l'Académie  de  Belgique.  L'auteur  expose  la  théorie  générale  des  figure* 
CMTélatives,  et  en  déduit,  comme  cas  particulier,  U  théorie  des  polaires  réciproques. 
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%   2.    FIGDRE3    HOHOGRAPHIQUBS. 

S19.  Si,  après  avoir  forme  la  figure  corrélative  d'une  figure  doDaêe, 
on  lui  applique  le  même  mode  de  transformation  k  l'aide  d'une  noovdle 
conique,  on  obtient  une  troisième  figure  composée  de  points  et  de  droites 
qui  correspondent  aux  points  et  aux  droites  de  la  figure  donnée;  k  des 
points  en  ligne  droite,  à  des  droites  concourantes  dans  la  première  figure, 
correspondent  des  points  en  ligne  droite  et  des  droites  passant  par  m 
même  point  dans  la  troisième;  en  un  mot,  ces  deux  figures  jouissent  des 
mêmes  propriétés  descriptives;  on  les  appelle  figures  homograplaqua. 

Stl .  11  est  facile  de  construire  une  figure  homographique  d'une  figure 
donnée.  Considérons  une  figure  rapportée  k  deux  axes  OX,  OY.  Soil  H 
(X,  Y)  un  point  de  cette  figure,  et  m  (x,  y)  un  autre  point  du  plan  qui 
doit  correspondre  au  premier  dans  la  figure  homographique.  Posons 

(H)     X—  '^  +  ^  +  c  y^a.x  +  6,y  +  c,_ 

oix  +  6.y-J-ct'  otx  +  6iy4-et' 

a,  6,  e,  ai sont  des  coefficients  constants. 

Une  droite  de  la  figure  donnée  représentée  par 
(D)  pX  +  <,Y  +  r  =  o, 

aura  pour  droite  correspondante  dans  la  seconde  celle  de  l'équation 
(rf)    p(ax  +  by  +  e)  +  q{a,x-{-b,y  +  c,)  +  r{a^  +  bty  +  Ct}  =  o. 

Il  est  évident  que  si  trois  points  de  la  première  figure  (X|,  Y|),  (Xt,  Vt), 
(Xj,  Yi)  sont  sur  une  même  droite  D,  les  points  correspondants  dans  b 
seconde  (xi,  t/i).  (x±,  y%),  {x%,  yt)  seront  aussi  sur  une  même  droite  d.  De 
plus,  si  trois  droites 

.  pX  +  9Y  +  r  =  o    p'X-\-q'Y  +  r'  =  o,    p"X  +  q^'Y  +  r"  =  o 
de  la  figure  donnée  passent  par  un  même  point,  oo  peut  trouver  trois 
constantes  k,  k',  k"  de  manière  à  avoir  l'identité 

k(pX  +  qy  +  r)  +  k'  {p'X  +  q'Y  +  r')  +  k"  {p"X  +  ^"Y  +  r")  =  o, 
et,  en  remplaçant  X,  Y  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (B),  cette 
identité  exprime  que  les  droites  correspondantes  dans  la  figure  dérivée 
passent  aussi  par  uo  même  point.  Il  en  résulte  que  toute  figure  consbuite 
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^l'aide  des  formules  (H)  est  homographique  avec  la  proposée:  sa  position 
et  sa  forme  dépendent  des  valeurs  que  l'on  attribue  aux  constaoles  a,  6... 
Réciproquement,  quand  deux  figures  sont  hamographiques,  il  existe, 
entre  les  coordonnées  X,  Y  d'un  poiat  de  l'une  et  les  coordonnées  jr,  y 
du  point  homologue  dans  l'autre,  des  relations  de  la  forme  (H);  car,  pour 
qu'à  une  droite  de  l'une  des  figures  corresponde  une  droite  dans  l'autre, 
il  faut  nécessairement  que  les  deux  termes  de  chaque  fraction  soient  des 
polynAmes  du  premier  degré  ea  x  et  y  et  que  le  dénominateur  soit  le 
même. 

31S.  Les  formules  (H)  qui  définissent  l'homographie  d'une  manière 
générale  renferment  huit  constantes,  après  avoir  divisé  les  deux  termes 
de  chaque  fraction  par  c*,  et  à  quatre  points  quelconques  de  l'une  des 
figures,  on  peut  faire  correspondre  quatre  points  quelconques  de  l'autre; 
car,  en  suhstituant  les  coordonnées  de  ces  points,  on  aura  huit  équations 
pour  déterminer  les  constantes  arbitraires. 

Les  points  situés  à  l'infini  dans  la  première  figure  ont,  pour  homologues 
dans  la  seconde,  les  points  de  la  droite  représentée  par  l'équation 
(I)  tnx  +  6,t/  +  Cl  =  o, 

de  sorte  que  les  droites  de  la  figure  dérivée  qui  correspondent  aux  droites 
parallèles  de  la  figure  donnée  vont  se  rencontrer  sur  la  droite  (I). 

Enfin,  il  est  utile  de  vérifier,  si  deux  figures  homographiques  peuvent 
avoir  des  points  qui  se  correspondent  k  eux-mêmes. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  doit  avoir  X  ^  x,  Y  ='  y  et  les  équations 
(H)  devienaent 

x(o,a;  +  6iy  +  Cl)  =  ox  +  6y  +  c 
y(o,x  4-  h,y  +  c)  =  «,i  +  6^  +  c. 

Ces  équations  sont  du  second  degré  et  représentent  deux  hyperboles 
qui  ont  chacune  une  asymptote  parallèle  à  la  droite(I)aix4-^t/-(-ci=o; 
car  il  est  visible  que  la  droite  I  ne  rencontre  chaque  courhe  qu'en  un 
point. 

Il  en  résulte  que  les  deux  hyperboles  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'eu 
trois  points  situés  h  une  distance  finie,  et  il  n'existe  que  trois  points  qui 
coïncident  avec  leurs  homologues  dans  les  deux  figures  ;  ces  trois  points 
s'appellent ;join(g  doubles. 
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SIS.  Considérons  deux  figures  homograpMques ;  soient 
A  =  o,     B  =  o,     C  =  o 
les  équations  de  trois  points  de  la  première  figure,  et 

celles  des  points  correspoadants  de  la  seconde.  En  rapportant  les  figures 
respectivement  aux  triangles  ABC  et  a.^,  les  formules  de  la  transforma- 
tion bomographique  eu  coordonnées  tangentielles  seront 
,.  ABC 

puisque  les  points  «c  =  o,  ^=>o,  ^^o  doivent  correspondre  respective- 
ment  aux  points  A  ^  o,  B  ^  o,  C  =  o.  Les  deux  constantes  m  et  n  se 
déterminent  «[i  faisant  correspondre  deux  autres  points  dans  les  figures. 
Si  les  équations  précédentes  représentent  des  droites  correspondantes, 
les  formules  (A)  seront  celles  de  la  transformation  bomographique  en 
coordonnées  triangulaires.  Les  coefficients  m  et  n  permettent  de  faire  cor- 
respondre une  quatrième  droite  de  la  seconde  figure  à  une  quatrième 
droite  de  la  première. 

S14.  liant  deux  figure»  homographiquet,  te  rapport  anharmoniqut  4t 
quatre  points  en  ligne  droilt  est  égal  à  celui  des  quatre  point»  corretpoH- 
dantê. 

Soient 

A  =  o,    B  =  o,     A  —  tB  =  o,     A  —  A'B  =  o 
les  équations  de  quatre  points  en  ligne  droite  de  ]»  première  figure. 

Les  points  correspondants,  dans  la  seconde,  sont  représentes  par 

a  =  o,    p  =  o,  ma  —  nkp  =  o,    ma  —  nf  (3  =  o. 
Les  rapports  anharmoniques   de  ces  deux  systèmes  de  points  sont 
ni 

m 
ces  rapports  sont  donn  égaux  ■ 
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SIS.  Danê  deux  figures  homogn^thiqua,  te  rapport  anharmoniqut 
de  quatre  droites  iasues  d'utt  même  point  est  igtU  d  edui  des  quatre 
droites  eorreapondimteê. 

Même  raisonnemeat  que  dans  le  Quméro  précédent,  en  supposant  que 
les  équations  représeoteol  des  droites. 

SIC  n  résulte  des  formules  (H)  et  (A)  que  la  transformation  homo- 
graphique  ue  change  pas  le  degré  d'une  ligue;  la  courbe  homographique 
d'un  cercle  sera,  en  général,  une  section  conique.  Toutes  les  propriétés 
descriptÎTes  du  cercle  et  les  propriétés  métriques  qui  ne  dépendent  que 
des  rapports  aoharmoniques  s'étendent  aux  sections  coniques.  L'homo- 
graphie sert  k  généraliser  les  propriétés  de  l'étendue,  en  passant  d'un  cas 
particulier  d'une  proposition  à  la  proposition  générale. 


Ez.  I.  MeDOQS  dans  un  cercle  diff^raots  diamitrei;  le  point  btrmoniqae  conjugué 
du  eeatre,  p«r  rapport  «ux  eitrêmîléi  de  chican  d'eux,  se  troUTc  à  l'infini.  Si  on  «ppli- 
que  II  IraDBfbrmilïon  homographique,  le  cercle  se  cbauga  en  nne  section  conique;  aui 
diamètres  correspondent  des  sécantes  qui  passent  par  on  point  fixe,  et  le  point  conjugué 
bamonîqae  de  ce  dernier,  par  rapport  lui  points  où  chaque  sécante  rencontre  la 
courbe,  doit  se  trouver  sur  nne  droite  I  qnî  eorrespond  i  l'infini  de  la  première  figure. 
De  li  ce  Ihéorème  :  Si,  par  an  potnl  fime,  on  mène  dt*  téenitteM  à  une  ecnigue,  U  lieu  du 
eenjugMi  harmoniqttt  du  point  fime,  par  rappel  aux  pomtt  d'inUriection  dt  chapM 
licaate  aveela  courbe,  tel  Mnt  ligna  droite, 

Ex.  M,  luscrivou),  dans  un  cercle,  un  hexagone  tel  que  les  celés  opposés  1  et  i,  i  et  S 
soient  reipeetiTement  parallèles;  les  deux  autres  cAtés  opposés  3  et  6  seront  aussi 
parallèles,  de  sorte  qne  les  points  de  concours  des  eAtés  apposés  se  trourentl  l'inGni. 
Par  la  transformation  homographique,  on  aura  un  hexagone  quelconque  inscrit  dans 
ooe  conique  et  dont  les  cités  opposés  se  rencontrent  sur  une  droite  I  qui  correapond  à 
Tinâni  de  la  première  figure  ;  ce  qui  démontre  le  Ihëorème  de  Pascal, 

Ex.  S.  t/ntriangtevariabtiitimlinicrildanemeciniiqve,  *idtug  de  tucilii pauml 
par  deux  poiali  fixée,  U  Iroieième  enveloppe  une  eettùm  amique  donhiemeni  langtnU  à 
la  propoeie  nifuanl  la  Ugni  dei  pointe  fixée. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considéroni  un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  dont 
deux  cités  se  meuvent  parallèlement  à  deux  ligues  fixes,  le  troisième  cété  conserve  ëvi- 
demment  la  même  longueur,  et,  pnr  suite,  il  enveloppe  nn  cercle  coneeolriqae  an 
premier. 

Par  la  transformation  bomographique,  on  «nra  un  triangle  inscrit  dans  une  conique 
dont  deux  cdtés  tournent  autour  de  deux  pointa  fiies,  situés  sur  la  drùte  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  première  figure,  et  le  troisième  cAté  enveloppera  nne  Mction 
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Muiqua  ()ui  (oachari  la  première  sDiTint  la  droite  des  poiati  ftie*ï  cwr  od  sait  qnt 
deu  cercle*  concentriques  doiTeal  ^Ira  eoaiiiérii  cemiue  ayant  du  double  conltct  à 

Le  théorème  corHIatif  du  précédent  peut  l'énoncer  aÎDii  : 

Un  IHattgU  ilmt  nb^OHtcril  à  une  cotùque,  ti  deux  dé  iti  fommed  glùitnl  tar  4m« 
tignu  fixei,  la  troinènu  fommel  déerit  une  conigue  doublement  îangente  à  la  pntpoëir 
MtiDunl  lapokûre  dupoinl  d'interêtction  de*  droitei  fixe*. 

Ex.  4,  Soient  deux  angles  coDittnti  a  et  ^  qui  tournant  antour  de  lenn  gammcti  ■ 
et  H'  de  manière  h  ce  qae  lei  celés  HA  et  HA'  le  coupent  sur  ou  cercle  ;  le  point  d'in- 
tenection  a  dei  deux  aulrea  c&tis  décrira  un  cercle  qni  passe  par  le*  point!  H  et  M'. 

En  fldiel,  l'angle  MaH'  est  ravsuré  par  -  (HH'  +  A'B)  ;  mail  l'arc  HH'  est  eonclMt,  et 

il  est  facile  de  Tairqnel'irc  A'B  est  aussi  constant,  lorsque  les  côtés  HA'  et  H'B  tonrtMnl 
autour  dei  points  H  et  H'  ;  car,  d'après  la  natare  du 
mourement,  ces  edtés  toornenti  la  fois  d'en  méae 
angle.  Donc,  l'angle  HaU' étant  conslaAl,  le  sommets 
décrit  une  circonrérence  qui  passe  parles  points  H  etM'. 
Par  la  transformation  homograpbique,  on  arrîrean 
ibéorênie  suivant:  Sideum  ançtei  emulmtoff^lrar- 
nent  auloui"  delenrë  eeminiUK  <IH'  de  manièreg»* le 
point  itiHler*teiiim  de  deua  eôti*  Mwteuvenrnne  coai- 
quepattanlparlei  pointe  H  (1  H',l«t>«^'  d'miente- 
lion  det  attirée  eitét  dierira  nasf  un»  ettlion  eni^nt 


Fi|.  i( 


Dans  le  eu  particulier  oii  la  première  cooiqne 


réduit  k  deux  droites,  l'nna  d'elles  étant  HH'  et  l'autre  une  droite  quelconque  sur 
laquelle  sa  coupent  deux  cAtés  des  angles  mobiles,  on  iirive  i  la  coDitraclioo  soÏTaBie 
d'nne  coniqui  : 

SidnimangUêei>netaaték}SK':=a,kWS=^^  tonmenl  antour  de  teiereetmmeUU  il 
W  de  telle  torle  que  dtum  eâlée  ee  toupent  enr  une  droite  fita,  lepaiml  d'inleritititm  dee 
devx  autreeedlredirril  une  eeeUoneamqite  qui  patte  par  UeÈOnmelM  dee  m»flet  mobilet. 

Cette  construction  a  été  donnée  par  Niwtoh. 

§   3.   FIGtlRES  HOHOLOGIQUES. 

SIT.  Deux  figures  sont  appelées  homologùjues,  lorsque  les  points  cor- 
respondants §e  trouvent  sur  des  droites  qui  concourent  en  uaméme  point, 
tandis  que  les  droites  correspondantes  se  coupent  sur  une  même  droite. 

PoHCELRT  a  exposé  le  premier  la  théorie  des  figures  homologiqoes;  il  ■ 
donné  le  nom  d'homologues  «ux  points  et  aux  droites  qui  se  correspon- 
dent  dans  les  deux  figures.  Le  point  oîi  concourent  les  droites  qui  ren- 
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feraient  deux  points  homologues  est  le  centre  d'homologie,  et  In  droite 
fixe  où  se  rencontreat  les  droites  homologues,  l'axe  d'homologie  des 
deux  figures. 

ConsidéroDS  uoe  figure  quelconque  rapportée  ii  deux  axes  OX,  OY; 
soient  X,  Y  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points,  et  Xo.  y«  celles  d'un 
point  fixe  du  plan.  Si  on  représente  par  x,  y  tes  coordonnées  du  point 
homologue  du  premier,  tnule  figure  construite  au  moyen  des  formules 

/Kl        ^Li^=ï.:ry?= l 

^  X  — x»      y— yt      £r  +  my  +  B 

sera  homologique  avec  la  proposée.  En  effet,  on  en  déduit 

X  Xg         X  Xo 

et  deux  points  homologues  quelconques  (X,  Y),  (x,  y)  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  (z«,  yt).  De  plus,  à  toute  droite  de  la  figure  donnée  repré- 
sentée par 
pX  +  9Y  4-  r  =  o,     ou    jj(X  —  Xo)  4-ç(Y  —  yo)  -\-fXa  +  çy»  +  r  =  O, 
correspond  une  droite  ayant  pour  équation 

p(x  — Xo)  +  g(y  — yo)  +  (îiXo  +  îy<,  +  r)[Ix4-fny  +  H)  =  o, 
et  il  est  visible  que  le  point  d'inlersectioa  de  ces  droites  se  trouve  sur  la 
droite  fixe 

(P)  /i  +  my  +  n—  i  =0. 

La  seconde  figure  est  donc  homologique  avec  la  proposée  :  le  point 
(xd,  yà)  est  le  centre,  et  la  droite  (P)  l'axe  d'homologie. 

Réciproquement,  étant  données  deux  figures  homolt^iques,  les  coor- 
données de  deux  points  homologues  (X,  Y),  (x,  y)  sont  liées  par  des  rela- 
tions  de  la  fosrme  (K).  En  effet,  puisque  ces  points  se  trouvent  en  ligne 
droite  avec  le  centre  d'homologie  (x*,  yo)  on  doit  avoir 

î=»'_»;i»-,    d'où  ^-iz^J'—y-: 

A  —  Xt      X  —  Xo  X  —  Xo      y  —  yo 

et,  comme  à  une  droite  de  l'une  des  figures  correspond  une  droite  dans  la 
seconde,  chacun  de  ces  rapports  doit  être  égal  â  une  fraction  dont  le 
numérateur  est  une  constante  ou  l'unité,  et  le  dénominateur  une  fonction 
du  premier  degré  en  x  et  y. 
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Lorsque  le  centre  d'homologie  coïacide  avec  l'origine  des  coordonnées, 
lea  formules  (K)  deviennent 

(*) 


X      y      Ix  +  my+n 

SIS.  Les  figures  homologiques  rentrent  dans  la  «âitégorie  des  figures 
homographiques,  car  les  formules  {k)  dérivent  des  formules  (H)  (N*  311) 
en  posant  a  =  bi^  i,  6  =  c  =  ai  ^c<  =o,  ot  =  /,  b,  =  m,  et c=  n; 
mais  elles  renferment  une  infinité  de  points  doubles  déterminés  p*r 
les  équations 

x(tx  +  my  +  n)=x,        y  (Ix  +  my  +  n)  =  y, 
ou 

1  (fi  +  my  +  n  —  i)  =  o,  y  (ix  +  my  +  »  —  i)  =  o 
obtenues  en  posant  X  ^^x,  Y  =y.  Il  en  résulte  que  le  centre  d'homo- 
logie (jr=y^o),  et  les  points  de  l'axe  d'homologie  fx+my  +  n —  i=o 
sont  des  points  qui  se  correspondent  k  eux-mêmes  dans  les  deux  figures; 
par  suite,  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  centre  sont  des  droites 
doubles. 

StS.  Soient 

A  =  o,        B  =  0 

deux  droites  qui  passent  par  le  centre  d'homologie  de  deux  figures,  et 

A  — *B  =  o 
une  droite  quelconque  issue  du  même  point;  la  droite  homographique 
correspondante  sera  (N*  5151 

ma  —  «É;5  =  o. 

Mais,  dans  deux  figures  homologiques.  cette  droite  doit  coïncider  arec 

ta  première  qui  passe  par  le  centre  d'homologie;  donc  m  =^  n  :  les  (oi^ 

mules  de  la  transformation  bomologique  en  coordonnées  trianguliires 

ne  renfermeront  qu'un  seul  paramètre  et  seront  de  la  forme 

A_B_^ 

C  ^  o,  étant  l'équation  de  l'axe  d'homologie  ;  A,  B,  C  et  a,  3,  y  sont  les 
coordonnées  de  deux  poiols  homologues  des  figures  rapportées  il  un  même 
tritngle  de  référence  ABC  ^  o. 
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On  voit  immédiatement  que  deux  droites  homologues 

XA  +  fiB  +  wC  =  O     et     ia  +  f^P  +  vmy  =  o 
se  coupent  sur  l'axe. 

SS*.  Od  peut  éteadrc  aux  %ures  homologiques  les  propriétés  des 
figures  homographiques.  Ainsi,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  ou  de  quatre  droites  qui  passent  par  un  même  point  de 
la  première  figure  est  égal  h  celui  des  quatre  points  ou  des  quatre  droites 
homologues.  La  transformation  homologique  ne  change  pas  le  degré  d'une 
courbe,  et,  en  général,  un  cercle  se  change  en  une  section  conique.  On 
peut  ainsi,  comme  par  l'homographie,  généraliser  une  propriété  d'une 
figure  et  déduire  plusieurs  propriétés  des  sections  coniques  de  celles  du 
cercle. 


El.  1.  Deux  eoniquei  dmu  itn  ptm  umt  loi^'ouri  honu^ogiqitet. 

ConiidJroDs  deux  cooiques  qui  se  coupent  en  quttre  points  réels,  et  menoiu  lei  Ud- 
gentes  eommanei  A  et  B.  Soient  C  et  D  les  sëcint^s  communes  conjuguées  qui  p*sscnt 
p*r  le  point  d'intersection  des  cardes  de  conlict  des  tangentes  communes.  Rapportons 
les  deiu  courbes  au  triangle  ABC  ;  les  équations  des  cordes  de  contMt  seront  île  la 

lA  +  /iB  +  .C  =  o,        U  -I-  /iB  +  .'C  =  o 

puisque  la  seconde  passe  par  le  point  d'Inlerscclion  du  cdté  C  avec  la  première.  Cela 

étant,  les  deux  coniques  sont  représentées  par  les  équations 

AB  — {U-t-juB +  -*)■  =  o, 

AB  —  (lA  -t-  /<B  -K  /C)'  =  o, 

et,  comme  on  peut  pisser  de  la  première  à  la  seconde  avec  les  relations 


les  deux  coniques  sont  homologiques.  Le  point  de  concours  S  des  tingent« 
est  le  centre,  et  la  sécante  commune  C  l'aie  d'homalogie.  On  arriverait  évidemment  an 
même  résultai,  en  prenant  pour  le  troisième  cAté  du  triangle  de  rérérence  l'autre 
sécante  commune  Dj  doDc  les  sécantes  conjuguées  C  et  D  sont  deux  axas  d'homologie 
qui  correspondent  an  centre  S.  On  verrait,  de  la  même  manière,  que  le  poînl  de  con- 
cours S' des  deux  autres  tangentes  communes  est  aussi  un  centre  d'bomologie  dont  les 
axes  sont  encore  les  mêmes  séunles  communes  C  et  D.  Les  autres  points  d'intersection 
des  tangentes  communes  saul  également  des  centres  d'homologie  aj'ant  pour  axes  les 
antres  sécantes  communes  conjuguées. 
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Puisque  denx  coniquei  siloëei  d'une  mtaière  qnsleoiiqne  dus  on  plan  ont  (atljwm 
dans  ijeante*  eonuniiDe»  et  deni  ombilics  r^els,  il  existera  donc  loujoura  deux  centra 
d'homologie  et  deai  uet  qui  leur  correspondent. 

Ex.  *.  Si  deum  MHugtiet  tt  toiàelunl,  U  poiiU  dâ  eoH4ael  rai  n»  eaitre  d'komelagit  ia 
dtum  BimrbtM, 

Eneffet,  si  deui  points  d'intersection  de  deui  coniques  se  confondeat,  les  deu  Iid- 
genles  eommanei  eolneideat,  et  leur  poiiit  d'intersection,  i  la  tiniile,  est  le  point  de 
contact  de*  courbes.  L'aie  d'homologie  sera,  dans  se  us,  la  droite  qui  pane  par  kl 
deux  autres  points  d'inlersectJon  dei  conique*. 

CoraUaire,  Si  deux  coniquesont  un  double  contact  aux  points  i  et  «',  les  tai^entes 
en  ces  points  se  coupent  en  un  point  S  qui  sera  un  centre  d'homologie  dont  l'aie  cor- 
respondant est  la  corde  des  eoulact*.  Les  points  t  el  f'  sont  aussi  des  centres  d'h<»>- 
logie  dont  [es  axes  sont  les  tangentes  qui  aboatissent  an  point  S. 

El.  S.  Si  aHttmr  d'tui  point  d'une  amtfite  on  fait  dmnwr  «n  attgU  de  yuwdnr 
etmttaitta,  lu  cord»  inlaretptét  iaiu  la  Mmrb»  tnveleppr  mu  «ecliom  csiufw  qn  a  tm 
dimbU  eentatt  aoee  ta  propetie. 

Imaginons  un  cercle  qui  louche  la  coniq ne- donnée  au  sommet  de  l'angle  ;  le  point  de 
contact  étant  un  centre  d'homologîe,  la  corde  interceptée  dans  le  cercle  est  bomologoe 
i  celle  qui  est  interceptée  dans  laconique;  mais  la  première  euTcloppe  un  cercle  ean- 
centrique;  donc  la  seconde  euTeloppera  une  conique  qui  aura  un  double  contact  arec 
la  proposée,  puisque  deux  cercles  concentriques  ont  un  double  eonlacl  sur  une  droite 
il  l'infini. 

Df  ns  le  cas  particulier  où  l'angle  est  droit,  la  corde  interceptée  dans  le  code  elt 
une  droite  qui  passe  constamment  par  le  centre  du  cercle  j  or,  le  cerde  et  la  eoniqw 
ont  m£me  normale  au  point  de  contiet,  et  celle^  est  dirigée  suivant  le  diamètre  du 
cercle  qui  passe  par  le  sommet  de  l'angle  ;  de  11  ce  théorime  :  Un  angU  init,  qm 
toitnu  oiifour  d'un  peint  d'une  eoniqut,  initretpte  mr  celle  courbe  une  tarde  qui  p*ut 
par  un  point  fixe  de  ia  «ormale  on  umuiut  de  l'angtt. 

Ex.  4.  Deum  conique*  qui  ont  un  foyer  eoeunim  lonl  hotnùiogique*. 

Quand  l'origine  des  coordonnées  est  au  foyer,  une  conique  est  représentée  par  une 
équation  de  la  brme 

X'  +  y*-{-X  +  ^Y  +  y)'  =  o. 

Or,  si  on  pose 


im  ■*- my  -t- n  Im-t-my-^-n 

on  trouve  on*  équatiou  de  la  même  forme,  qui  sera  celle  d'une  nouvelle  conique  lynt 
pour  foyer  l'origine.  Le  foyer  commun  est  donc  un  centre  d'homologîe  des  deui 
courbes. 

Il  résulte  de  ce  théorème,  qu'un  cercle  de  rayon  quelconque  décrit  du  foyer  d'une 
conique,  comme  centre,  sera  homologique  k  cette  conique  ;  car,  dans  un  cercle,  les  hjtn 
aoni  confondus  au  centre. 

On  ponrrtit  démontrer  les  propriétés  focales  d'une  conique  en  partant  de  ce  tfaéerèaie. 

Es.  S.  l*  fMIilttde  de  rf«M  figvtet  «i(  im  cm  partkuUir  dt  t'homotofie. 
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D  effet,  sil=±m^O,  duu  les  formule*  (i),  il  vient 


Dans  ce  eu,  les  droites  horaolognes  sont  pinllèles,  et  l'iie  d'bomologie  est  i  l'infiiii  : 
deux  polygooes  doDt  les  sommets  sont  sar  des  droites  qni  passent  par  on  même  point 
ayant  leurs  cAtëa  parallèles  seront  semblablea;  car  il  est  évident  que  les  angles  sont 
égaux  chacun  i  chacun  et  qtis  leurs  eAtës  sont  proportionnels. 

§    i.    TKAHSFORIUTION    PAR    R&VONS    VBCTEURS    RÉaPROQUBS. 

SM.  Supposons  que  I'oq  ait  une  courbe  S  et  un  point  fixe  0; 
menons,  par  ce  point,  le  rayon  OH  qui  aboutit  en  un  point  H  de  la 
courbe  donnée,  et  prenons,  sur  cette  ligne,  une  longueur  Om  telle  que 
l'on  ait  : 

OmOH  =  lt% 

k  étant  une  constante.  En  répétant  cette  eonstruetioo  sur  les  différents 
rayons  menés  &  S,  le  lieu  du  point  m  sera  une  courbe  dérivée  de  la 
première,  Ji  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  cottrbe  inverse  de  la  proposée. 
Le  procédé  employé  pour  construire  une  figure  inverse  s'appelle  îrans- 
formalion  par  rayonê  veeteun  rédproi/ues  ;  le  point  0  est  le  pôle,  et  la 
constante  k  le  module  de  la  transformation. 

Afin  d'établir  les  formules  de  transformation,  supposons,  en  premier 
lieu,  que  la  courbe  proposée  soit  définie  en  coordonnées  polaires  par 
l'équation 

F(p,«)  =  o, 
le  point  fixe  0  étant  le  pAle.  Désignons  par  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  inverse  ;  on  aura,  par  définition, 

r-p^ft'j     don    p= — ; 

par  suite,  le  courbe  inverse  aura  pour  équation 


p(4>. 


Soit,  en  second  lieu,  <p  (x,  y)  =  o  l'équation  de  la  courbe  proposée 
rapportée  à  un  système  d'axes  rectangulaires  issus  du  point  0.  Appe- 
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Ions  ^,  n  les  coordonnées  du  point  m  qui  correspond  au  poit  H  {s,  y)  de 
la  courbe  donnée  ;  on  aura  les  égalités 


V 

n     r 

On  en  déduit 

"  hH^ 

mais  on  a  :  r'  = 

5'  +  >i',p'  =  ":' 

+  y*;  par  suite, 

il  viendra 

pour 

tes 

formules  de  transformation, 

*'5 

l'+y' 

•    '-^.- 

11  en  résulte  que  la  courbe  inverse  de  la  proposée 

sera  représentée 

psr 

l'équation 

•'{.i'  +  V 

SVS.  Comme  application  des  formules  précédentes,  eberchoos  d'abord 
la  courbe  inverse  d'une  droite  ayaat  pour  équation 
Ay-\-Bx  +  C  =  o. 
Par  la  substitution  des  valeurs  de  x  et  de  y,  il  vient 
C(Ç»  +  >i')  +  A»(Al  +  B5)  =  <'; 
par  conséquent,  /'inverse  d'utte  droite  est  tin  cercle  qui  passe  par  k  pék. 
Si  on  fait  une  substitution  analogue  dans  l'équation 
x*-{-y*-\-  2ax  -\-  îby  +  c  =  o, 
on  trouve  pour  l'équation  transformée 

c(i'  +  ri')  +  2k*[ai  +  br,)  +  k*  =  o; 
elle  s'abaisse  au  premier  degré  si  c  =^  o.  Donc,  l'inverse  ifune  eircenfi- 
rence  est  une  circonférence;  dans  le  cas  où  elle  passe  par  le  pôle,  l'iorerte 
se  réduite  une  droite. 

999.  Les  propositions  qui  précèdent  se  démontrent  facilement  pu 
la  géométrie  élémentaire  ainsi  que  les  deux  propriétés  suivautes  : 
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Les  tangentes  aux  points  m  el  H  qui  se  correspondent  dans  une  courbe 
et  son  inverse  sont  également  inclinées  sur  le  rayon  OH; 

L'angle  de  deux  lignes  quelconques  qui  se  coupent  est  égtU  d  l'angle 
des  deux  lignes  inverses. 

La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  moins  impor* 
tante  que  la  transformation  psr  polaires  réciproques;  cependant  elle 
est  quelquefois  très  utile  pour  simplifier  les  démonstrations;  de  plus,  elle 
a  ^té  employée  avec  succès,  comme  méthode  d'investigation,  pour  obte- 
nir des  propriétés  nouvelles  d'une  ligne  qui  varient  suivant  le  choix  que 
l'on  fait  du  p6Ie  de  Iransformation.  Nous  ne  pouvons  insister  davantage 
sur  ce  sujet,  et  nous  terminerons  en  proposant  aux  élèves  de  démontrer 
les  propriétés  suivantes  : 

1  ■■  Deux  cercles,  situés  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan,  peuvent 
toujours  être  regardén  comme  inverses  fun  de  l'autre; 

2°  Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  deux  cercles  inverses  te 
coupent  sur  Caxe  radical  des  deux  eereleti 

3°  Deux  figures  inverses  Fi,  Fi  dune  même  figure  F,  correspondant  à 
deux  videurs  différentes  du  module,  sont  homotkéliques; 

4*  L'inverse  de  la  polaire  du  centre  d'une  conique  est  une  conique; 

S*  L'inverse  d'une  conique  ayant  pour  foyer  le  pâle,  est  une  eonekiiide 
circulaire; 

6°  L'inverse  d'une   parabole  ayant  pour  sommet  le   pAle  est  une 
citiolde; 
7*  L'inverse  d'une  hyperbole  équilatère  est  une  Umniscate. 
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CHAPITRE  XIV. 
COURBES  ALGÉBRIQUES. 


SoMiuiu.  —  £;iulH»i  générait  du  degré  m.  Ctnire,  diamètre,  axa,  taiigentt,p«laini 
tt  atjfmpletti.  Singuiarilét  ordinairet;  pmpriitdi  du  palairtt  tl  dt  l»  ktmntt 
rtlaavttnent%v3spomUtmttiptti;  formvleM  dePlûther,  Théerime»  générmt*  mr  Iti 
eini7^<  algébriqvti ,'  faÙBtnu  et  rieeaa  de  emirbei  ;  eowbee  unieuriulei  ;  (rMl/ïr- 
tnatiant  ttnifàmee.  Afplieatiaju  diverte*. 

SS4.  L'équation  générale  du  degré  m  peut  s'écrire  »ous  la  forme 

Elle  renferme  un  terme  du  degré  zéro  par  rapport  à  x  et  y,  den 
termes  du  i^remier  degré;  trois  termes  du  second  degré  ■••et  m-j-i 
termes  du  degré  m;  le  nombre  total  des  termes  est  donc 

.  +  .  +  3  +  ...+„  +  .=("+-f  +  '), 

par  suite,  celui  des  paramètres  arbitraires  est  donné  par 
(m  +  ■)(»>  + 2) _  ^  _m{m  +  3) 

2  2 

Nous  désignerons  ce  nombre  par  a.  Il  faut  en  général  s  points  pour 
déterminer  complètement  une  courbe  du  m""'  ordre. 
Il  y  a  avantage  d'écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme  abrégée 

<h{x,y)+f"(^,s)-\ h  ?-(»;,  y) =o 

ou  encore 

?«  +  T>  +  9»  4 h  ?"  =  o. 

Çj  désignant  une  fonction  homogène  du  degré  i  par  rapport  i  jc  et  y.  Si 
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OD  la  rend  homo|;ène  par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  z,  elle 
devient 

9-  +  a?-_.  +  «'9--1 H h  2"T<  =  o- 

Dans  cette  équation,  en  posant  z  =  i,  les  variables  x  et  y  représen- 
tent les  coordonnées  cartésiennes.  Nous  pouvons  aussi  admettre  que 
z,  y,  z  sont  les  coordonnées  triangulaires  ou  les  distances  d'un  point  aux 
cdtés  d'un  triangle.  On  est  maintenant  familier  avec  ces  quantités  et  il 
est  inutile  de  leur  conserver  uoe  notation  spéciale. 

De  même,  on  prend  pour  l'équation  d'une  conrbe  de  la  classe  m 

ir.  (u,  «)  +  n,  (m,  v)  4-  îT,  {«,  v)  H \-  ir.  (ii,  v)  =  o 

ou 

JT»  +  ir,  +  xt  -1 h  T*  =  o  ; 

Tti  représente  une  fonelion  homogène  du  degré  t  par  rapport  à  u  et  «. 
Sous  la  forme  homogène,  on  a 

JT.  +wn«_i  +  «''J^■_t^ — •  +  «i"iro  =  o, 
et  ici  encore,  pour  u>=i,  ce  sera  l'équation   par  rapport  aux  coor- 
données tangentielles  ordinaires  u  et  v;  dans  beaucoup  de  questious  nous 
regarderons  u,  v  et  w  comme  les  coordoonées  taDgenlielles  triangulaires 
ou  les  distances  d'une  droite  aux  sommets  d'un  triangle. 

Avant  d'entrer  dans  la  théorie  générale  des  courbes  algébriques,  il 
faut  d'abord  exposer  les  notions  préliminaires  indispensables. 

§  1 .    CENTRE    ET    DIAHÉTRES  ;    TANGENTE,    POLAIRES    ET    ASYMPTOTES. 

SIS.  Le  centre  d'une  courbe  est  un  point  tel  que  toute  droite  qui  le 
traverte  rencontre  la  courbe  en  des  points  situés  deux  à  deux  d  égale 
distance  de  ce  point. 

Nous  avons  fait  la  détermination  du  centre  dans  les  courbes  du  second 
ordre  en  partant  de  ce  principe,  qu'en  y  plaçant  l'origine,  l'équation  doit 
rester  invariable  en  remplaçant  a:  et  y  par  —  i,  —  y.  D'après  la  défini- 
tion précédente,  la  même  propriété  doit  exister  par  rapport  à  l'équation 
f(x,  y)  =  o  d'une  courbe  de  l'ordre  m  rapportée  à  son  centre  ;  ce  qui 
exige  que  les  termes  qu'elle  renferme  soient  tous  de  degré  pair  ou  tous 
de  degré  impair  ;  dans  le  premier  cas,  la  substitution  indiquée  ne  chan- 
gera rien  ;  dans  le  second,  tous  les  termes  changeront  de  signe  mais 
l'équation  reste  encore  la  même  pourvu  que  le  terme  constant  soit  nul  ; 
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elle  est  alors  vërifiëe  par  se  =  o,  y  =  o;  par  suite  le  centre  d'uoe  conrbe 
d'ordre  impair  doit  appartenir  k  la  courbe. 

Une  courbe  algébrique  rapportée  !i  son  centre  est  donc  définie  par  l'aoe 
des  équations  suivantes  : 

'p.  +  9'  +  'P*+-"=o. 
'p.  +  9>  +  'P«+  — =  o- 
Pour  déterminer  le  centre  (x*,  t/')  d'une  courbe  de  l'ordre  m  reprc- 
sentce  par  f{x,  y)  =  o,  il  faudrait  transporter  l'orig^ine  en  ce  point  et 
déterminer  ensuite  x',  y'  de  manière  que  l'équation  nouvelle  prenne  l'une 
des  deux  formes  précédentes  ;  quand  la  courbe  n'est  pas  du  second 
ordre,  le  nombre  de  conditions  que  l'on  obtient  ainsi  est  supérieur  ■ 
deux  ;  on  en  conclut,  qu'en  général,  une  eourbe  algébrique  n'a  pis  de 
centre. 

Si,  dans  certaines  circonstances  spéciales,  la  courbe  admet  un  centre, 
elle  ne  peut  en  avoir  qu'un  seul  h  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un 
système  de  droites  parallèles.  En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu'uae 
courbe  du  quatrième  ordre  ait  deux  centres  0  et  (X  ;  prenons  le  point  0 
pour  origine  et  la  droite  00'  pour  axe  des  x.  Soit,  dans  ces  conditioas, 
ox'y  le  terme  qui  renferme  x  à  la  plus  haute  puissance  dans  l'équation  ; 
en  transportant  l'origine  en  0',  il  deviendra  a(x-{-d}^y  ou  ax*y-\-jax' 
Ht/  -\-...,  d  étant  la  distance  des  points  fixes.  Or  le  terme  iax*ibf  ne  peut 
se  réduire  avec  aucun  autre  provenant  du  changement  de  x  en  x+d 
dans  les  termes  d'un  degré  moins  élevé  en  x;  donc,  l'équation  ne  ren- 
fermant plus  des  termes  de  même  parité,  le  point  0'  ne  peut  être  un 
centre  de  la  courbe  a  moins  que  la  variable  x  ne  soit  absente  de 
l'équation  ;  mais  alors  la  courbe  se  réduirait  à  un  système  de  droites 
parallèles. 

•  S0.  Diamètres.  Nous  avons  défini  le  diamètre  d'une  courbe  le  Heu 
des  milieux  des  cordes  parailètet  à  une  direction  donnée. 

Dans  les  coniques,  ce  lieu  est  une  droite  ;  mais  il  n'en  est  plus  ainsi, 
en  général,  dans  les  courbes  d'un  ordre  plus  élevé.  En  effet,  une  droite 
rencontre  une  ligne  de  l'ordre  m  en  m  points  ;  la  combinaison  de  ces 

points  deux  Jt  deux  donne  un  nombre  de  cordes  égal  à — ^dontles 
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milieux  appartienneat  h  la  ligne  diamëtrale  ;  cclle-ct  sera  une  courbe  de 

l'ordre  — -^ puis  qu'une  droite  peut  la  rencoDtrer  en  ce  nombre  de 

points.  Pour  m  ^3,  le  diamètre  est  unq  courbe  du  troisième  ordre; 
pour  m  ^4,  une  courbe  du  sixième  ordre,  et  ainsi  de  suite.  On  voit 
ainsi  que  la  détermination  de  ces  diamètres  ne  peut  être  fort  utile  dans 
la  construction  d'une  courbe. 

Il  existe  quelquefois  des  diamètres  rectilignes;  par  exemple,  si  l'équa- 
tion f{i,  y)  =  o  d'une  courbe  reste  invariable  lorsqu'on  remplace  y  par 
—  y,  l'axe  des  x  sera  un  diamètre  rectilignej  car,  pour  chaque  valeur 
de  X,  on  a  des  couples  de  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour 
l'ordonnée.  De  même  l'axe  des  y  est  un  diamètre  rectiligne  quand 
l'équation  ne  change  pas  en  remplaçant  x  par  —  x. 

Un  diamètre  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes  s'appelle  axe  de  la 
courbe.  Dans  le  système  de  coordonnées  rectangulaires,  t'axe  des  x  est 
un  axe  de  symétrie  de  la  courbe,  quand  l'équation  ne  renferme  que  des 
puissances  paires  de  y;  la  même  chose  a  lieu  pour  t'axe  des  y,  si  l'équa- 
tion ne  renferme  que  des  puissances  paires  de  t.  Enfin,  quand  une 
équation  est  symétrique  par  rapport  â  x  et  y,  c'est-à-dire  qu'elle  reste 
invariable  par  la  permutation  de  ces  lettres,  ta  bissectrice  des  axes 
coordonnés  est  un  axe  de  la  courbe;  car,  en  admettant  que  les  valeurs 
X  ^  a,  y  ^  |3  vérifient  l'équation,  il  en  sera  de  même  de  x  c=a  p,  y  =  a  ; 
ces  points  se  trouvent  sur  une  perpendiculaire  à  la  bissectrice  et  h  égale 
distance  de  cette  droite. 

Avant  de  terminer  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que  Newton  a 
défini  un  diamètre  d'une  courbe  en  partant  de  la  notion  du  centre  des 
moyennes  distances  d'un  système  de  points  en  ligne  droite.  Supposons 
que  l'on  mène  une  série  de  droites  parallèles,  chacune  d'elles  rencontrant 
la  courbe  en  m  points;  nous  allons  voir  que  le  lieu  du  centre  des 
moyennes  distances  de  ces  points  considéré  sur  toutes  les  transversales 
est  une  ligoe  droite.  Soit 

?-{*.»)+?— <(*.y)+  —=o 

l'équation  de  la  courbe  et  y  =  mx  +  b  celle  d'une  droite  où  m  est 
constant  et  b  variable.  Par  l'élimination  de  y,  il  vient  : 

>fm(x,  mx -(- 6)  +  ¥--*  {'^ï  *"^ "i" ^)  "t =o. 
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et,  en  développaot, 

9„(i,  mx)-\-<f)'m{x,  wix)6  +  ---  +  Œi»_({x,  fftx)-{ ^o. 

Les  fonctions  9  étant  homogènes,  on  peut  écrire 

ç,  (i ,  m)  X-  +  [9;,  (i ,  m)  6  +  <p»_,  (i,  m)]  se—*  H =0. 

Cette  équation  donne  les  m  obcisses  Xi,  Xi,...  x«  des  points  de  ren- 
contre de  la  droite  avec  la  courbe.  D'après  les  relations  existant  eulre  les 
coefficients  et  les  racines,  on  a 

,.  +  .,  +  ...+x,  =  -^ti.».)fr  +  9--.(..W. 

Or,  si  X  et  3/  sont  les  coordonnées  du  centre  des  moyennes  distinces, 
il  vient  la  relation 

Ji  +  J^i  H h X,  ^      f'm{i,m)b+  (fm-,  (i ,  Bi) 

m  m(p.,(i,m)  ' 

en  y  ajoutant  y  =  ffix-]-6  pour  éliminer  b,  on  trouve  pour  le  lieu  des 
centres 

m-p-(i,m)x  +  (y  — m3:)q);{i,m)  +  (p^,(i,m)  =  o. 

C'est  une  ligne  droite  appelée  par  Newton  diamètre  de  la  courbe 
correspondant  à  la  direction  y  =  mx. 

S97.  Tangente  el  normale.  Soient  (x',  y',  z')  un  point  de  la  courbe 
représentée  par  /(x,  y,  a)  =  o.  Prenons 

X  ^  x'  +  iû,     y  =  y'  +  f*p.     JE  =  a'  +  vù 

pour  les  équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  ce  point.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  f  pour  développer  ensuite,  il  vient  : 

/■(!■,  y,  .■)+P(/./;,+p/;,+./:,)+..._o; 

les  termes  qui  manquent  renrermeat  les  diverses  pui-sances  de  e.  depuis 
la  deuxième  jusqu'à  la  m'*".  Or,  f{x',  y',  z')  =  o,  puisque  le  point  donné 
est  sur  la  courbe  et  l'équation  admet  une  racine  nulle;  supprimant  le 
facteur  p,  il  reste  une  équation  du  degré  m  —  i  donnant  les  autres  points 
communs  de  la  droite  avec  la  courbe.  Comme  la  tangente  rencontre 
celle-ci  en  deux  points  coïncidents,  t'ëquation  précédente  doit  admettre 
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deux  racines  aulles;  pour  uoe  telle  droite  les  constantes  ).,  fj.,  v  vérifient 
la  relation 

»/:.+<,+./:,=o. 

En  ëliminant  i.,  u,  v,  on  trouve  eafin  pour  l'dquation  de  la  tangente 
au  point  (x',  y',  z') 

(« -»■)/:,+ (y  -  j') /;,+(«- î'i /;,- o, 

ou  bien 

Avec  les  coordonnées  cartésiennes,  il  faudrait  prendre 

pour  l'équation  de  la  tangente;  on  en  déduit  celle  de  la  normale  qui  aura 
la  forme 

(y -y')/:.- (3^-3:')/;.= o- 

Supposons  maintenant  que  le  point  (x'  y',  z')  ne  soit  plus  situé  sur  la 

courbe  et  cberchons  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce 

point.  Soient  x",  y",  z"  les  coordonnées  de  l'un  d'eux;  la   tangente 

correspondante  est  représentée  par 

Comme  elle  passe  par  le  point  (x*,  y',  z'),  on  a  en  même  temps  la 
condition 

^'C'+y'/;"+«'/I"  =  o; 

par  suite,  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  l'une  quelconque  des 
tangentes  passant  par  (x',  y',  z')  vérifient  l'équation 

'•r.+vr.+'r.-' 

qui  est  du  degré  m  —  i  ;  en  y  ajoutant  f\x,  y,  z)  ^  o,  il  faudrait  résou- 
dre ces  deux  équations  pour  obtenir  tous  les  points  de  contact.  Le 
nombre  de  solutions  communes  étant  m  {m  —  i),  on  voit  que,  pixr  un 
point  quelconque,  on  peut,  en  général,  mener  m  (m  —  i)  tangente»  à  une 
courbe  de  Vordre  m,  c'est-i-dire,  qu'une  cmtrbe  de  Vordre  m  ett,  en 
général,  de  la  claiie  m  (m  —  i). 

Si  le  point  (x',  y',  z')  s'éloigne  à  l'infini  dans  une  direction  déterminée, 
toutes  les  tangentes  deviennent  parallèles  et  le  nombre  m  (m  —  i)  repré- 
sente aussi  celui  des  tangentes  parallèles  !i  une  droite  donnée. 
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BnfîD,  si  on  exprime  qoe  la  normale 

passe  par  un  point  du  plan  («,  ^),  il  vient 

(|5-ï')/;,-(«-»')/^-o 

avec  la  condition  fix',  y')  =  o.  Ces  deux  équations  du  degré  m  admet- 
tent m*  solutions  communes;  donc,  en  général,  on  peut,  par  un  point 
donné,  mener  m*  normales  à  une  courfie  de  l'ordre  m.  Nous  indiquerons 
plus  tard  la  réduction  que  subissent  les  nombres  m  (m  —  i)et  m*  dans  le 
cas  des  points  mulUplee. 
Remartfve.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  est  de  la  forme 

?i  4-  ?i  +  "pî  H h  ç-  =  o, 

l'origine  est  un  point  de  U  courbe;  la  tangente  \  l'origine  est  alors 
f  I  =  o  ;  car  si  on  élimine  y  entre  ces  deux  équations,  la  fonction  91 
disparaissant,  il  resterait  une  équation  en  x  renfermant  x*  en  facteur  : 
elle  admet  donc  deux  racines  nulles  et  la  droite  91  =  o  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  coïncidents  à  l'origine, 

S9§.  Potnl  de  contact.  Soient  u',  v',  «/  les  coordonnées  d'une  tangeote 
k  la  courbe  /"(u,  v,  te)  =  o  ;  par  un  point  d  de  celte  tangente  menons 
une  droite  quelconque  u",  v",  w"  ;  toute  autre  droite  passant  par  le  même 
point  est  définie  par 

_  "'  +  ^'*"  g'  +  Ap"  _  k/  +  \w" 

"~    i+i    '    *■""    i  +  A    '    *"         T+T" 
En  substituant  dans  f^  o  et  en  déTeloppant,  on  trouve 

/■(.■,»■,»')+*(«■■/:,+ 1"/^+»"/:,)+  •  -o; 

cette  équation  donne  les  m  \aleurs  de  A  relatives  aux  tangentes  de  U 
courbe  passant  par  d.  Puisque  f{v,',  v',  v>')  ^  o,  elle  admet  une  racine 
nulle  qui  correspond  &  la  tangente  (»',  v',  w').  Supposons  maintenant  que 
le  point  d  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  point  de  contact  de  cetle 
dernière  ;  au  moment  où  d  vient  coïncider  avec  lui,  deux  des  m  tangen- 
tes coïncideront  avec  la  droite  (u',  v',  u>')  ;  l'équation  ayant  alors  deux 
racines  nulles,  il  vient  la  relation 

w"/^  +  v"/:'  +  w"/:'=o 
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qui  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  u",  o",  u>"  d'une  droite  quel- 
conque passant  par  le  point  de  contact  de  (u',  v',  w').  En  remplaçant' 
«",  v",  to"  par  w,  Vf  w,  on  a,  pour  l'équation  de  ce  point 

Supposons  maintenant  que  la  droite  (u',  v',  u/)  soit  quelconque  et 
désignons  par  u",  v",  tu",  les  coordonni^  de  la  tangente  en  l'un  de  ses 
points  d'intersection  avec  la  courbe.  L'équatioD  du  point  de  contact  sera 

comme  il  se  trouve  sur  la  droite  (u',  v',  w')  on  a  la  condition 

u'fl,  +  v-f^.  +  w'f^f  =  o  ; 
par  suite  les  coordonnées  u",  v",  w"  satisfont  k  l'équation 
u'fl  +  v'fl  +  v/fl^'O 

qui  est  du  degré  m  —  i.  En  la  eombinant  avec /"(u,  v,  10)  =  o,  il  en 
résultera  m(m  —  i)  solutions  communes  ;  donc,  en  général,  une  droile 
quelconque  renconire  une  courbe  de  laelatse  m  en  m  (m  —  i)pom(*,'cc 
nombre  iodique  l'ordre  de  la  courbe. 

Renutrque.  L'équation 

ir«  (w,  v)  +  Tt^i  (w,  w)w  +  --  +  771  (m,  v)W^'  =  o 
est  satisfaite  par  u  ^  o,  v  ^  o  ;  en  admettant  que  les  coordonnées  u  et  v 
se  rapportent  aux  sommets  a  et  p  du  triangle  de  référence,  elle  suppose 
que  le  cAté  a  ^  est  tangent  à  la  courbe  qu'elle  représente. 

Le  point  de  contact  de  a  j3  sera  donné  par  7C|  (u,  t>)  ^  o;  car  en  élimi- 
nant V,  la  fonction  ni  disparaissant,  l'équation  renfermera  u*  en  facteur 
et  admettra  deux  racines  nulles  ;  donc,  par  le  point  ni  ^  o  passent  deux 
tangentes  consécutives. 

SS9.  Polaire*  ^un  point.  Menons  par  un  point  p  (x',  y',  t')  du  plan 
une  droite  quelconque,  et  soit  ft'  (x",  y",  z")  un  second  point  de  cette 
droite  ;  les  formules 

_x'  +  hc"  y'  +  Xy"  z'-fAz" 

*       t  +  j  '  y=  i  +  i.'  ^ — T+T 

déterminent  sur  la  même  droite  un  point  m  tel  que  le  rapport  des  distan- 
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ces  pm  et  mu'  est  égal  i  h  Substituoni  ces  valenrs  dans  l'ëqualion 
d'une  courbe  de  l'ordre  m  :  f[x,  y,  x)  =  o.  Il  viendra 

f{x'+ïx",y'-+-^i/'\z'-+-l!i")  =  o  ou  /■(ir"+a-'.  Ày"-|-y',  Jz"+2')=o. 
et,  en  dëreloppaDt, 

/■{!'.  y'.  '')  +  i  (^'/;  +  y"/;.  +  ^"O  +  -  +  ^"  /■(^'.  y",  '")  =  o, 

on 

>-/-(x",y".  «")+>-'(*r^-  -t-y7;"+^7;')+-  +  f{^,y',z-)  =  o. 

Les  flt  racines  Ai,  Ai correspondent  aux   points  d'inlersectim 

ffli,  nh de  la  sécante  avec  la  courbe.   Si  l'on    choisit    )e   point 

(x",y",  x")  de  manière  à  sstisbire  à  l'cquatioD 

(P.)  »'/: +»■/;+ «■/;=<>, 

le  coefficient  de  A"-'  étant  nul,  la  somnie  des  rapports  représentés  par 
i.t,  Aï  etc.,  c'està-dire 

i^,  ^«_j ■   M'»- 

m,fi'      Biiu'  m^' 

considérée  sur  toutes  les  sécantes  issues  du  point  (x',  y',  t')  sera  égale  i 
zéro.  L'équation  (P,)  définit  une  courbe  de  l'ordre  m  —  i  appelée  la  pn- 
mière  polaire  du  point  {x',  y',  i')  par  rapport  h  la  courbe  donnée. 

On  sait  que  le  coefficient  de  A**'*  s'obtient  en  multipliant  les  termes 
du  développement  (x'  4-y'  +  «')'  P"  '^*  dérivées  secondes  correspon- 
dantes. En  égalant  ce  coefficient  ï  léro,  on  trouve 

(P.)  '^•n.+s"K,+'"  n. + Jï»'  /■;. +«■''/;'.+ «y  a;  -  ». 

après  avoir  supprimé  les  accents  des  coordonnées  x",y'\z",  Cestl'équa- 
tion  d'une  courbe  de  l'ordre  m  —  2  qui  est  le  lieu  des  points  sur  les 
sécantes  tels  que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  rapports  À  est 
égale  &  zéro.  Cette  nouvelle  courbe  s'nppelle  la  deuxième  polaire  du  pdie 
(x*,  y',  je')  par  rapport  à  la  courbe  primitive. 

En  coHtinuant  ainsi  on  obtient  un  système  de  (m  —  i)  courbes  dont  les 
degrés  vont  en  diminuant  d'une  unité  et  qui  constituent  les  polaires  suc- 
cessives du  point  (x',  y',  z')  par  rapport  !i  la  courbe  /*(x,  y,  z)  =  o  ;  la 
(m  —  -if"  polaire  sera  une  ccnique,  et  la  (m  —  i)""",  une  ligne  droite. 

En  eomparaat  les  deux  développements,  on  voit  que  les  coefficients 
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de  1*~'  et  de  1  se  déduisent  I'ud  de  l'tutre  par  l'éehioge  des  lettres 
accentuées;  en  général  il  en  est  ainsi  des  coefScients  de  l"-'  et  de  X^; 
par  suite,  les  équations  de  la  polaire  conique  et  linéaire  peuvent  s'écrire 

='rj^+ n'nv+  '*r.'''+ ^'  C'.-+ 2x1/:;^+ 2x5,  c,, = o, 

En  identifiant  cette  dernière  avec  celle  d'une  droite  tx -\- my -{- nx  =  o, 
on  a  : 

/        m        n 
ou  deux  équations  du  degré  m  —  i  pour  déterminer  les  pAles  de  la 
droite;  celle^i  admet  donc  (m  —  i)'  pôles. 

Si  te  pôle  {x',  y',  x')  est  sur  la  courbe,  la  polaire  linéaire  coîneide 
avec  la  tangente  en  ce  point. 

Bemoa-que.  Lorsqu'une  courbe  est  rapportée  ii  l'un  de  ses  points  pris 
pour  origine,  son  équation  est  de  la  forme 

Pour  l'origine  on  a  :  a/  =>  o,  y'  =  □,  et  dans  les  équations  précé- 
dentes il  ne  restera  que  les  dérivées  prises  par  rapport  k  z.  Les  diverses 
polaires  de  l'origine  s'obtiennent  donc  en  i^^alant  à  zéro  les  dérivées 
successives  du  premier  membre  relativement  A  la  variable  x.  Puisque  tpi 
multiplie  la  plus  haut£  puissance  de  z,  on  retrouvera  cette  fonction  dans 
toutes  les  dérivées,  et 

représentera  une  droite  tangente  h  toutes  les  polaires  de  l'origine;  car 
<pi  est  la  fonetiOD  du  premier  degré  en  x  et  y  dans  leurs  équations.  On 
en  conclut  que  Ub  diverses  polaires  d'un  point  de  la  courbe  Umehent 
eeUe-à  en  ce  point. 

SS9.  Polaires  d'une  droite.  Soient  d(u',  v',  w')  une  droite  fixe;  par 
l'un  de  ses  points  menons  une  seconde  droite  d'(u",  v",  tu");  l«ute 
autre  droite  S  passant  par  le  même  point  est  définie  par 

u'+Àu"  u'  +  Xf"  w>'  +  /to" 

"-- T+r-  '—r+r-  '—r+r 

où  À  représente  le  rapport  des  sinus  des  angles  de  S  avec  les  droites  d 
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et  a.  SobstituonB  ces  valeurs  dans  l'ëquation  f{u,  v,  w)^o  d'une 
courbe  de  la  elasse  m  ;  en  développant  ensuite,  il  viendra 

Ai*',v,w')+i(i."/;;,+t,"/:,+w'r-')+...=o, 

ou 

i'f{u'\  t,",  «.") + i-'{«r.'"+ ^n- + «■r-") +•■■■= °- 

Cette  équation  fail  connaître  les  m  valeurs  du  paramètre  relatives  lui 
tangentes  passant  par  l'intersection  des  droites  d  et  d'.  Les  équations  des 
polaires  successives  de  la  droite  fixe  s'obtiennent  en  égalant  à  tëro  les 
coefficients  des  puissances  de  A,  et  en  remplaçant  ensuite  u",  v",  lo" 
par  u,  V  et  vs.  Ainsi  la  première  polaire  est  définie  par 

«■/: +»•/:+ "T.-». 

et  le  point  polaire  par 

il  coïncide  avec  le  point  de  contact  si  la  droite  (w',  v',  wf)  est  tangente 
à  la  courbe. 
Pour  la  courbe 

ir«  -f"  ^m-tW  -\ \-  ITrtP"^  +  JTiW"-'  =  o, 

le  câté  (x|3  du  triangle  de  référence  est  une  tangente;  les  équations  de 
ses  diverses  polaires  seront  les  dérivées  du  premier  membre  prises  pir 
rapport  à  w;  elles  renferment  toutes  la  fonction  du  premier  degré  iti, 
de  telle  sorte  que  iit  ^  o  est  le  point  de  contact  du  cAté  o^  pour  tontes 
les  polaires. 

■SI.  AtympioleB.  On  appelle  asymptote  d'une  branche  infinie  de 
courbe  la  potUion  limite  d'une  tangente  lorujve  U  point  de  contact  t'&mgm 
indéfiniment.  Considérons  l'équation  du  degré  m 

9"  (x,  y)  +  9—.  (x,  y)  H h  ?i  ('=,  y)  +  f»  (",  y)  =  o. 

ou  bien 

9-  +  ç-_ix  H 1-  ip.x--'  +  ip.e-  =  o. 

En  posant  z  =  o,  ce  qui  correspond  h  la  droite  de  l*infini,  il  reste 

ip-(x,y)  =  o: 

équation  qui  définit  un  système  de  m  lignes  droites  passant  par  l'oripuc. 
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DësigDoas  par  itti,nii,m»...  les  racines  de  f.  =  o  résolue  par  rapport 
à  -  ;  on  peut  poser  : 

<fm(x,y)  =  {y  —  ma) (y  —  mii)  ■■■(!/  —  tiux). 

Si  l'on  combine  l'équation  de  l'une  de  ces  droites,  par  exemple 
If  =  m,x,  avec  celle  de  la  courbe  pour  éliminer  y,  la  fonction  ip_  s'an- 
nule, et  l'équation  Ënale  en  x  ne  sera  plus  que  du  degré  m  —  i  ;  chaque 
droite  rencontre  donc  la  courbe  en  (m  —  i)  points  à  dislance  finie  et  en 
an  pointa  l'infini.  On  les  appelle  direcUons  aiymptotiqves.  Les  asymp- 
totes de  la  courbe  passent  par  les  mêmes  points  i  l'infini  et  leurs 
coefficients  angulaires  wrbat  les  racines  de  l'équation  ç _  (x,  y)  =  o,  ou, 
en  posant  x=i,  les  racines  de  i|i(i, y)  =  o  résolue  par  rapport  i  y. 

n  faut  maintenant  déterminer  l'ordonuiie  i  l'origine  de  chacune  d'elles. 
Posons 

y=mix-\-A; 

c'est  l'équation  d'une  droite  parallèle  h  l'asymptote  de  direction  m,.  En 
substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  première  équation  de  la  courbe  et 
en  développant,  il  vient 

{«)          i-if,(i,»«,)  +  a:— '[lq4{r,m,)  +  (p..,(i,m,)] 
+  'f— '[j^T- (!.«».)  + ^?:-.(r,  m.) +  f—.(i.«.)]  4 o- 

On  représente  ici  d'une  manière  générale  par  q:<,'""(i,  nii)  la  dérivée* 
de  l'ordre  p  de  91  par  rapport  i  y  dans  laquelle  x  est  remplacé  par  i  té 
y  par  mi.  Or,  ç..(i,mi)  =  o,  et  l'équation  admet  une  racine  infinie;  ce 
qui  veut  dire  que  toute  droite  parallèle  k  l'asymptote  rencontre  seulement 
la  eourbe  en  m —  i  points  à  distance  finie.  Pour  l'asymptote  elle-même, 
l'équation  doit  avoir  une  seconde  racine  infinie;  ou  a  donc  la  condition 

iipi  (ï, m.)+  p^i  (1,  m,)  =  o, 
d'où  réaulle  l'ordonnée  h  l'origine.  Si  ipmt^t  (i,  m,)^  o,  on  a  A  =  o  et 
l'asymptote  passe  par  l'origine;  si  ipâ(i»  t>>i)  ^  0|  on  a  X  =  ao,  et 
l'asymptote  est  une  droite  i  l'infini  parallèle  i  la  direction  nii;  enfin,  si 
l'on  a  en  même  temps  <f^  (i,  nii)  =  □,  «„_■  (i,  mi)  =  o,  /  est  indéter- 
miné; ce  qui  est  l'indice  d'une  singularité  au  point  de  la  courbe  A  l'infini. 
Dans  ce  dernier  cas,  nti  est  une  racine  double  de  l'équation  <fm(i,  y)^o; 
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pour  détermiaer  i,  il  faut  ilors  égaler  à  zëro  le  coeffieienl  de  x--*  :  ce 
qui  doDne 

—  <P- (i,  Ml)  +  ^"P--!  (i.  "•')+?—«  (i.  "t.)  =  o; 

par  suite,  il  existe  deux  asymptotes  de  direction  m,  et  cliBeune  d'elles 
rencontre  la  courbe  en  trois  poiats  h  l'infini.  Noua  laissons  pour  le 
moment  la  discussion  de  ces  valeurs  de  X;  leur  significatioa  sera  donnée 
dans  la  théorie  des  singularités  de  la  courbe. 

Lorsque  l'équation  d'uoe  ligne  de  l'ordre  m  renferme  t/**,  la  résolution 
de  tf^  (i,  y)  ^  o  montre  qu'il  y  a  m  asymptotes  réelles  ou  imagioaires; 
les  racines  nulles  correspondent  aux  asymptotes  parallèles  k  l'axe  des  x. 
Si  la  plus  haute  puissance  de  y  est  p,  l'équation  f_  (i,  t/)  ^  o  ne  dmine 
plus  que  p  directions  asymptotiques;  mais  il  peut  exister  alors  des 
asymptotes  parallèles  k  Taxe  des  y.  En  effet,  admettons,  pour  un  instant, 
que  l'équation  de  la  courbe  soit  ordoauée  par  rapport  à  y  et  de  la  forme 

yY{i)  +  y^'/-.(3:)  +  -  =  o, 
/"étant  une  fonction  du  degré  m  —  p  en  x,  /'■  une  fonction  dn  d^ré 
m  —  p  4"  I  etc.  Posons 

et  soient  ai,  ot  •••  les  m  —  p  racines  de  cette  équation.  En  remplaçant 
dans  l'équation  de  la  courbe  x  par  l'une  de  ces  quantités,  le  coefficient 
de  y  s'annule  et  l'on  aura  une  racine  infinie  pour  l'ordonnée;  comme 
cette  eirconstance  ne  peut  se  présenter  que  dans  ce  cas,  on  voit  que  les 
seules  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  une  valeur  infinie  de  y  sont 
les  racines  du  coefficient  de  la  plus  baute  puissance  dey  égalé  à  séro;  i 
ces  Taleurs  peuvent  répondre  des  asymptotes  de  la  courbe  parallèles  à 
l'axe  des  y.  Afin  de  s'assurer  s'il  existe  une  branche  réelle  de  la  courbe 
ayant  pour  asymptote  la  droite  x  ^  a,,  il  faut  étudier  la  variation  de 
l'ordonnée  dans  l'intervalle  de  x  =  Oi  —  A  à  x  =  nt  -(-  A,  A  étant  une 
quantité  très-petite;  la  même  discussion  fera  connaître  la  position  de  la 
courbe  par  rapport  i  cette  droite. 

D'après  ce  qui  précède,  lorsque  la  courbe  peut  avoir  m — p  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  y,  elle  n'en  a  plus  quep  non  parallèles  à  cet  axe; 
donc,  une  courbe  algébrique  de  l'ordre  m  admet  au  plus  m  atyfi^UHes. 

Remarque.  Assujettir  une  courbe  à  avoir  pour  asymptote  une  droit* 
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donnée  équivaut  à  deux  conditions;  car,  ta  cherchAnt  les  intersections 
de  la  droite  btcc  la  courbe,  il  faut  exprimer  que  l'équation  correspon- 
dante doit  BToir  deux  racines  infinies;  ce  qui  conduit  à  deux  relations 
entre  les  coefficients.  Vue  courbe  ayant  pour  asymptotes  m  droites  données 
satisfait  à  2m  conditions  et  elle  sera  complètement  déterminée  par 
(m+i)(m  +  2)  ^  _  _^_(m—i)m 
2  2 

conditions  simples.  Soient 

(i  =  o,      d  =  o,  ...  tm^O 
les  équations  de  m  droites  ;  l'équation 

t,i,h  ...lm  +  <f',^i[x,  y)  =  o 
où  ^_i  est  du  degré  m  —  2  représente  une  courbe  ayant  pour  asymp- 
totes ces  droites.  La  fonction  <ti  renferme coefficients  arbitraires 

^  2 

et  chaque  droite  t  rencontre  seulement  la  courbe  en  m  —  2  points  à 
distance  finie. 

§    ^.    SINGULARITÉS    ORDINAIRES    d'uNB    COURBE. 

SSS.  Définitions.  Imaginons  un  point  se  déplaçant  d'une  manière 
continue  sur  une  courbe  et  accompagné  de  sa  tangente.  En  général, 
cette  tangente  tourne  régulièrement  autour  de  la  courbe  et  dans  le 
même  sens;  il  est  des  points,  cependant,  où  elle  s'arrête  un  instant 
pendant  que  son  point  de  contact  continue  sa  marche;  elle  reprend 
ensuite  son  mouvement  de  rotation  mais  en  sens  opposé  ;  ces  points 
particuliers  constituent  les  inflexions  de  la  courbe.  Une  circonstance 
semblable  se  présente  chaque  fois  qu'une 
tangente  rencontre  une  même  branche  1 
de  courbe  en  trois  poinls  consécutifs  0 
b,  c;  le  point  allant  de  aen  6,  la  tangente 
prend  U  position  ol  ;  de  b  en  c  la  tangente  I 
est  la   même   droite  et  sa  rotation  est  "*"  '"" 

nulle;  elle  stationne  un  instant  pour  reprendre  ensuite  son  mouvement 
en  sens  opposé  de  telle  sorte  qu'elle  traverse  la  courbe  en  ce  point. 
Une  tangente  de  cette  espèce  s'appelle  tangente  stalionnaire  ou  tangenU 
^inflexion,  et,  son  point  de  contact,  point  d'inflexion. 
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RëciproquemeDt,  lorsqu'une  Ungenle  lourae  autour  d'une  courbe,  sm 
point  de  contact  avance  dans  une  direction  déterminée  ;  il  est  dei  poû- 
tions  eiceptionnelles  où  ce  point  s'arrête  un  insUnt  pendant  que  li 
tangente  continue  sa  rotation  ;  il  reprend  ensuite  sa  marche  mais  en  wu 
opposé  ;  ces  points  constituent  les  rebrouuemeiUa  de  la  courbe.  On  ren- 
contre cette  particularité  en  un  point  on  passent  trois  tangentes  consécu- 
tives de  la  courbe  a,  b,  c;  la  tangente  allant  de  a  en  b,  le  point  corres- 
I  pondant  de  la  courbe  est  m  ;  de  fr  en  e, 
c'est  encore  le  même  point  ;  le  point  sta- 
tionne un  instant  et  continue  ensuite  son 
mouvement  en  sens  apposé.  Un  tel  point 
s'appelle  point  stut'on notre  ou  poùit  de 
rebroussement.  D'après  ces  déCnitiuns  la 
r'<f  «X'  tangente  d'inflexion  et  le  point  de  rebrous- 

se ment  se  correspondent  dualistiquement. 

Un  point  doublé  d'une  courbe  est  un  point  tel  que  toute  droite  qui  le 
traverse  ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en  m  —  2  autres  points  ;  tel 
serait,  par  exemple,  le  point  d'intersection  de 
deux  braaebes  d'une  courbe.  Lorsque  les  tan- 
gentes sont  réelles  et  distinctes,  on  a  le  poùti 
double  proprement  dit;  si  les  tangentes  sont  ima- 
ginaires, le  point  double  s'appelle  point  iiolé; 
il  se  distingue  de  tout  autre  point  du  plan  par 
cette  propriété  que  toute  droite  qui  le  renferme 
ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en   m  —  2   points;  enfin,    quand  les 
deux  branches  ont  une  tangente  unique,  il  y  a,  relativement  a  chaque 
branche,   une  tangente   voisine   qui    coïncide    avec   elle    et  le  point 
double  devient  un   point  de  rebrousse  ment,   puisque  trois  tangentes 
consécutives  se  coupent  en  ce  point.  Une  tangente  en  un  point  double 
doit  être  regardée  comme  ayant  trois  points  communs  avec  la  courbe, 
un  de   plus   que    toute    autre    droite  passant    par    le  même   point; 
cependant  c'est   une   tangente    simple   ordinaire,   le  troisième  point 
commun  est  son   intersection   avec  l'autre    branche;   si  elle   tourne 
autour  de  la  courbe,  il  ne  se  présente  au  point  double  rieo  d'anormal. 
Ainsi,  bien  qu'ayant  trois  points  communs  avec  la  courbe,  la  tangente 
au  point  double  ne  jouit   pas  de  la  propriété  earactéristiqne  de  la 
tangente  d'inflexion. 
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Va  point  est  muttipte  tordre  p  sur  une  courbe  lorsque  toute  droite 
passant  par  ce  point  ne  la  rencontre  plus  qu'en  m  — p  points  ;  c'est  ce 
qui  a  lieu  quand  p  branches  de  la  courbe  se  coupent  en  un  même  point. 
Si  l'on  considère  les  p  branches  immédiatenient  avant  leur  rencontre  en 


dans  le  roisinage  de  ce  point  ;  dès  que  le  point  multiple  prend  naissance, 
tous  ces  points  viennent  s'y  réunir.  On  voit  ainsi  que  tout  point  multiple 

pip—i) 
d'ordre  p  doit  être  équivalent  à points  doubles;  c'est  ce  qui 

sera  démontré  plus  tard  d'une  manière  rigoureuse. 

Une  tangente  double  d'une  courbe  est  une  droite  telle  que  par  l'un 
quelconque  de  ses  points  on  ne  peut  plus  mener  que  (m  —  3)  autres 
tangentes,  m  étant  la  classe  de  la  courbe.  Il  en  est  ainsi  pour  une  droite 
qui  touche  la  courbe  en  deux  points 
a  et  6;  lorsque  ces  points  sont  réels 
et  différents,  c'est  une  tangente  dou- 
ble proprement  dite;  si  les  points  de 
contact  sont  imaginaires,  c'est  une 
tangente  isolée  :  elle  se  distingue  de  nt-  ii". 

toute  autre  droite  par  la  propriété  qu'on  vient  d'indiquer;  enhn,  lorsqu'il 
n'y  a  plus  qu'un  seul  contact,  la  tangente  double  a  trois  points  communs 
avec  la  courbe  et  elle  devient  une  tangente  d'inflexion. 

Une  droite  est  tangente  multiple  d'ordre  p,  si,  par  l'un  de  ses  points 
on  ne  peut  plus  mener  que  tn — p  tangentes  à  une  courbe  de  la 
classe  m. 

Les  points  doubles  et  les  tangentes  doubles  sont  des  singularités 

corrélatives.  Si  un  point  multiple  d'ordre  p  équivaut  à^—^- points 

doubles,  une  tangente  multiple  d'ordre  p  doit  être  équivalente  au  même 
□ombre  de  tangentes  doubles. 


■SS.  Singularité»  ordinaires.  On  appelle  ainsi  les  singularités  que 
peut  présenter  la  courbe  la  plus  générale  de  l'ordre  m  ou  la  courbe  la 
plus  générale  de  la  classe  m  ;  elles  ne  supposent  donc  aucune  relation 
entre  tes  coefficients  de  l'équation   générale  ponctuelle  d'une  part,  ou 


D,gnz.dbvC00gle 


-  416  — 

entre  les  coefficients  de  l'équation  générale  Ungentielle  d'autre  ptK. 
La  courbe  de  l'ordre  m  dëlîaie  par  l'équation  complète 

/■=<p-{a;,y)  +  (p^,  (x,y)H h-Pi  (j;.y)  +  <p.{a:,y)  =  o 

peut  avoir  des  tangentes  doubles  et  des  points  d'inflexion.  Soit,  en  effet, 
y=mx+À 

une  droite  ;  par  l'ëUmination  de  y,  on  arrive  â  une  équation  du  degré  m 
en  X 

cp  (i)  =  o 

qui  est  satisfaite  par  les  abcisses  des  points  d'intersection  de  la  droite  avec 
la  courbe  ;  pour  que  la  droite  soit  une  tangente  double,  elle  doitadmettic 
deux  couples  de  racines  égales  ;  ce  qui  s'esprime  par  deux  relgtioDS 
distinct«a  entre  les  coeiGcients  de  tp  :  en  général,  il  y  aura  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  m  et  de  À  propres  à  y  satisfaire  ;  de  la  résulte 
l'existence  d'un  certain  nombre  de  tangentes  doubles  et,  en  même  temps, 
l'impossibilité  d'une  tangente  multiple  d'ordre  plus  élevé,  puisque  n'ayant 
que  deux  inconnues  k  déterminer  on  ne  pourrait  satisfaire  à  plus  de  deux 
ralations  entre  les  coefGcienta  de  tp  [x)  =^  o. 

En  second  lieu,  la  marne  droite  sera  une  tangente  d'inflexion,  si  elle 
rencontre  la  courbe  en  trois  points  coïncidents  ;  or  si  (ç  (x)  =  o  admet  une 
racine  triple,  on  a  co  même  temps  :  <p'  (x)  =  o,  f"  (x)  ^  o  ;  en  éliminant 
m  et  A  entre  ces  trois  équations  on  obtient  une'relation  qui  sera,  en  géné- 
ral, satisfaite  par  un  certain  nombre  de  valeurs  de  x  ;  elles  correspondent 
aux  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

D'un  autre  cAté  nous  allons  démontrer  que  la  courbe  /n'a  pas  de 
points  doubles.  En  eSet,  si  elle  possédait  un  tel  point,  en  y  plaçant 
l'origine  son  équation  serait  de  la  forme 

■J"-!*.  y)  +  '^m-,(x,  y)  +  —  +  i(-,(x,  y)  +  M^,  y)  =  o. 

Toute  droite  y  ^  /x  rencontre  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  de 
l^e  sorte  que  l'élimination  de  y  doit  conduire  à  une  équation  en  x  ren- 
fermant x*  en  facteur  afin  d'avoir  deux  racines  nulles;  ee  qui  n'est  possd>)e 
qu'à  la  condition  que  <pi  ne  se  trouve  pas  dans  l'équation  ;  les  deux  cons- 
tantes que  cette  fonction  renferme  doivent  être  nulles  et  les  coefficieots 
de  l'équation  ne  sont  plus  tous  arbitraires.  Donc,  la  covrbt  défiiuepar 
l'équation  généraU  ponetuelU  où  Us  roefficienlt  tonl  arbitraira  n'admit 
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pas  de  pointt  doubles  nt  de  point»  multiple»;  mais  elle  peut  avoir  un 
eerUtin  nombre  de  tangentes  doubles  et  de  points  d'inflexion. 
Soit,  maintenant,  l'équation  générale  tangentielle  du  degré  m 

en  la  cumbinant  avec  celle  d'un  point  u  ^  tn  v  -(-  A  pour  éliminer  u,  on 
ob^ent  une  équation  du  degré  m  en  v  :  9  (v)  =  o  ;  elle  est  satisfaite  par 
les  coordonnées  v  des  tangentes  aboutissant  en  ce  point.  Quand  Je  point 
donné  est  sur  U  courbe,  deux  tangentes  coïncident  et  ip  (d)  =  o  admet  un 
couple  de  racines  égales  ;  si  ce  même  point  est  double,  on  doit  avoir  deux 
couples  de  racines  égales  ;  les  deux  relations  qui  expriment  ce  fait 
pourront,  en  général,  être  satisfaites  par  un  certain  nombre  de  valeurs 
de  m  et  de  X  ;  la  courbe  est  donc  susceptible  d'avoir  des  points  doubles, 
mais  aucun  point  multiple  d'ordre  plus  élevé  puisqu'il  y  aurait  trop  de 
conditions  à  remplir. 

En  second  lieu,  pour  un  point  de  rcbronssement,  l'équation  çi(ti)  =  o 
doit  admettre  une  racine  triple;  d'où  les  conditions  (p'(v)^o,  ç"(d)=o; 
par  l'élimination  de  m  et  de  /.,  il  viendra  une  dernière  équation  qui  sera 
satisfaite  par  les  coordonnées  udcs  tangentes  de  rebroussemcnt. 

Enfin,  admettons  que  la  ligne  des  sommets  «  et  ^  du  triangle  de  réfé- 
rence touche  la  courbe  ;  son  équation  est  alors 

Jt„{«,  »)  +  ir7t*_t(w,  «)H t-Ti(«,  f>)te'^*  =  o. 

Soit  u^mv  un  point  quelconque  de  izf3;  si  la  droite  ap  est  une 
tangente  double,  après  l'élimination  de  u  on  doit  avoir  une  équation  en  v 
admettant  deux  racines  nulles  ;  ec  qui  exige  que  la  fonction  du  premier 
degré  ir,  ne  se  trouve  pas  dans  l'équation,  afin  que  v'  soit  facteur  du 
premier  membre  ;  mais  alors  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe 
ne  sont  plus  quelconques.  Donc,  la  courbe  définie  par  Véqvation  générale 
tangentielle  où  les  coefficients  sont  arbitraires  n'admet  pas  de  tangentes 
doubles  ni  de  tangentes  multiples  d'ordre  plus  élevé,  mais  elle  peut  avoir 
un  certain  nombre  de  points  doubles  et  de  points  de  rebroustemenl. 

D'après  cela,  on  prend,  pour  les  singularités  ordinaires  d'une  courbe, 
l'ordre,  les  tangentes  doubles,  les  points  ou  les  tangentes  d'inflexion, 
ainsi  que  leurs  corrélatives,  la  classe,  les  points  doubles,  les  tangentes 
ou  les  points  de  rebroussement.  Nous  allons  voir  comment  on  peut  les 
déterminer. 
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S>4.  Points  <rinlîexion  et  tangmUl  de  rebrotusemeni.  Les  formules 

_         »'  +  >!"         ..         S'  +  h"         .  »'  +  >»" 

'-       .+1     '      '-^       ,  +  i     •      '-      I+l 

donnent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  des  points 
(x'j  y',  z'),  (x",  y",  z").  Afin  d'obtenir  les  valeurs  de  X  relatives  idi 
points  d'intersection  avec  la  courbe  f(i,  y,  z)  =  o,  remplaçons  x,  y,  z 
par  les  expressions  précédentes  ;  il  vient  ainsi,  en  développant, 

f{x;  y',  0+M^X+y"/;'+^'X.)+  ~{^"r.'.-+y"%',r+'^'%:.- 

+ ^y"^"r,':'+  2'"^'f".'+ 2x"y"/:v) + -  =*o- 

Supposons  que  le  point  {x',  y',  z')  soit  sur  la  courbe;  on  aura 
f(x',  y',  z")  =  o,  et  l'équation  admet  une  racine  nulle  pour  7..  Si  la 
droite  rencontre  la  courbe  en  deux  points  coïncidents  en  x',  y',  z',  oa 
doit  avoir  deux  racines  nulles;  par  suite  les  coordonnées  x",  y",  :" 
doivent  vérifier  l'équation 

<.+y/;,+z^;,=o: 

c'est  celle  de  la  tangente  au  point  (x',  y',  z').  Enfin  si  la  droite  rencontre 
la  courbe  en  trois  points  coïncidents,  les  relations 

doivent  être  satisfaites  en  même  temps  par  les  coordonnées  x",  y",  z" 
d'un  point  quelconque  de  la  droite  ;  ce  qui  exige  que  la  conique  repré- 
sentée par  la  seconde  se  compose  de  deux  lignes  droites  dont  l'une  est  la 
tangente  représentée  par  la  premièi'e  ;  par  conséquent,  le  discriminant 
doit  être  nul  et  les  coordonnées  x',  y',  z'  du  point  de  contact  d'une 
tangente  d'inflexion  satisfont  à  l'équation 

"-  /"."  /;;   r.:  =o. 
n:  /■;;  r;. 
a  a   r.: 

Ce  déterminant  forme  par  les  dérivées  secondes  est  le  hetsien  de  f. 
Cette  équation  représente  une  courbe  de  l'ordre  3  (m  —  2)  passant  par 
les  points  d'inflexion  de  f^o.  La  combinaison  des  deux  équations 
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donne,  en  gënéral,  $m{m  —  2)  solutions  eommunesj  donc,  /e  nombre 
des  point»  d'inflexion  d'une  courbe  d'ordre  m  est,  en  général,  égal  à 
3«i  (m  —  2). 

Les  coordonnées  d'un  point  d'in&exioo  satisfont  dëjs  à  deux  ëquations 
f=  o  et  H  =  o.  Si  on  exprimait  que  la  droite  rencontre  la  courbe  en 
quatre  points  coïDcidents,  on  obtiendrait  trop  de  conditions  pour  être 
satisfaites  en  même  temps  sans  relations  entre  les  coefficients;  une  droite 
qui  toucbe  la  courbe  en  plus  de  trois  points  consécutifs  constitue  une 
singularité  extraordinaire. 

En  second  lieu,  prenons  l'équation  générale  f{u,  v,w)^o  d'une 
courbe  de  la  classe  m  ainsi  que  les  expressions 

u'  -|-  ht"  v'  -\-  ).v"  uj'  -\-  )iw" 

"  r+T'  ""  i  +  A  '  ^  T+I" 
qui  donnent  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
d'intersection  des  droites  {«',  «',  m'),  (u",  v",  «>")■  Après  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  f,  on  supposera  que  (u',  v',  10')  est  une  tangente  à 
la  courbe;  si  trois  tangentes  consécutives  coïncident  avec  elle,  on  arrive 
de  la  même  manière  à  ce  résultat  que  les  coordonnées  d'une  tangente 
de  rebroussemeot  vérifient  la  relation  H  ^^  o,  H  étant  le  hessien  de 
/■{il,  V,  lo).  Le  tiombre  des  tangentes  ou  des  points  de  rebroussement  d'une 
courbe  de  la  classe  m  est  égal,  en  général,  à  3nt  (m  —  2]. 

MES.  Points  multiples,  tangentes  multiples.  Soit  toujours  f(x,y,  x)^o 
l'équation  d'une  courbe  de  l'ordre  m;  si  elle  possède  un  point  double 
(x',  y',  z'),  on  pourra  y  transporter  l'origine  et  son  équation  est  alors 

f{x-i-x',if-{-y',z  +  z-)  =  o, 
ou  bien, 

(^)  fix;  y;  Z-) + xf:.  +  y/-;, + zf,, + (x*/::., + y%^, + zr:.,. 

+  2y2/;'-.,  +  2«x/;,',,  4-  2xy/";;,,)  +  —  =  O. 

L'origine  étant  un  point  de  la  courbe,  on  a  d'abord  f{x',y',z')  =  (i; 
de  plus,  si  elle  est  un  point  double,  la  fonction  du  premier  degré  doit 
disparaître  de  l'équation;  par  suite 

r.,=o,  r,.-o,  ft=o. 

Les  coordonnées  d'un  point  double  annulent  donc  les  dérivées 
premières  de  f.  Ces  équations  admettent  des  solutions  communes  si  leur 
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élimmaDt  est  égal  à  léra.  Comme  elles  sont  du  àe^ré  m  —  i,  l'élïminant 
sera  du  degré  3(m —  i)*  par  rapport  aux  coefficients  de  f.  Ainsi,  la 
fonction  de»  coeffieienlt  de  l'équation  d'une  courbe  de  l'ordre  m  qui, 
égalée  d  zéro,  exprime  qu'elle  potsède  un  point  double  est  du  degré 
3  («.-.)•. 

Les  conditions  d'un  point  triple  à  l'origine  s'obtiennent  en  observant 
que  la  fonction  du  premier  et  du  second  degré  ne  doivent  pas  se  trouver 
dans  l'équation  (7),  afin  que  toute  droite y^^lxy  rencontre  la  courbe 
en  trois  points  coïncidents;  car  alors  seulement  l'élimination  dey  donnera 
une  équation  en  X  ayant  x'  en  Tacteur,  On  continue  de  cette  manière 
pour  écrire  les  diverses  conditions  d'un  point  multiple  d'ordre  quel- 
conque. 

En  coordonnées  cartésiennes,  une  courbe  rapportée  à  un  point  double 
est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

((5)       <9*  (ï.  y)  -H  "pj  (*.  y)  H 1-  ?-  {^.  y)  =  o» 

et  les  tangentes  au  point  double  Ji  l'origine  seront  données  par 

En  effet,  si  y  =  mx  est  une  des  deux  droites  de  cette  équation,  en 
remplaçant  y  par  mx  dans  ((3),  91  s'annule  et  il  reste  un  polynAme  en  x 
où  X*  sera  facteur;  la  droite  rencontre  donc  la  courbe  en  trois  points 
coïncidents  à  l'origine.  Quand  les  droites  <^^o  sont  réelles  et  diffé- 
rentes, l'origine  est  un  point  double  proprement  dit;  si  elles  sont 
imaginaires,  un  point  isolé;  enfin,  si  elles  coïncident,  un  point  de 
rebrousse  m  en  t.  Dans  le  premier  cas,  en  prenant  les  tangentes  pour  axes 
des  coordonnées,  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

xy  +  9, 4-  9*  H 1-  9-  =  o> 

et,  pour  on  point  de  rebrou ssem en t, 

*'  +  '?>  +  9»  H +9-  =  o, 

la  droite  x  =  o  ou  l'ase  des  y  étant  la  tangente  de  rebroussemenl. 

En  général,  lorsque  l'origine  est  un  point  multiple  d'ordre  ;*,  l'équa- 
tion de  la  courbe  est  de  la  forme 

?p  ("ï^.  »)  +  ?».+'(■'.  y)  ^ \r<f-{x,y)  =  o; 

il  est  clair,  en  effet,  que  toute  droite  y  =;  Ax  rencontre  la  courbe  en  p 
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points  Goïacidents  Ji  l'origine  ;  de  plus  les  p  tangentes  du  point  multiple 
seront  données  par 

parce  que  toute  droite  de  cette  équation  rounontre  la  courbe  eDp+  i 
points  à  l'origne. 
Pour  un  point  multiple  d'ordre  m  à  l'origine,  l'équation  se  réduirait  b 

(p.{x,y)  =  o 
qui  donne  un  système  de  m  lignes  droites.  Ainsi  une  courbe  de  l'ordre  m 
proprement  dite  ne  peut  avoir  un  point  multiple  d'un  ordre  plus  élevé  que 

m  —  I  ;  un  tel  point  équivaut  h ^ ■  points  doubles  ;   par 

conséquent,  une  courbe  de  l'ordre  m  qui  ne  te  décompose  pas  ne  peut 


Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  courbe  de  l'ordro  m  se  réduise  h  un  sys- 
tème de  m  droites  pour  que  cette  limite  puisse  être  dépassée.  Si  elle  se 
compose  de  deux  courbes  d'ordre  p  et  q,  les  pq  points  d'intersection  de 
ees  lignes  sont  d'abord  des  points  doubles  de  la  ligne  de  l'ordro  m  ;  en 
attribuant  ensuite  à  chacune  d'elles  le  maximum  de  points  doubles^  on 
obtient  une  somme  égale  à 

'''-y~"+"-''"~''+M-|[(r+tf-3(f+,)+4], 


c'est-à-dire, 

(wi  —  I)  (m  - 


puisque  p  +  q!=m;  donc  la  limite  se  trouve  dépassée  d'une  unité. 

Avec  les  coordonnées  tangentielles  triangulaires,  une  courbe  qui  admet 
pour  tangente  double  le  côté  «^  est  représentée  par 

ir«  (w,  V)  -\-  ff«_i  {m,  v)w-\ 1-  ITi  (u,  1î)  w"~*  =  o, 

et  les  deux  points  de  contact  sont  donnés  par 

jr»(t»,  c)  =  o; 
car,  si  u  =  mv  est  un  des  points  de  cette  équation,  en  éliminant  u,  on 
arrivera  it  une  équation  renfermant  v*  en  facteur  et  admettant  trois 
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racines  nulles  ;  c'est  bien  l'intersection  de  la  tangente  double  avec  la 
tangente  cont^cutive. 
En  général,  l'équation 

ir»  (w,  t>)  +  n^,  [u,d)w  +  -  ■  +  Jt,  (m,  v)  W^  =  o 
déGoit  une  courbe  de  la  classe  m  ajrant  la  droite  (c|3  pour  tangente  mul- 
tiple d'ordre  p  dont  lesp  points  de  contact  sont  donnés  par 

Pour  une  tangente  multiple   d'ordre  m,   l'équation   se  réduirait  k 

7t.(«,.)-0 

qui  représente  un  système  de  m  points;  donc  une  courbe  de  la  classe  m 

proprement  dite  n'a  pas  de  tangente  multiple  d'ordre  plus  élevé  que 

m  —  I }  on  en  conclut  qu'une  courbe  de  la  classe  m  qui  ne  se  dèeompoêe 

,    (m —  i)(ni  —  2)  ,     ,, 

pat  ne  peut  avov  plus  de — bxngentet  doublet. 

SSS.  Propriétés  des  polaires  par  rapport  aux  points  multiples.  Nous 
avons  déjà  constaté  que  les  diverses  polaires  d'un  point  de  la  courbe 
passent  par  ce  point  et  y  admettent  la  même  tangente  que  la  courbe.  Ce 
point  étant  pris  pour  origine,  leurs  équations  s'obtiennent  en  égalant  & 
léro  les  dérivées  de/*  prises  par  rapporta  z.  Quand  l'origine  est  un  point 
multiple  d'ordrep,  on  a 

/■=lv(a'.s)*""''+î'p+i(a;,y)2"-'^'H l-<f-(*.y)=°» 

et  ces  dérivées  renferment  eu  premier  terme  la  fonction  fp(x,  y);  par  suite 
l'origine  est  aussi  un  poinl  multiple  d'ordre  p  sur  chaque  polaire  dont 
les  tangentes,  comme  pour  la  courbe  elle-même,  sont  représentées  par 
7r(^9ï)^°-  La  polaire  d'ordre  m  — p  se  réduit  au  système  des  p  droites 
de  l'équation  précédente  ;  toutes  les  polaires  d'un  ordre  plus  élevé 
n'existent  pas. 

Soit,  maintenant,  (x',  y',  z')  un  point  quelconque  du  plan  ;  sa  première 
polaire  relativement  à  f=  o  est  définie  par 

La  dérivée  f^  prise  sur  l'équation  de  la  courbe  précédente  renferme  au 
premier  terme  (p^  (a:,  y)  ;  les  dérivées  f^,  f  renferment  les  variables  x  et 
^  à  une  puissance  inférieure  seulement  d'une  unité,  de  telle  sorte  que  les 
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termes  de  d^ré  moicdre  ea  x  et  y  dans  l'équation  de  la  polaire  seront  du 
degré  p  —  i  ;  cette  courbe  possède  doDC  à  l'origine  uq  poiat  multiple 
d'ordre  p  —  i.  Ainsi,  un  point  multiple  if ordre  p  de  la  courbe  est  un 
point  multiple  d'ordre  p  —  i  sur  la  première  polaire  d'unpoint  quelconque. 

Pour  la  r^'"'  polaire,  les  termes  de  degré  moindre  étant  du  degré 
p  — r,  le  point  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe  sera  poui'  elle  un  point 
multiple  d'ordre  p  —  r. 

CoQsidëroDs  plus  spécialement  le  cas  d'un  point  double  sur  f;  ce  der- 
nier sera  un  point  simple  pour  la  première  polaire.  Nous  avons  tu  qu'eu 
prenant  pour  ases  tes  tangentes  au  point  double,  on  a 

/•=  xyz"-*  +  (p,i--»  -1 1-  ip.  =  o. 

Dans  l'eipression  is'^  +  y'^  +  z'^  les  termes  de  degré  moindre  en 
z  et  y  étant  x  y'  -(-  y  x\  *'  vient  pour  la  tangente  de  la  polaire  k  l'ortgiae 

xij'-{.yx'  =  o: 
c'est  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  ly'  —  yx'  ^  o  qui  joint  le 
pèle  au  point  double  relativement  aux  tangentes  z  et  y  de  la  courbe. 
Quand  l'origine  est  un  point  de  rebrousse  ment,  on  a 

/■=  x*z— '  +  9^— '  -f [-  9«  =  o, 

et  l'on  trouve  alors  que  le  terme  de  degré  moindre  dans  l'équation  de  la 
polaire  est  x'  x  ;  donc  la  tangente  de  rebroussement  est  aussi  la  tangente 
de  la  première  polaire  en  ce  point. 

SST.  Propriétés  de  la  hesgxenne  auxpoints  multiples.  Cette  courbe  est 
déânie  par  l'équation 

n-  n.    r:,    n  -»■ 
r;.    c    r; 
c    a,    n 

La  forme  du  déterminant  H  conduit  à  plusieurs  définitions  de  cette 
courbe.  D'abord  si  on  forme  l'équation  de  la  (m  —  3)''~°  polaire  ou  de  ta 
conique  polaire 

=fT/'.'  -f-y'/V','  +  'Viv  +  2yî /;',.,  -f-  zzxf;,,,  +  zxyf%,  =  o 
on  voit  immédiatement  qu'elle  définit  deux  droites,  si  le  pôle  (x',  y',  z') 
appartient  à  la  bessienne  puisque  son  discriminant  s'annule;  cette  cir- 
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constaoce  ne  pouvant  se  présenter  que  daus  ce  cas,  oa  en  conclut  que 
^a  kessienne  est  te  lieu  des  pointa  du  plan  dont  les  coniques  polœret  se 
déconqiosent  en  deux  lignes  ih-oàes. 

Bq  second  lieu,  on  retrouve   le  même   déterminant  lorsqu'on  veut 
exprimer  que  la  première  polaire 

«r.+jr.+'T.-o 

est  douée  d'un  point  double;  tes  dérivées  du  premier  membre  étant 
nulles,  les  équations 

doivent  être  satisfoites  en  même  temps  par  un  système  de  vateors  de 
x,i),z;  en  regardant  x'  y'  z'  comme  variables,  le  lieu  des  points  doubles 
des  premières  polaires  correspondantes  s'obtient  en  égalant  à  céro  le 
déterminant  de  ces  équations  :  ce  qui  donne  H  =  o.  Donc,  la  hesstenne 
peut  aussi  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  doubles  des  première* 
polaires  d'un  point  quelconque. 

Nous  allons  voir  maintenant  que  cette  courbe  interessante  jouit  de  la 
propriété  de  passer  par  les  points  multiples.  Considérons  d'abord  la  courbe 

/■=  xyz--*  +  (sa;»  +  ^hxh/  +  3*0:1/»  +  (i/")z--»  +  (p,2— *  +  . . .  =  o 
ayant  un  point  double  à  l'origine  dont  les  tangentes  sont  dirigées  suivant 
les  axes.  Afin  de  simplifier,  nous  négligerons  tous  les  termes  qui  sont 
d'un  ordre  plus  élevé  en  x  et  y  que  le  premier,  excepté  le  terme  ^*;  il 
vient  ainsi 

(a)  a:yz"-«  +  fj'î--»  =  Oî 

ce  qui  consiste  â  remplacer  â  l'origine  l'élément  d'une  branche  de  la 
courbe  par  celui  de  la  tangente  y  =  o,  et  l'élément  de  l'autre  branche 
par  celui  de  la  parabole  x-\~lif*^o.  On  doit  nécessairement  conserver 
le  terme  en  y',  afin  que  l'équation  exprime  ce  fait  caractéristique  du  point 
double  que  la  droite  x  =  o  la  rencontre  en  trois  points  coïncidents.  On 
pourrait  également  prendre 

(«')  xyz~-'+gx''  =  o. 

Dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  le  facteur  y  ou  x  n'est  lï  que 
pour  rappeler  qu'il  y  a  deux  branches  distinctes  de  la  courbe  traversant 
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l'origine,  et  aotre  hypothèse  consiste  à  remplacer  l'ëlcment  de  la  courbe 
de  l'ordre  m  à  l'origine  par  celui  d'une  parabole.  Le  hesaien  de  la  courbe 
(a)  a  pour  valeur 

o,  a""",  («»  —  a)sf»''-' 

.— «,  6lyi— •,  (m-a)ii-*"+3{m-3)V*'^ 

-2)y«— •,  (m— 2)«— »+3(i«— ajfy'a— •,    (m— aH»*— 3)«y»^*+(«— aX^— 4)'ï*2^* 
et,  en  développant, 

«y«»— •  [2(ra  —  2)'  —  (m  —  a)  (m  —  3)]  +  /y'z»-^  [6(m  —  3)(m  —  2) 
-  (m  -  3)  (m  -  4)  -  6  (m  -  2)1. 
Après  les  réductions,  on  trouve  pour  l'équation  de  la  hessienne 
(A)  {m  —  2)  xyx'"''  —  mtt/^z*--*  =  o. 

Cette  équation  renferme  comme  premier  terme  le  produit  xy;  on  peut 
vérifier  qu'il  en  est  encore  ainsi  lorsqu'on  forme  le  hessien  sans  négliger 
de  termes.  Donc  la  hessienne  possède  aussi  un  point  double  à  l'origine 
avec  les  mêmes  tangentes  que  la  courbe.  Cette  dernière  étant  remplacée 
par  («),  la  bessienne  est  représentée  par  (A)  :  une  branche  touche  l'axe 
y  c=  o  et  l'autre  est  dirigée  suivant  l'élément  de  la  parabole 

(m  —  2)  X  —  mly*  =  o 

dont  la  courbure  est  opposée  &  celle  de  la  parabole  se  -f-  /y*  =  o.  On 
arriverait  h  une  conclusion  semblable  pour  ta  position  de  la  seconde 
branche  de  la  hessienne  par  rapport  h  l'autre  branche  de  la  courbe  en 
parlant  de  l'équation  (a'}. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  soit  un  point  de  rebroussement  et 
l'axe  des  y  dirigé  suivant  la  tangente  en  ce  point;  on  a 

f=  a;'z— '  +  {gx*  +  ^hx^y  +  ^kxy*  +  /t/')z-->  +  -.  =  o. 
Pour  les  pointt  infiniment  voisins  de  l'origine,  on  peut  prendre 

((5)  x'z— »  +  (/«'— =  0. 

Ou  trouve  alors  que  le  hessien  de  ^  a  pour  valeur 

12  fx^yz*-  •  [{m  -  a)(m  _.  3) _  2  {m  —  2)*]  +  2  /'(/•«•—"» 
[6(m  -  3)(m  —  4)  —  9  (m  -  3)'] 
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et,  après  les  réductiODS,  la  faessienne  est  représentée  par 

^   "^  2  {m  —  2)  ^ 
Le  premier  terme  étant  du  troisième  de^,  la  bessienne  possède  un 
point  triple  à  l'origine;  une  branche  toucbe  l'axe  des  x  :  y='o;  les  deux 
autres  sont  données  par  l'équation 

de  même  forme  que  ((3);  elles  présentent  aussi  un  rebroussement  ji 
l'origine  avec  la  même  tangente  que  la  courbe.  On  peut  encore  obserrer 
qu'avec  une  même  valeur  de  y  la  démise  équation  donne  pour  x  des 
valeurs  plus  petites  que  l'équation  (fi)  ;  les  branches  de  la  hessieone  sont 
plus  rapprochées  de  la  tangente  commune  de  rebroussement  que  celles 
de  la  courbe. 

Enfin,  considérons  la  courbe 

/■=  9r  {^>  y)^"*  +  'Pf+i  (=c.  y)«-'^  H h  <p-{ï,  y)  =  o 

ayant  un  point  multiple  d'ordre  p  k  l'origine.  Si  on  développe  le  détei^ 
minant  H,  on  trouve 

"  -  r:.r;,c+^afx  -  rx-  r:,r.:-u:7- 

Il  est  évident  que  les  termes  de  degré  moindre  en  x  et  1/  dans  H  pro- 
viennent des  dérivées  secondes  prises  sur  le  premier  terme  de  f.  En  ne 
considérant  que  ces  dérivées,  le  premier  et  le  dernier  terme  de  H  ont 
pour  valeurs 

(m— ;))(m— p— i)ç;'„ip;;,(ppji— *-»,  (m—p){m—f—i)'f,<^l,x-'-^*i 
chacun  d'eux  renferme  x  et  t/  à  la  puissance  3  p  —  4.  On  constate  sans 
peine  que  les  autres  termes  de  H  renferment  ces  variables  à  un  d^ré 
plus  élevé.  L'ensemble  des  termes  du  hessicn  de  degré  moindre  est  donc 

{m—p)  (m — p  —  i)  (p,[ip;,'„  (p;;,  —  ip^'^j. 

Donc  la  hessienne  a  un  point  multiple  d'ordre  3  p  —  4  a  l'origine  ;  la 
présence  de  9,  indique  que  les  p  tangentes  de  la  courbe  en  ce  point  sont 
aussi  des  tangentes  delà  hessienne. 

■tft.  Formules  de  Plûcker.  Elles  consistent  en  quatre  équations 
donnant  trois  relations  distinctes  entre  les  singularités  ordinaires  d'une 
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courbe.  Soient  m  et  k  l'ordre  et  la  classe,  d  et  1  les  nombres  de  points 
doubles  et  de  tangentes  doubles,  r  et  îles  nombres  de  points  ou  tangentes 
de  rebroussemeot  et  d'inSexioa.  Cberchons  d'abord  l'ëquation  qui  donne 
la  classe  d'une  courbe  ayant  des  points  doubles  et  des  points  de  rebrous- 
sement.  On  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
quelconque  à  la  courbe  appartiennent  h  la  première  polaire  de  ce  point  ; 
pour  les  obtenir,  il  faut  résoudre  deux  équations  l'une  du  degré  m,  celle 
de  la  courbe,  l'autre  du  degré  m  —  i,  celle  de  la  première  polaire  ;  le 
□ombre  de  solutions  communes  est  m(m  —  i),  de  sorte  qu'en  général, 
A  ^  fit  (m  —  i).  Ce  nombre  doit  subir  une  réduction  pour  cbaque  point 
double  et  chaque  point  de  rebroussement  de  la  courbe.  En  effet,  la 
premièi-e  polaire  passe  par  le  point  double  qui  est  un  point  simple  pour 
elle  ;  deux  points  d'intersection  des  courbes  sont  réunies  en  ce  point  et, 
comme  la  droite  qui  joint  le  pôle  au  point  double  n'est  pas  une  tangente 
bien  que  passant  par  deux  points  consécutifs  de  la  courbe,  il  faut  dimi- 
nuer le  nombre  m{m  —  i)  d'autant  de  fois  deui  unités  qu'il  y  a  de  points 
doubles.  £n  un  point  de  rebroussement,  la  première  polaire  toucbe  la 
tangente  et,  par  suite,  elle  a  un  point  de  plus  en  commun  avec  la  courbe 
au  point  double;  chaque  point  de  rebroussement  réduit  le  nombre 
m  (m  —  i)  de  trois  unités.  On  aura  donc 

(j)  k  =  m{m  —  i)  —  id  —  3r. 

Va  point  multiple  d'ordre  p  n'est  pas  une  singularité  ordinaire  et  la 
formule  n'en  fait  pas  menUon.  Si  une  courbe  possède  un  tel  point,  il  faut 

le  remplacer  par  le  nombre  équivalent  de  points  doubles  ^--=- •  Une 

teUe  substitution  résulte  également  de  ce  qu'un  tel  point  est  multiple 
d'ordre  p  —  i  sur  la  polaire  ;  or,  s'il  n'était  que  simple  pour  wlle-ci,  les 
deux  courbes  se  rencontreraient  au  point  multiple  en  p  points  coïncidents; 
s'il  était  double,  en  2p  points,  et  s'il  est  multiple  d'ordre  p  —  i ,  il  y  a 
piy  —  i)  intersections  des  deux  lignes  confondues  au  point  multiple.  Un 

tel  point  réduit  donc  la  classe  de  p(p  —  i)  =  ï.-' ^naités,  c'est-i- 


Les  points  d'inflexion  sont  aussi  déterminés  par  les  intersections  de 
deux  courbes,  l'une  H  =  o  du  degré  3 (m  —  2),  et  l'autre  f=o  du 
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dcgr^  m  ;  leur  nombre  est,  en  général,  3m  (m  —  2)  ;  mais  il  est  moins 
grand  pour  une  courbe  qui  possède  des  points  doubles  et  des  points  de 
rebrousse  ment.  Bd  eSel,  en  uu  point  double  d'une  courbe,  la  faessienne 
a  aussi  un  point  double  et  quatre  points  d'intersection  s'y  trouvent 
confondus  ;  de  plus,  les  deux  courbes  ont  les  mêmes  tangentes  en  ce 
point,  de  sorte  qu'il  faut  encore  ajouter  deux  unités  aux  quatre  points 
communs.  Le  point  double  n'étant  pas  un  point  d'iafleiioa,  U  faudra 
diminuer  le  nombre  3m(m  —  3)  d'autant  de  fois  six  unités  qu'il  7  ■  de 
points  doubles.  En  un  point  de  rebroussement,  la  bessienne  possède  un 
point  triple  et  six  points  d'intersection  des  deux  lignes  y  sont  réunis;  de 
plus,  deux  branches  de  la  bessieaoe  toucbent  la  langeale  de  rebrousse- 
ment, ce  qui  augmente  leurs  points  communs  de  deux  unités;  donc, 
pour  chaque  point  de  rebroussement,  le  nombre  3m(m  —  2)  doit  être 
diminué  de  huit  unités;  il  vient  ainsi 

(a)  i  =  3»i(»n  —  2)  —  6d  —  8r. 

Si  une  courbe  possède  un  point  multiple  d'ordre  p,  on  lui  substitue 
~ points  doubles  ;  ce  qui  se  justifie  encore  en  remarquant  que  le 

même  point  est  multiple  d'ordre  $p  —  4  sur  la  bessieaae  dont  p  tan- 
gentes sont  communes  avec  la  courbe  ;  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion confondus  est  donc 

Les  deux  premières  équations  étant  démontrées,  on  en  déduit  immé- 
diatement tes  deux  autres  par  le  principe  de  dualité  ;  ce  sont  : 

(3)  m  =  k{k-i)-2t-ii, 

(4)  r  =  3k(k~2)  —  6t  —  Si. 

Elles  se  démontrent  aussi  directement  par  l'emploi  des  coordonnées  tin* 


Si  on  élimine  d  entre  (i)  et  (2)  et  t  entre  (3)  et  (4),  on  trouve  le  même 
résultat,  savoir  : 

3(fc  — m)  =  t  — r; 

eette  relation  ne  change  pas  en  remplaçant  m  par  k  et  t  par  r.  Donc  les 
quatre  équations  ne  forment  que  trois  relations  distinctes  entre  les  sin- 
gularités ordinaires;  trois  d'entre  elles  étant  connues,  elles  donnent 
immédiatement  les  trois  autres. 
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Si  on  exprime  I  au  moyen  de  d,  r,  m,  on  trouve 

(  =  im  [m—7.){m*~g)~(m''~m—6)(2dr^y)-\-3d(d—i}+6dr-\-^  r(r— i) 

donl  la  formule  corrélative  est 

rf=iit{i-2)(it'-9)-(t'~i-6)(2l+3iH-2((l-i)+6lt+|.-(i-i). 

n  en  résulte  que,  pour  la  courbe  générale  de  l'ordre  m  qui  n'a  pas  de 
points  doubles,  on  a 

(  =  — »i(ni  —  2)  (m*  —  9); 

et  pour  la  courbe  générale  de  la  classe  k, 

rf=.li(fc_2)(t>_9). 

Les  formules  de  Plucker  permettent  de  vérifier  l'exactitude  de  la 
relation  suivante  : 

(„_,)(„_a)   ^   ^_(t-,)(t-,)   ^    , 

2  2 

On  y  parvient  en  remplaçant  dans  le  second  membre  (  par  sa  valeur 
tirée  de  (3)  pour  éliminer  ensuite  t  et  k  au  moyen  des  équations  (i)  et  (z) 
Posons  : 

„_'"— ■)<"'-''-d-r. 

*  2 

Cette  quantité  y  jouira  de  la  propriété  de  se  correspondre  dualistique- 
ment  ù   elle-même;   on  l'appelle    genre   de   la   courbe.   L'expression 

(m — 1)  (m  —  2)         ,  ,  ,  ■     ,, 

i ■  représente  le  maximum  des  points  doubles  en  y  com- 
prenant les  points  doubles  proprement  dits  et  les  points  de  rebrousse- 
raent.  D'oA  il  résulte  que  le  genre  d'une  courbe  est  la  différence  entre  le 
nombre  maximum  de  points  doubles  qu'elle  peut  avoir  et  celui  des  points 
doubles  qu'elle  possède  réellement.  La  courbe  la  plus  générale  de  son 

.  .             (m  — i)(m  — 2)       „        -  .  j        .  . 

espèce  est  du  genre — ;  celle  qui  a  son  maximum  de  points 

doubles,  du  genre  zéro.  La  quantité  g  peut  prendre  une  valeur  entière 
quelconque  entre  ces  limites.  C'est  Clebsch  qui  a  fait  ressortir  les  avan- 
tages qui  résultent  de  l'introduction  de  cette  quantité  dans  la  théorie  des 
courbes.  Nous  y  reviendrons  plus  loin. 
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%   3.   THÉORÈMES    GÉNÉRAUX   SUR    LES   COURBES   ALGÉBRIQUES. 

SI9.  Nous  avons  tu  qu'en  général  une  courbe  de  l'ordre  m  est  déter- 
minée par  un  nombre  de  conditions 

2  2  ' 

tel  serait  le  cas  d'une  courbe  assujettie  à  passer  par  g  points  du  plm; 
cependant  il  arrive  souvent  que  s  points  ne  suffisent  pas  pour  la  déter- 
miner; on  dit  alors  que  les  points  ne  sont  pas  distincts.  Il  est  inutile  de 
faire  remarquer  que  a  conditions  données  peuvent  définir  plusieurs 
courbes  de  l'ordre  m;  le  nombre  des  solutions  dépendra  du  degré  des 
relations  correspondantes  entre  les  coefficients  de  l'équation. 

Une  courbe  de  l'ordre  m  est  rencontrée  par  une  courbe  de  l'ordre  n 
en  mn  points  réels  ou  imaginaires;  c'est  le  nombre  de  solutions 
communes  du  système  simultané  de  leurs  équations.  Si,  parmi  les  s  points 
qui  déBnisscnt  une  courbe  de  l'ordre  m,  il  y  en  avait  mn  -^  i  sur  une 
ligne  du  degré  n,  le  lieu  se  composerait  de  cette  courbe  de  l'ordre  n  et 
d'une  autre  courbe  de  l'ordre  m  —  n.  Ainsi  un  système  de  neuf  points 
déterminent  une  courbe  du  troisième  ordre  ;  lorsque  sept  d'entre  eux 
appartiennent  à  une  conique,  la  cubique  se  compose  de  cette  conique  et 
d'une  droite  qui  passe  par  les  deux  autres  points. 

9ÂQ.   Toutes  les  courbes  du  degré  m  qui  passent  par  s  —  i  points  du 

(m— r){m  — 2)     .       ^ 
plan  passent  par ! pomts  fixes. 

En  effet,  soient 

Si  =  o,        S,  =  o 

les  équations  de  deux  lignes  de  l'ordre  m  renfermant  les  s  —  i  points  et 
A:  un  paramètre  variable;  l'équation 

S.  +  AS,  =  o 
représentera  une  courbe  quelconque  du  même  ordre  passant  par  les 
points  donnés  et  par  les  autres  points  communs  de  Si  et  St-  Le  nombre 
total  des  points  d'intersection  étant  m',  il  en  résulte  que  chaque  courbe 
passe  par 

ffl{m  +  3)'|   ,      (m  — i)(m  — 2) 
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points  fixes.  Ainsi  les  eourbes  du  troisième  ordre  qui  passent  par  huit 
points,  passent  par  un  neuvième  point  fixe;  les  courbes  du  quatrième 
degré,  qui  passent  par  treiie  points  donnés,  passent  par  trois  points 
fixes;  et  aiasi  de  suite. 

Si  l'on  ajoute  l'un  des  points  fixes  aux  s  —  i  points  donnés,  la  courbe 
n'en  est  pas  mieux  définie.  C'est  un  exemple  de  s  points  qui  ne  suffisent 
pas  pour  déterminer  la  courbe.  Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que 
les  m*  points  d'intersection  de  deux  courbes  de  l'ordre  m  ne  forment 

que — ^ I  points  distincts;  il  faudrait  un  autre  point  du  plan 

pour  compléter  la  détermination  d'une  courbe  passant  par  l'intersection 
des  deux  autres. 

S41.  Si,  parmi  les  m' point»  ^inUrBeetùm  de  deux  lignes  de  l'ordre 
m,  il  y  en  a  mn  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  n,  les  avtres  points 
restants  au  nom6re  de  m  {m  —  n)  appartiendront  à  une  eotirbe  de 
l'ordre  m  —  ». 

Pour  la  détermination  des  points  d'intersection  des  lignes 
S.=o        Si  =  o, 
on  peut  remplacer  l'une  de  ces  équations  par  la  suivante  : 

(a)  S,+*S,  =  o 

qui  définit  une  courbe  du  même  degré  passant  par  tous  les  points 
communs  des  deux  premières  quel  que  soit  k.  Hais,  si  mn  points 
d'intersection  sont  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  n,  ces  points  peu- 
vent être  déterminés  par  la  combinaison  de  l'une  des  équations  S|  ^  o, 
St  =  o  avec  une  équation  du  degré  n;  il  doit  exister  une  valeur  de  it 
telle  que  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  se  décompose  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  N  et  N'  dont  l'un  du  degré  r  et  l'autre  du  degré 
m  —  n,  et  pour  laquelle  cette  équation  se  réduit  à 

N.W'^o; 
par  conséquent,  les  m  (m  —  n)  points  communs  restants  se  trouvent  sur 
la  courbe  N'  =  o  du  degré  m  —  n. 

Ainsi,  lorsque  parmi  les  neuf  points  d'intersection  de  deux  cubiques, 
il  y  en  a  six  sur  une  conique,  les  trois  autres  sont  en  ligne  droite  ;  de 
même,  si  parmi  les  seize  points  communs  de  deux  quartiques,  il  y  en  a 
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huit  sur  une  conique,  les  huit  points  restants  appartiennent  aussi  à  une 
conique. 

Corollaire  1 .  Si  mn  points  d'intersection  de  deux  systèmes  de  m  droilet 
appartiennent  à  une  œurbe  de  l'ordre  n,  les  autres  points  (Fintersectîon  au 
nombre  de  m  (m  —  n)  sont  swr  une  courbe  de  l'ordre  m  —  n. 

Corollaire  3.  Deux  systèmes  de  m  droites  étant  tracés  dans  un  plan,  st, 
parmi  les  points  d'intersection  des  droites  du  premier  système  avec 
celles  du  second,  il  y  en  a  zm  sur  une  conique,  les  m  {m  —  2)  points  ra- 
tants appartiendront  d  une  ligne  de  l'ordre  m  —  2. 

Corollaire  3.  Un  polygone  de  2m  c6tés  étant  inscrit  d  une  conique,  les 
m{m  —  2)  points  d'intersection  des  càtés  tordre  pair  avec  les  côtés  non 
adjacents  ctordre  impair  sont  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  m  —  2. 

Car  les  côtés  d'ordre  pair  et  ceux  d'ordre  impair  forment  deux  systè- 
mes de  ffi  droites  qui  ont  2m  points  d'intersection  sur  une  ligne  du 
second  ordre  ;  tous  les  autres  points  communs  doiventse  trouver  sur  une 
courhe  de  l'ordre  m  —  2.  En  posant  m  ^  3  on  retrouve  le  théorème  de 
Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique. 

Corollaire  4.  Si,  par  les  m  points  d'intersection  d'une  sécante  quelconque 
avec  une  courbe  de  l'ordre  m,  o»  mène  des  tangentes  à  cette  courbe.  Us 
m  {m  —  a)  points  d'intersection  de  ces  tangentes  avec  la  courbe  appar- 
tiennent à  une  même  ligne  de  l'ordre  m  ^2. 

Il  faut  regarder  la  transversale  passant  par  les  points  de  contact  comme 
une  conique  formée  de  deux  droites  confondues  ;  alors  le  système  des  m 
tangentes  et  la  courbe  de  l'ordre  m  ont  2m  points  communs  situés  sur 
une  conique,  et  tous  les  autres  doivent  se  trouver  sur  une  courbe  de 
l'ordre  m  —  2. 

949.  Etant  données  trois  courbes  de  l'ordre  m  St,  S,,  St,  si  on  consi- 
dère deux  courbes  S  et  S'  du  même  ordre,  l'une  passant  par  Ut  points 
d'intersection  de  Si  et  de  St,  l'autre  par  ceux  de  5|  et  de  St,  Us  m.*  points 
d'intersection  des  courbes  S  et  S'  ainsi  que  les  m*  points  d'intersection  de 
St  et  de  Sf  appartiennent  d  une  même  ligne  de  Cordre  m. 
En  effet,  si 

Si=o,     S,  =  o,    Sj  =  o 

sont  les  équations  des  lignes  données,  celles  de  S  et  de  S' peuvent  s'écrire 

(S)        S,  +  AS,  =  o,        (S')        S,  +  k'S,  =  o. 
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Ed  les  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

et  celle-ci  représente  une  ligne  de  l'ordre  m  qui  passe  par  les  points 
communs  de  S  et  de  S'  ainsi  que  par  les  points  d'intersection  de  Si  et 
de  S,. 

34S.  Parmi  les  mnpoinU  d'intersection  de  deux  lignes  tTordres  m  et  n, 
un  certain  nombre  de  points  sont  déterminés  par  Us  autres  ;  ce  nombre  est  i 

.•f,wn>^-3,''"-''J"~''; 

2»  Pour  M  <  m  —  2,  «in • 

Soient 

S=o,        R=o 

les  équations  de  deux  courbes  l'une  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n. 
^rmi  les  mn  points  communs,  il  en  faut — ~ 

mière  courbe  et,  si  n  <  m,  en  prenant  - 

complètement  déterminée  ainsi  que  ses  autres  points  d'intersection  avec 
S  ;  le  nombre  de  ceux-ci  sera 

M  „„_»Jl±i). 

Si  n  >  m,  on  peut  remplacer  R  par  l'une  des  courbes  de  l'équation 
(«)  R  +  M.S  =  o, 

H  étant  un  polynAme  du  degré  n  —  m  ;  car  elle  rencontre  S  aux  mêmes 
points  que  R  quel  que  sojt  d'ailleurs  le  polynôme  H.  Les  coefficients  de 
ce  dernier  étant  arbitraires  et  au  nombre  de 

(n  —  m  + 1)  (m  —  fit  +  2) 
2 
on  peut,  sans  changer  les  points  communs  de  R  et  de  S,  les  déterminer 
de  manière  à  faire  disparaître  le  même  nombre  de  coefficients  de  l'équa- 
tion {a).  La  courbe  Spéciale  correspondante  sera  ainsi  déterminée  par 
»(»  +  3)       («-m+i)(n-*n  +  2)  _  ^„  _  (m  -  i)  (m  -  2) 


D,gnz.dbvC00gle 


—  434  — 

points  ;  en  retranch  ant  ce  nombre  des  mn  points  communs  de  R  et  de  S, 
on  trouve 

M  (m  —  i)  (m  —  a) 

^  '  2 

pour  le  nombre  des  points  restants  qui  découlent  néceSBairement  des 
premiers. 

Les  deux  nombres  (ft)  et  (v)  sont  les  mêmes  pour  n  =  m  —  i  vA 
n  =  m  —  2,  de  sorte  que,  pour  n  >  m  —  3,  il  faut  adopter  le  nombre 

^ — .  Lorsque  la  courbe  R  passe  par  un  point  double  de  S,  ce 

dernier  est  compté  pour  deux  dans  les  mn  intersections  et  pour  un  dans 
la  détermination  de  R  ;  il  faut  alors  diminuer  les  nombres  qui  procèdent 
d'une  unihi.  Dans  le  cas  d'une  courbe  R  traversant  d  points  doubles  de 
S,  on  aura  : 

[m~i)(m-2)      ^^ 

si  n  >  m  —  3.'  Ce  théorème  est  le  poiut  de  départ  d'une  théorie  de 
systèmes  de  points  sur  une  courbe.  On  a  surtout  considéré  les  systèmes 
provenant  de  l'intersection  d'une  courbe  adjointe  avec  une  courbe  donnée. 
On  appelle  ainsi  une  courbe  qui  passe  une  fois  par  chaque  point  double, 
deux  fois  par  chaque  point  triple  et,  en  général,  r  —  i  fois  par  chaque 
point  multiple  d'ordre  r  de  la  courbe  fixe.  Il  faut,  dans  l'expression 

(°— )<"-^)_,. 

2 
regarder  d  comme  représentant  les  points  doubles  eut-mémes  ainsi  que 
les  points  doubles  équivalents  aux  points  multiples.  Ce  nombre  repré- 
sente alors  le  genre  de  la  courbe  fixe  de  l'ordre  m.  On  peut  prévoir  que 
le  genre  aura  une  importance  particulière  dans  cette  théorie  que  nous  ne 
voulons  pas  exposer  ici.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  quelques 
systèmes  de  courbes  les  plus  simples. 

S44.  Faiêceau  de  courbes.  Considérons   le  système  de  courbes  de 
l'ordre  m  défini  par  l'équation 

S,  +  AS,  =  o 
ofi  k  est  un  paramètre  arbitraire,  S|  et  St  deux  courbes  du  degré  m. 
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L'easemble  de  toutes  ces  lignes  passant  par  les  m'  points  d' intersection 
de  Si  et  de  St  s'appelle  un  faisceau  linéaire,  le  paramètre  entrant  au 
premier  degré  dans  l'équation.  Chacune  d'elles  satisfait  as  —  i  conditions 
et  elle  serait  coraplétemeot  définie  en  l'assujettissant  ii  une  condition 
nouvelle;  par  exemple,  en  exprimant  qu'elle  passe  par  un  point  (ii,yi,Zi), 
on  trouve  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  k  :  ainsi,  par  chaque 
point  du  plan,  U  passe  en  général  une  courbe  du  faisceau  et  une  seule. 

Dans  un  faisceau  de  coniques  nous  avons  constaté  l'exislence  de  trois 
couples  de  droites  que  l'on  doit  regarder  comme  des  coniques  à  point 
double.  On  peut  se  proposer  ici  de  déterminer  les  courbes  du  faisceau 
qui  sont  aussi  douées  d'un  point  double  ;  elles  correspondent  aux  valeurs 
de  k  qui  annulent  le  discriminant  de  S,  -1-  &S,;  or  celui-ci  est  du  degré 
3  (m  —  t)*  par  rapport  à  k  ;  donc,  il  existe,  en  général,  dans  un  faisceau 
linéaire,  3  (m  —  i)'  courbes  à  point  double. 
Désignons  maintenant  par 

P,  =  o,        P»  =  0 
les  premières  polaires  d'un  point  (xi,  y,,  z,)  par  rapport  à  S,,  Si;  la 
première  polaire  du  même  point  par  rapport  a  une  courbe  du  faisceau 
sera  définie  par 

P,-|-fcP,  =  o: 
équation  qui  est  satisfaite  par  les  (m  ~  i)*  points  d'intersection  des 
courbes  Pi  etP,,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k;  par  suite,  toutes  les 
premières  polaires  d'un  point  pour  un  faisceau  linéaire  passent  par 
(m  —  i)*  points  fixes. 

On  verrait  de  même  que  les  deuxièmes  polaires  se  rencontrent  en 
(m  —  3)*  points  fixes  etc.  ;  enfin  toutes  les  droites  polaires  concourent 
en  un  même  point. 

Supposons  que  le  pôle  (3'i,t/i,  Zi)  parcoure  une  ligne  de  l'ordre  k 
9  {x,  y,  Ji)  =  o.  Les  (m  —  i)'  points  fixes  des  premières  polaires  vont  se 
déplacer  et  décrire  une  certaine  ligne  dont  l'équation  s'obtiendra  en 
éliminant  ^<,yt,  Zi  entre  les  relations 

<p{x,,yi,z,)=^o,      P,  =0,       Pi  =  o, 

L'éliminant  de  ce  système  est  du  degré  2k  (m  —  t)  par  rapport  à 

X,  y,z;  ainsi,   les  points  fixes   des   premières    polaires  décrivent  une 

courbe  de  l'ordre  2k  (m —  i).  Il  en  est  de  même  du  point  d'iut«rsection 

des  polaires  linéaires. 
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Un  fflisceau  linéaire  s'appelle  quelquefois  faiseeav  en  involution,  parce 
qu«  les  courbes  qu'il  renferme  déterminent  sur  une  droite  qaelconqae 
une  involution  du  n"™"  ordre.  Posons  z=  xet  y^o  dans  l'équation 
Si  +  '^Si  =  o;  en  désirant  par  si  {x),  $t  {x)  ce  que  deriennent  alors 
Si  et  Si,  on  obtient  l'équation 

s,  (x)  +  kst  {x)  =  o 
qui  donne,  sur  l'axe  des  x  ou  sur  une  droite  quelconque,  un  groupe  de  n 
points,  pour  chaque  valeur  de  k,  en  involution  avec  les  groupes  S|  (x)  ^=  o, 
5,  (x)  ^  o.  Dans  cette  involution  il  peat  arriver  que  deux  points  d'an 
groupe  coïncident,  ce  qui  donne  un  point  double.  Les  diverses  valeurs  de 
k  qui  annulent  le  discriminant  de  Si  (x)-\-kst  (x)  répondent  aux  gronpes 
à  point  double  ;  comme  il  est  du  degré  2  (m  —  i)  par  rapport  au  para- 
mètre, on  en  conclut  qu'il  existe  2  (m  —  1)  points  doubles. 
Considérons  maintenant  deux  faisceaux  linéaires 

S,  + 1  S,  =.  o,     R,  +  A  R,  =  o, 
le  premier  de  l'ordre  m  et  le  second  de  l'ordre  n.  Etablissons  entre  les 
paramètres  ketk  une  relation  projective  ;  posons,  par  exemple,  h  =  lk, 
l  étant  une  constante.  Les  faisceaux 

S,  +  A  S,  =  o,     R,  +  U  Ri  =  o 

sont  tels  qu'^  une  courbe  de  l'un  correspond  une  courbe  unique  dans 
l'autre  ;  on  peut  les  appeler  faisceaux  projeetifs.  En  posant  y  =^  o,  on 
obtiendrait,  sur  l'axe  des  x,  deux  involutions  projectives  d'ordres  m  et  n 
définies  par 

«I  (x)  +  A  st  (x)  =  o,     r,  (x)  4-  Ik  r»  (x)  =  o. 

On  peut  remarquer  que,  dans  un  tel  système,  il  arrive  m  -f-  n  fois  qu'un 
point  de  la  première  involution  coïncide  avec  son  correspondant  dans  la 
seconde  ;  car,  en  éliminant  k,  on  arrive  à  une  équation  du  degré  m  -f-  n 
satisfaite  en  même  temps  que  les  précédentes,  c'est-à-dire,  parles  abcisses 
des  points  de  coïncidence. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  engendrer  une  conique  par  deux  faisceaux 
de  droites  homographiques.  La  considération  des  deux  faisceaux  de  cour- 
bes qui  précèdent  donnent  lieu  à  un  mode  de  génération  analogue  d'une 
courbe  de  l'ordre  m -{- n-  Eu  éliminante  entre  les  deux  équations,  il  vient 
R,S,  — fS,R,  =  o: 
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^qaatian  du  degré  m  +  n.  Ainsi  od  voit  la  possibilité  d'engendrer  noe 
courbe  d'un  certain  ordre  par  deux  raiseeaux  projectile  de  courbes 
d'ordre  moins  élevé. 

34ft.  Réteau  dt  eourhet.  On  appelle  ainsi  le  système  de  courbes  de 
l'ordre  m  défini  par  l'équation 

S,+JiS,+AS.  =  o 
S|,  Si,  Si  étant  trois  courbes  de  même  ordre,  kvXh  deux  paramétres  arbi- 
traires. Chacune  d'elles  satisfait  ii  «  —  2  conditions  et  exige  encore  deux 
conditions  nouvelles  pour  être  complètement  déterminée.  Il  y  a  une 
infinité  de  courbes  du  réseau  qui  passent  par  un  point  quelconque  du 
plan  ;  la  substitution  des  coordonnées  de  ce  point  dans  l'équation  per- 
mettra d'exprimer  k  linéairement  au  moyen  de  A  ;  un  seul  paramètre 
restera  arbitraire  pour  toutes  les  courbes  du  réseau  qui  passent  par  ce 
point  et  leur  ensemble  constitue  un  faisceau.  L'étude  d'un  réseau  conduit 
h.  quelques  lignes  intéressantes  que  nous  allons  foire  connaître. 

Dans  un  réseau  il  y  a  une  infinité  de  courbes  à  point  double  ;  car  le 
discriminant  du  premier  membre  de  l'équation  renfermant  les  deux 
coe£Scients  indéterminés  A  et  A  peut  s'an  uler  peur  une  infinité  de  valeurs 
de  ces  paramètres.  Le  lieu  de  tous  les  points  doubles  est  une  ligne  qui 
s'appelle  la  hesrimne  du  réteau.  On  arrive  immédiatement  à  son  équa- 
tion en  remarquant  que  les  coordonnées  d'un  point  double  vérifient  les 
relations 

S,;-ffcSi;+AS.i  =  o, 

s,;+its,;+As,;=o, 
s,;-i-fcs.;+ASi;  =  o. 

n  suffit  d'éliminer  k  et  h,  et  il  vient,  pour  l'équation  de  la  hessienne 

s,i  s,i  1 


s.;  s,; 

Elle  est  du  degré  3(m  —  i);  ainsi  la  Aesstenne  (fun  ré<eaii  Mt  une 
tovrbt  dt  l'ordre  3  (m  —  i). 

On  peut  aussi  définir  cette  courbe  comme  le  lieu  des  points  du  plan 
dont  les  polaires  linéaires  concourent  en  on  même  point.  En  effet,  la 
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droite  polaire  d'uD  point  (x',  y\  z')  par  rapport  à  une  conrbe  du  naseau 
est  représentée  par 

xs.i, +ys,;, + iS,:, + A{xs,;, +ys.;, + zs,;,) + i(xs,;,  -t- 

Si  le  pAle  appartient  à  la  hessienne,  les  droites 

xs.;, + y  S.;,  4-  «  S,;, = o, 

xSii,  4-ySii,  -+-  tSÙ,  =  o, 

iï  s,L,  H-  (/  Sij,  +  ï  Si;, = o 

concourent  en  un  même  point  puisque  leur  déterminant  est  nul,  et,  par 
conséquent,  Is  droite  polaire  passera  par  ce  point  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  h  et  de  k. 

Quand  le  piMe  (x',  y',  z')  décrit  la  bessienne,  le  point  de  concoars  des 
polaires  linéaires  se  meut  dans  le  plan  et  décrit  aussi  une  certaine  courbe  ; 
l'élimination  de  x',  y',  z'  entre  les  trois  dernières  relations  donnera 
l'équation  de  cette  ligne;  on  l'appelle  la  Utinéritnne  du  réseau.  Le 
résultant  étant  du  degré  3(m —  i)'  en  x^y,  z,  on  en  conclut  que  la 
tteinérienne  (Tun  réêeau  est  une  courbe  de  l'ordre  3(m —  i)*.  La 
bessienae  et  la  steioérienne  jouissent  de  la  propriété  de  se  correspondre 
point  par  point. 

Une  dernière  courbe  k  considérer  est  celle  qui  est  l'enveloppe  des 

droites  joignant  les  points  correspondants  des  deux  courbes  précédentes; 

on  l'appelle  la  cayteyenne  du  réseau.  Sa  classe  est  égale  k  la  somme  des 

ordres  de  la  bessienne  et  de  la  steinérienne,  c'est-à-dire, 

3(m_r)4.3(„_iy=3m(m— i). 

On  peut  s'en  convaincre  de  la  manière  suivante.  Soient  C^  et  C*  deux 
courbes  d'ordres  fi  et  v  qui  se  correspondent  point  par  point.  Menons, 
par  un  point  quelconque  0,  un  faisceau  de  droites  ri,  ri,  etc.;  l'une 
d'elles,  ri  par  exemple,  rencontre  C^  en  [i  points  qui  ont  leurs  corres- 
pondants sur  Cv  ;  joignons  ceux-ci  nu  point  0  par  les  droites  r', ,  rj  etc.  On 
obtient  ainsi  deux  faisceaux  de  même  centre  et  tels  qu'à  un  rayon  du 
premier  correspondent  ^  rayons  du  second,  et,  ù  un  rayon  du  second, 
V  rayons  du  premier.  Cette  dépendance  est  la  même  que  celle  qui  lie 
deux  involutions  projectives  d'ordres  p  et  v;  il  arrivera  donc  fx  +  v  fois 
que  deux  rayon;  vorrespondantg  coîDcideront;    ceux-ci  forment  un 
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système  de  u+  v  tangentes  &  la  courbe  enveloppe  passant  par  un  point 
quelconque  du  plan. 

94M.  Courbet  unicurtales.  On  appelle  ainsi  les  courbes  du  genre 
zéro,  c'est-à-dire  les  courbes  qui  ont  leur  masimum  de  points  doubles 

.  Biles  jouissent  de  cette  propriété  exceptionnelle  que 

les  coordonnées  du  point  qui  les  décrit  sont  des  fonctions  algébriques 
rationnelles  d'un  méoie  paramètre.  Sa  efièt,  soit 
S  =  o 

L  .        ..  .  M  l)(™   2)  .      ,  .  ,, 

nne  courbe  de  I  ordre  m  avec ' '  points  doubles  ;  en  ajou- 
tant h  ceux>Gi  2m  —  3  autres  points  quelconques  de  la  courbe,  on  arrive 
k  une  somme  égale  à 

(--■)("■+')   , 

2 

Prenons  ces  points  pour  base  d'un  faisceau  de  courbes  d'ordre  m  —  i 
qui  aura  une  équation  de  la  forme 

où  A  est  an  paramètre  variable  et  Hi,  Ri  deux  courbes  de  l'ordre  m  —  i 
passant  par  tes  points  choisis.  Chaque  courbe  du  faisceau  rencontre  S  en 
un  seul  point  mobile  ;  car  on  a 

2  (m —  i)(m  —  2)       ,  . 

m(m— i) ^ i  — (am  — 3)=i. 

Pour  le  déterminer,  représentons  par 

ux  ■^- vy -i- ioz  =  o 
l'un  des  points  d'intersection  des  courbes 

S  =  o,  R,  +  XR,  =  o. 
Par  l'élimination  de  x,  y,  z  entre  ces  trois  relations,  nous  arriverons 
k  une  équation  en  w,  «,  w  dont  le  premier  membre  sera  le  produit  des 
facteurs  qui,  égalés  li  zéro,  donnent  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes;  mais  tous  ces  points  sont  connus  et  fixés  excepté  le  dernier; 
done,  ito  seul  facteur  renfermera  le  paramètre  A,  celui  qui  correspond 
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an  point  d'intersection  mobile;  comme  l'éliminsnt  du  système  contient  i 
k  la  m"™  puissance,  il  sera  de  la  formç. 

(a»u+6oti-t-eow)H-(aiw+6|tJ+eiK»)itH f-(<uti+*«o+e«io)i-. 

Posons  :  Ai  ^  Oi-u-f-tiV  +  eito;  l'éijtiation  du  point  qui  décrit  li 
courbe  S  sera  : 

(a)  P(A)  =  A,  +  A,i  +  A,i'+...+A.X-  =  o; 

par  conséquent,  si  l'on  réunit  les  termes  qui  multiplient  u,  v  et  lo,  il 
Tient  pour  las  coordonaées  ponctuelles  homogènes  de  ce  point, 


Oi+<»<^H h<»-^"      6«+6,A+ — 1-6  J"      co+ciA-| |-c-^"' 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée.  Tous  les  points  de  la  courbe  résul- 
tent de  l'équation  (a.)  en  faisant  varier  le  paramètre  A  entre  —  oo  et  -{-  », 
On  démontre  de  la  même  manière  qu'une  courbe  de  la  classe  k  avec 

— tangentes  doubles  est  déterminée  par  une  équation  de  la 

forme 

(p)  Bo-fB,X-|-B,A'-| hB|A»  =  o, 

les  coefficients  B  étant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z  et  A  un  para- 
mètre variable  ;  en  foisant  varier  X  entre  —  âe  et  -(-  oe,  on  obtient  toutes 
les  tangentes  de  la  courbe. 

Une  courbe  unicursale  étant  définie  par  l'équation  (a),  on  peut  en 
déduire  son  équation  en  coordonnées  lignes  u,  v,  v.  Une  tangente  ren- 
contre  la  courbe  en  deux  points  coïacidents  pour  lesquels  deux  racines 
de  l'équation  (a)  sont  égales;  ainsi,  on  doit  avoir  en  même  temps, 

P(X)  =  o    et    P'(A)  =  o, 


Ab  -f.  A.X  -i 1-  Ajr  =  o, 

Ai  -}-2AiÀ+'"  -f-'«A«A"-*=o. 

Multiplions  la  première  par  m,  la  seconde  par  X,  et  retranchons  ensuite 
membre  à  membre;  on  trouve 

mAo  4-  (m  —  i)  A,X  -j-  (m  —  2)  A,X'  -| 1-  A«_,X--"  =  o. 
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Les  coordoDDées  d'une  tangente  Ji  la  courbe  satisfont  donc  aux  équa- 
tions 

(y)         mA,  +  (m— i)A,AH |-A— iX— '=o, 

{S)         A,  +  2A,>+ +mA.i--*  =  o. 

L'ëlimination  de  A  donne  l'équation  de  la  coorbe  en  coordonnées 
tangentielles  ;  elle  sera  du  degré  2  (m  —  i);  par  suite, /a  classe  d'une 
courbe  unietasaU  if ordre  m  est,  en  général,  2  (m  —  i). 

Ce  nombre  peut  cependant  se  réduire,  si  la  courbe  possède  des  points 
de  rebroussements.  On  sait  que  la  classe  k  est  donnée  par 
k  =  m{m  —  1)  —  ad—  3r. 
Or,  pour  une  courbe  unicursale,  on  a  : 

En  éliminant  d,  on  trouve 

k  =  2(m  —  i)  —  r. 
Cette  réduction  se  justifie  par  les  équations  [y)  et  (S)  ;  en  les  ordonnant 
par  rapport  à  u,  v,  to,  elles  deviennent 

Lu-\-Mv-\-  Nw  =  o, 

L'u  4- M'u  +  N'tc  =  o, 

où  les  coefficients  sont  des  polyndmes  du  degré  tn  —  i  en  A.  On  en  tire 

u  t)  10 

MN'  —  NM'  ^  NL'  —  LN'  ""  LM'  —  ML'  ' 

et  l'ëquation  d'une  tangente ux-^-vy-^wz^ohli  courbe  peut  s'écrire 

(MN'  —  NM')  X  +  (NL'  —  LN')  y  +  (LM'  —  ML')  z  =  o. 

S'il  n'existe  aucun  Tacteur  commun  entre  les  coefficients   de  cette 

équation,  le  paramètre  A  s'y  trouve  au  degré  2  (m — i),  et2(ffi — i) 

est  la  classe  de  la  courbe  ou  le  nombre  de  Ungentes  qui  passent  par  un 

point  quelconque  {x,y,z)  du  plan.  Si  les  coefficients  ont  un  facteur 

commun  R  (X)  du  degré  r  par  rapport  à  X,  les  racines  de  R  (A)  =  o 

annulent  les  coordonnées  de  la  tangente;  ce  qui  est  l'indice  d'un  point 

double.  En  supprimant  ce  facteur,  l'équation  de  la  tangente  ne  renferme 

plus  A  qu'au  degré  2  (m  —  i)  —  r;  par  suite,  la  classe  est  diminuée  de  r 
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unit^.  Les  poiots  doubles  doiiDës  par  R  (A)  =  o   sont   des  poiats  de 

rebronssement  puisqu'à  une  valeur  de  A  correspond  une  seule  tangeate. 

Ou  démontre  de  la  même  manière,  en  partant  de  l'équation  0),  qu'une 

courbe  de  la  classe  k  avec  ^ — tangentes  doubles  est  de  l'ordre 

2  (i  —  i)  — t,  t  étant  le  nombre  des  points  d'inflexion. 

Pour  une  courbe  unicursale  de  l'ordre  m,  nous  venons  de  démontrer 
que  :  i  ^  2  (m  —  i)  —  r;  par  suite,  on  a  la  relation 
m  =  2[2(m— i)— r  — i]— i 
ou  bien 

3{ni  — a)  =  2r  +  t. 

Due  courbe  unicursale  d'ordre  m  sans  poiats  de  rebronssement  possède 
donc  3  (m  —  2)  points  d'inflexion  ;  la  présence  de  r  points  de  rebrous- 
sements  diminue  ce  nombre  de  2  r  unités. 

La  détermination  des  points  d'inflexion  se  fait  en  exprimant  la  coïnci- 
dence de  trois  points  consécutifs  donnés  par  l'équation  (a);  celle-ci 
admettant  une  racine  triple,  on  doit  avoir  en  même  temps 
P(i)  =  o,     P'(A)  =  o,     P"(i)  =  o. 

La  dernière  équation  est  de  la  forme 

2  Al  +  6  Al  X  -} m  (m  —  i)  A.  J"-'  =  o 

et  les  deux  autres  sont  (y)  et  {S)  ;  au  moyen  de  la  précédente  multipliée 
par  A  on  pourra  faire  disparaître  de  {y)  et  de  {3)  le  terme  renfermant  X~~', 
et  l'on  aura  ensuite  trois  équations  du  degré  m  —  2  dont  on  éliminera 
les  quantités  «,  v  et  10.  Le  résultat  sera  du  degré  3  (m  —  2)  par  rapport 
à  >.  Ce  nombre  comprend  les  points  d'inflexion  et  aussi  les  points  de 
rebronssement  où  trois  points  de  la  courbe  coïncident.  En  vertu  de  la 
relation 

3(m  — 2)  =  2i-  +  i 
tes  racines  simples  du  résultant  correspondent  aux  points  d'inflexion  et 
les  racines  doubles  aux  points  de  rebronssement. 

S47.  Transformations  uniformes.  Dans  In  transformation  homogra- 
pbique,  les  figures  se  correspondent  point  par  point,  les  coordonnées  des 
points  correspond  au  ts  ayant  entre  elles  une  relation  linéaire  ;  les  poiots 
simples  ou  multiples  te  reproduisent  fidèlement  sur  la  transformée  et  le 
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genre  de  la  courbe  reste  invarinble.  La  transformation  corrélative  jouit  de 
la  même  propriété.  En  gëoëral,  il  en  est  ainsi  dans  toutes  les  transfor- 
mations uniformes,  c'est-i-dire,  dans  les  transformations  telles  qu'à  un 
point  d'une  figure  correspond  un  seul  point  dans  l'autre,  et  réciproque- 
ment. Nous  allons  voir  qu'une  telle  transformation  est  possible  en 
établissant  entre  les  coordonnées  x,  y,  z,  d'un  point  et  les  coordonnées 
S)  Tlf  Z  de  son  correspondant  les  relations 

<p,      9,      9, 

7ii  ?*>  ?it  étant  des  fonctions  de  l'ordre  m  par  rapport  i  l,  tt,  C>  et  en 
choisissant  les  fonctions  <p  de  manière  i  avoir  les  fomules  inverses 

1=1  =  1, 

4'.     ^t     +>' 

ijj„  i|;t,  i|fi  étant  des  fonctions  de  l'ordre  m  par  rapport  à  x,  y,  z. 

Supposons  d'abord  que  les  fonctions  ip  soient  du  second  degré.  Si  le 
point  (x,  y,  z)  décrit  la  droite 

(d)  (w  -|-  6y  +  M  =  o, 
son  correspondant  (^,  17,  Ç)  décrira  la  conique 

(e)  a  !p)  -)-  6  (p,  +  c  9,  =  o  ; 
de  même,  une  seconde  droite 

(rf')  a'x  -4-  h'y  -)-  e'z  =  o, 
aura  pour  ligne  correspondante 

(e')  a'çi  -+-  b'ft  +  c'fi  =■  o. 

Au  point  commua  des  droites  (d)  et  {d')  correspondent  les  quatre 
points  communs  des  coniques  (c)  et  (c').  Ainsi,  sans  conditions  préalables, 
l'application  des  formules  (i)  conduit  à  ce  résultat  qu'il  un  point  de  la 
première  figure  correspondent  quatre  points  dans  la  seconde.  Voyons 
maintenant  comment  on  peut  déterminer  les  courbes  9  de  manière  b 
rendre  la  transformation  uniforme.  Afin  de  mieux  fiser  les  idées,  nous 
regarderons  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  ii  un 
triangle  aj3y,  et  l,  )],  Z  comme  celles  du  point  correspondant  rapporté 
k  un  autre  triangle  a'^y  situé  dans  le  même  plan  ou  encore  dans  un 
second  plan  diftéreat  du  premier.  Si,  maintenant,  oD   clioisit  <fn,  91,  9s 
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de  manière  que  les  coniques  ipi  ==  o,  q^  =3  o,  91  =  o  passent  par  trois 
pointa  fixes,  pu  exemple  par  les  sommets  du  triangle  <t'^'y',  les  courbes 
(c)  et  ((/)  passeront  par  les  mâmes  points  ;  par  suite,  le  quatrième  point 
d'inlersectioQ,  qui  est  seul  mobile,  devient  l'unique  correspondant  du 
point  de  la  première  figure.  Conformément  &  ces  conditions,  il  faut  prendre 
pour  les  fonctions  9  des  expressions  de  la  forme  :  a,fïX,-\-hiXX-\-C\'(;i\y 
on,  plus  simplement,  poser  : 

^1=1 -i. 
On  en  déduit  immédiatement  les  formules  inverses 

yz       n:      xtj 

de  même  forme  que  les  premières,  et  la  relation  mutuelle  des  deux 
figures  est  identique;  aux  droites  de  la  seconde  figure  correspondent  anssî 
des  coniques  qui  passent  par  trois  points  fixes  de  la  première,  les 
sommets  du  triangle  a|3y. 

Les  points  fixes  inhérents  &  la  transformation  s'appellent  points  fonda- 
mentaux. Cootrairement  à  la  règle,  il  y  a,  pour  chacun  d'eux  une  infinité 
de  points  correspondants.  Ainsi  le  point  y{x  =  o,  t/  =  o)  a  pour  corres- 
pondant un  point  quelconque  de  la  droite  a'p'  (Ç  ^  o)  qui  fait  partie  des 
coniques  yjÇ  et  'C,\-  H  faut  en  conclure  inversement  que  tous  les  pmnts  de 
a'{5'  auront  le  même  correspondant  y.  Cette  particularité  se  reproduit 
pour  chaque  point  fondamental. 

Supposons  qu'on  applique  la  transformation  à  une  courbe  S  de  l'ordre 
m  représentée  par  f(x,y,  z)  =  o;  ta  ti-ansformée  ayant  pour  équation 
fif^,  ZKt  E^)=o  sera  une  courbe  du  degré  zm;  comme  les  m  points  de  S 
sur  chaque  cAté  du  triangle  fondamental  apy  ont  pour  correspondant 
un  même  sommet  du  triangle  a'^'y',  la  transformée  S'  passe  m  fois  par 
les  points  a',  P',  y  qui  sont  ainsi  pour  elle  des  points  multiples  d'ordre  m. 
Si  la  courbe  S  passe  par  un  point  fondamental,  il  y  a  des  modifiealtOBS 
dont  il  fout  tenir  compte;  par  exemple,  si  elle  passe  par  a,  la  droite  cor- 
respondante ^'y'  fait  partie  de  la  transformée;  en  la  séparant  de  celle-ci, 
son  ordre  diminue  d'une  unité  ;  de  plus,  elle  passe  une  fois  de  moins  par 
les  sommets  P',  y.  Donc,  en  général,  une  courbe  S  de  l'ordre  m  qtdjMuee 
P*  9t  >*  fo**  por  fu  point»  fondamentaia  a,^,y  a  pour  traniformée  tuu 
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courbe  S'  de  l'ordre  im — p — q — r  et  passant  respectivement  m — q — r, 
m  — p  —  r,  m — p  —  q  fois  par  tes  points  fondamentaux  a',  |3',  /, 

TcUe  est  la  méthode  de  transformation  rationnelle  quadratique;  elle  a 
une  importance  toute  spéciale  attendu  qu'il  est  démontré  anjourd'hoi 
que  toute  transformation  d'un  ordre  plus  élevé  peut  s'effectuer  par  une 
série  de  transformations  de  cette  nature. 

Nons  allons  maintenant  exposer  en  quelques  mots  la  transformation 
générale  rationnelle  appelée  transformation  Cremona.  Supposons,  dans 
les  formules 

1  =  1  =  L, 

Çi      91      "Pi 

qne  ipi,  91,  91  soient  des  fonctions  de  l'ordre  m  en  Ç,  rt  K-  A  chaque 
point  (Ç,  v,  Zl)  de  la  seconde  figure  correspond  un  seul  point  (x,  y,  z)  de 
la  première.  Aux  droites 

(rf)  ax-\-btf-^ez  =  o,    {d')  a'x  -j-  b'y  +  c'z^o 

répondent  les  lignes  de  l'ordre  nt 

(g)  (Kpi  -t-  6(pi -i-cçj=o,  {*')  o'9i  +  5' (pi  +  (/«»  =  0; 
elles  se  rencontrent,  en  général,  en  m*  points  qui  sont  les  correspon- 
dants du  point  commun  des  droites  (d)  et  {d').  Pour  rendre  la  transfor- 
mation uniforme,  il  fout  choisir  les  fonctions  9  de  manière  que  les 
conrbes  <f,  =0,  91  ="  o,  91  '^  o  aient  en  commun  m*  —  i  points  fixes; 
les  courbes  (s)  et  (s')  n'auront  plus  alors  qu'un  seul  point  d'intersection 
variable;  par  suite,  A  un  point  de  la  première  figure  correspondra  un 
seul  point  de  la  seconde  de  telle  sorte  que  l'on  peut  poser  les  formules 
inverses 

4-.     4'"     h 

Les  fonctions  tj'  doivent  aussi  être  du  degré  m  par  rapport  b  x,  y,  z. 
En  effet,  à  une  droite  quelconque  Ix-i-my  -h  nz  correspond  la  courbe 
/9)  +  mft  +  «91  =  o,  et,  â  la  droite  i^-{-  fir,  -{-  v^  =^  o,  la  courbe 
X<ji, -|-^4'<~f'W'*^°'  ^^'^}  Q"^  points  d'intersection  des  lignes 

Ix -{- my  ■\- nz  ^  o,     ).'^i  +  fi^t  4-  x^*'  =  O) 
répondent  les  points  communs  des  lignes  correspondantes 

^91  +  m9i  +  «91  =  0,      iÇ  4-  f"H-  vÇ  =  o. 
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Le  nombre  de  ces  deraîers  étant  m,  il  en  doit  être  de  même  pour  les 
premiers;  les  fonctions  ip  sont  donc  du  même  degré  que  les  foDCtions  <ç. 

Il  y  a  encore  une  condition  à  remplir  pour  que  la  transformation  soit 
possible.  Les  courbes  <ft,  <f,,  tp,  en  passant  par  m*  —  i  points  ne  peuvent 
pas  satisfeire  ii  <  —  i  couditions;  car,  on  sait  qu'alors  le  dernier  point 
commun  serait  fixe.  Il  faut  donc  encore  que  les  courbes  ip  ne  satis&ssent 
qu'à  *  —  2  conditions.  Ce  qui  montre  que  la  transformation  générale 
est  impossible  avec  des  courbes  passant  par  m*  —  i  points  fixes  simples, 
puisqu'on  ne  peut  avoir 

»_    ^  Mf*»  +  3) 

si  m  est  plus  grand  que  2.  On  doit  donc  adopter  pour  les  points  fonda- 
mentaux une  combinaison  de  points  simples  et  de  points  multiples.  Nous 
supposerons  que  les  courbes  cpi,  ipi,  i^i  ont  en  commun  pt  points  simples, 

pt  points  doubles p,  points  multiples  d'ordre  r.  En  se  rappelant  que 

deux  courbes  se  traversant  en  un  point  multiple  d'ordre  r  pour  chacune 
d'elles  y  possèdent  r*  points  commuas,  on  a,  comme  première  condition, 

{«)  pL  +  4P»  +  9Pî  H h  r*Pr  =  m'  —  r . 

En  second  lieu,  un  point  multiple  d'ordre  r  équivaut  &—^ con- 
ditions, puisqu'en  en  y  plaçant  l'origine,  l'équation  générale  perd  i  -)-  2 
+  3  +  "•  +  *■  ^ termes;  par  suite,  on  doit  aussi  avoir 

En  retrancbant  la  première  égalité  de  la  seconde  multipliée  par  2,  on 
trouve  l'équation 

(a'}         Pi  +  2p,  +  3p,-\ i~rpr  =  3{m—i) 

que  l'on  peut  prendre  pour  remplacer  (p).  La  transformation  rationnelle 
générale  pourra  s'effectuer  d'autant  de  manières  que  les  équations  (a) 
et  (ce')  admettent  de  solutions  entières  pour  p„  pt,  p^,  etc. 

Une  courbe  du  troisième  ordre  ne  peut  avoir  d'autre  point  multiple 
qu'un  point  double,  et,  pour  la  transformation  cubique,  les  relations  (a) 
et  (a')  deviennent 

p,+^t  =  8,        p,  +  ap.  =  6; 
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d'où  p,  ±=  4,  pi  =  I .  La  traDsformatîon  aura  lieu  d'une  seule  manièn 
avec  des  cubiques  ayant  en  commun  un  point  double  et  quatre  point» 
simples. 

Une  courbe  du  quatrième  ordre  n'a  pas  de  point  multiple  d'ordre  plus 
élevé  que  le  troisième,  et  les  équations  de  condition  seront  : 

Oa  y  satisfait  par  les  deux  systèmes 

p,  =6,    pi  =  o,    pi  =  I 

pi=3.   Pi  =  3.    /»■  =  <>; 
et  ainsi  de  suite,  pour  les  transformations  d'ordre  plus  élevé. 

Dans  la  transformation  Cremonn,  les  points  fondamentaux  font  aussi 
exception  à  la  règle  ;  ils  ont  une  infinité  de  points  correspondants  formant 
une  courbe  unicursale.  Supposons,  par  exemple,  que  le  point  fondamen- 
tal [i,  Yi,  Ç)  soit  multiple  d'ordre  r  dans  la  transformation;  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  sur  une  direction  (A,  p.,  v)  issue  de  ce 
point  ont  pour  expressions 

Ç_|_Xp,     »i  +  fip,     Ç  +  vp 

avec  la  relation  a'À  -1-  ^V  -|~  ^'^  =^  °-  Nous  admettrons  que  p  est  infini- 
ment petit  pour  ne  considérer  qu'un  point  infiniment  voisin  du  point 
multiple,  tandis  que  A,  ^,  v  se  rapportent  a  toutes  les  directions  autour 
de  ce  point.  En  substituant  ces  valeurs  dans  (pi,  ft,  fi,  toutes  les 
dérivées  d'ordre  inférieur  à  r  seront  nulles  dans  le  développement;  par 
suite,  si  on  néglige  les  puissances  de  p  supérieures  à  r,  on  a,  par 
approximation,  les  relations  suivantes  pour  calculer  les  coordonnées 
X,  y,  z  du  point  cor3respondaDt 


^''?iï+/?rt+--  A>rf+f^'''*?i,^+—  ^''9'.E+p>ri+-- 

En  remplaçant  v  par  sa  valeur  tirée  de  o'î.  +  *V  +  <''''  =  O'  1** 
dénominateurs  deviennent  des  fonctions  homogènes  en  X  et  fi  ;  les  coor- 
données X,  y,  z  sont  donc  exprimables  par  des  fonctions  rationnelles 
d'un  seul  paramètre  et  le  lieu  du  point  (x,  y,  z).est  une  courbe  unicor- 
sale  du  degré  r.  Réciproquement  à  tous  les  points  de  cette  courbe 
correspondra  un  même  point  fixe. 
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Si  l'on  transforme  une  courbe  S  de  l'ordre  ft  :  /*(x,  y,  z)  =  o, 
la  transformée  S'  sera  une  courbe  de  l'ordre  ntfi  reprësenlée  par 
fift,  <Pii  93)  =  o;  h  UD  point  fondamental  tt  multiple  d'ordre  rsur  les 
courbes  Çi,  tft,  71  correspond  une  courbe  unicursale  d'ordre  r  qui  ren- 
contre S  en  rjj.  points;  comme  tous  ces  points  ont  le  même  point  n  pour 
correspondant,  la  courbe  S'  passera  rfx  fois  par  n  :  ce  sera  un  point  mul- 
tiple d'ordre  tjjl  sur  S'.  En  supposant  que  la  courbe  S  n'a  pas  de  points 
multiples,  la  transformée  S'  n'en  aura  pas  non  plus  en  dehors  des  points 
fondamentaux  puisque  les  courbes  se  correspondent  point  par  point. 
Pour  déterminer  le  genre   de  S',  il  suflBt  donc  de  retrancber  de  son 

maximum   de  points   doubles  — -^- — le   nombre  total   de 

points  doubles  équivalents  aux  points  multiples  réunis  aux  points  fonda- 
mentaux, c'est-à-dire 


„t<t=l 

>  +  p, 

2 

L)+...  +  ,/Ji< 

>("  —  ■) 
2 

ou 

bien 

C'ip.+iP 

.  +  ■• 

■  +  ■■» 

P(p.  +  2f.+  - 

■■n>.) 

en  vertu  des  équations  de  la  transformation,  ce  nombre  se  réduit  ii 
(m'— i)f^'  — 3(ot  — 1)^ 
2 

On  en  déduit  pour  le  genre  de  la  transformée  S' 
(mu—  1}  («tfi  — a)      (m*— i)ff'  — 3  {m—  i)ft^(ft— i)  (^  —  2) 
2  22 

Cest  précisément  le  genre  de  la  courbe  S  puisqu'elle  n'a  pas  de  points 
multiples.  Lorsque  S  possède  des  points  multiples,  ils  se  reproduisait 
exactement  sur  S'  en  dehors  des  points  fondamentaux,  et  le  genre  de  la 
courbe  reste  encore  le  même. 

Enfin,  quand  la  courbe  donnée  S  passe  par  un  point  fondamental, 
la  transformée  se  compose  d'une  courbe  unicursale  et  d'une  autre  courbe 
dont  le  degré  sera  diminué  de  celui  de  la  première.  On  constate  encore, 
dans  ce  cas,  l'invariabilité  du  genre  et  U  en  est  toujours  ainsi  quand  denx 
lignes  sont  liées  entre  elles  par  une  relation  uniforme. 

Ces  considérations  montrent  bien  l'importance  du  genre   dans   la 
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théorie  des  courbes  ;  c'est  une  quantité  qui  peut  rester  fixe  ftlors  (]ue 
l'ordre  change.  On  pourrait  classer  les  lignes  d'après  leur  genre  comme 
on  le  fait  d'après  leur  ordre  et  étudier  les  propriétés  communes  aux 
courbes  du  même  genre.  Ce  point  de  vue  devient  de  plus  en  plus  néces- 
saire à  mesure  que  l'on  pénètre  plus  profondément  dans  la  nature  des 
lignes  géométriques. 

Applloatioiu  et  ezaraloea. 

9.  Cûtdidt.  Cette  courbe  est  représantée  pir{N°  IS). 

Jt  (»•  ^  y»)  —  oy*  =  o. 

Elle  pMfide  un  aie  dirigé  suivant  l'axe  des»  et  une  uymptote  Helle  :  a  —  a^oott 

le  coefficient  de  U  plus  haute  puissance  de  y  égalé  à  léro.  Elle  a  un  poiul  de  rebrout- 

sement  a  l'origiDe  et  comnie  elle  est  du  traisième  degré,  elle  u'a  pas  d'autres  points 

douMes.  Les  formules  de  Plùcker  donnent  eninita 

i  =  3,        i=i,        1  =  0,        s  =  o. 
•.  PoUmn  ie  Dtiraritt.  Celle  eonrbe  a  poor  équation 
œ"  +  y*  —  jiwsf  =  o. 
Elle  est  douée  d'un  axe  dirigé  suivant  la  bissectrice  des  axes  CDordoDués  ;  les  directions 
aiymptotiques  étant  ai*4- y*^  o,  l'une  d'elles  est  réelle  et  l'asj'mplote  correspondante 
a  pour  équation  y  4- X -»- a  ^  O.  Elle  a  un  point  double  à  l'origine  dontles  tangentes  sont 
les  axes  ;  il  en  réaulte  les  valeurs  suivantes  : 

*=4,i=3,i  =  o,s=0. 
•.  Nombres  de  Plûeker  pour  les  courbes  du  troisième  ordre. 
Ces  courbes  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  double  on  un  point  de  rabronssenient.  On  ■ 
donc  les  valeurs  suivantes  : 


4.  Interpréter  les  équations 

aft-*a';SV  =  0, 
»py  — *«"/  =  <►. 

otta,p,y,a',fi'.y'  sont  des  fonctioD*  linéaires  en  >  et  y  ;  eo  déduijpcdivcrses propriété* 
des  cubiques. 

t.  Donner  le  caractère  des  courbes  représentées  par 

l('  =  Ae'-«-B«'-f-C»-(-D. 
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C«  sont  ilei  courbes  panboliqQM  sani  asymptote!  rëellu.  On  p«ut  li  nmener  ■  b 

Ella  donne  :  i'  Dm  cubiques  de  la  sixième  classe  a>ec  trois  poinls  d'inOeiion  rëeb,  ri 
les  racinea  a,  b,  e  sont  relies  et  inégales,  ou  encore  si  une  seule  racine  est  réelle  ;  2*  Des 
cubiques  de  la  quatrième  classe  avec  trois  points  d'inflexion  réels  ou  un  seul  point 
d'inflexion  réel  à  l'infini,  si  deux  des  quantités  a,  h,  c  sont  égales  ;  3*  Des  eubiqoes  de 
la  troisième  cissse  avec  un  point  d'inflexion  réel  à  l'infini,  si  a  —  6  ^=  e.  On  démontra 
que  tiiutes  les  courbes  du  troisième  ordre  peuvent  être  eousidérées  comme  les  perspec- 
tives des  précédentes. 
S.  Etudier  les  cubiques  de  t'éqnatioD 

A»» -•-B«'y -•-£«¥•+  Dï'-t-y=o, 
qu'on  peut  ramener  a  la  forme 

D{j(  — (m)  (y  —  ftœ)  (y  —  MJ-vy^o. 

Elle  donne  :  i*  Des  cubiques  de  la  sixième  classe  avec  trois  asymptotes  et  trois  points 

d'inflexion  réels,  si  a,  h,  c  sont  réels  et  différents  ;  3*  Des  cubiques  de  la  4*  classe  avec 

UD  point  double  à  l'infini,  si  deux  des  quantités  a,  £,  c  sont  égales;  3*  Des  cubiques  delà 

troisième  classe  avec  un  point  de  rebrousse  ment  k  l'infini,  si  a  ^  6  ^  e. 

V,  Former  le  tableau  des  singularités  ordinaires  d'une  courbe  du  quatrième  ordre- 
Une  telle  courbe  peut  avoir  trois  points  doubles  ou  trois  points  de  rebrousseroent  ;  par 
suite,  on  aura  : 

d        r         k  i  t  g 

o        o        12        24        z8        3 


.  Leutnûcate.  Cette  courbe  est  définie  par  (N»  14) 

(«'  +  ï'  +  a'j'  —  4«'  «'  =  a' 


[^+S')'  = 


en  U  rendant  homogène. 

Elle  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  et  pour  directions  asymptoliquet  celles 
du  cercle  ;  les  points  cycliques  sont  des  points  doubles  ;cBrladroileB-4-yV^  — i«-i« 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  coîncidenls  i  l'infini,  quel  que  soit  X.  ~ 
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n«Dt  i  de  manière  que  z*  soit  facteur  dsns  rëquttioD,  on  trouve  des  Ungeoles  téptréei 
*  +  yV' — i^±a.  Même  candusion  eu  partant  de  rëquttioDB  —  y\/~i^iz 
d'une  droite  quelconque  passant  par  l'antre  poiul  cyclique.  Enfin  l'équation  de  la  courbe 
montre  qu'il  y  a  un  troisième  point  double  ■  l'origine  dont  les  tangentes  sont  •»  —  y'= o. 
Le  tablean  donne  ensuite 

•.  Canchotde  de  \icamide.  Etant  donné  un  point  0  et  une  droite  fixe  D,  on  mène  par 
0  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  D  en  K  ;  on  prend  ensuite  lur  la  sécante 
K  H  ^  K  U'  :=  a  (conslante)  :  te  lieu  des  points  U  et  H'  est  la  conchoïde. 

Le  point  O  étant  pris  pour  origine  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  D 
pour  axe  des  ai,  on  troure,  pour  l' équation  de  la  courbe 

(«■  + y')  (»-?)■  =  «'*• 
p  étant  la  distance  de  la  droite  D  à  l'origine.  En  développant  et  en  la  rendant  homc^ène, 

(x*  -»-  y')  jj'  —  apai  (a:*  -*-  y']  -t-  p'y'i'  +  (p'  —  o'j  »•»'  ^=  o. 

La  courbe  a  un  point  double  à  tangentes  séparées  1  l'origine,  si  a  >  p,  et  un  point 

is<dé,  si  a  <pj  l'êqualion  est  satisfaite  parz  =oet  a'^Oj  l'extrëroilë  de  l'axe  des  y 

est  UD  point  double  ayant  pour  tangente  uuiqucy^  +  pX)  c'est  donc  un  point  de 

rebroussemenL  La  courbe  n'a  pas  d'autre  point  double  ;  par  suite,  on  aura 

4  =  7,     i=io,    (  =  4,    s  =  I. 

Lorsque  «=p,  l'origine  est  un  point  de  rebroussemeui  et  Ton  a,  dans  ce  cas, 

*  =  6,    i=8,    (  =  1,    s  =  i. 

fl*.  Lùnaçon  di  Patral.  Par  un  point  O  d'une  circonférence,  on  mène  une  sécante 
qui  la  rencontre  en  K  ;  on  prend  sur  la  sécante  KM  ^  KH'  =r  u  (conit*nle) }  le  lieu  des 
pointa  M  et  H'  est  le  limaçon  de  Pascal  ou  la  conchoïde  circulaire. 

L'origine  étant  en  0  et  l'axe  des  y  coïncidant  avec  la  tangente  en  ce  point,  on  trouve 
que  ta  courbe  est  représentée  par 

(»■  -t-  j"  -  px)*  =  o*(a'  +  y*), 
p  est  le  diamètre  du  cercle  fixe.  En  développant,  on  peut  écrire 

(a*  +  j,>)i  _  2^pxz  (»'  ^-  j")  +  iB*!'  (p"  —  Q»)  -  aV'  =  0- 

L'origine  est  un  point  double  isolé  ou  avec  deux  tangentes  réelles  suivant  que  a  est 
plus  grand  on  plus  petit  que  p;  les  points  circulaires  à  l'inâni  sont  aussi  des  points 
doubles;  on  peut  s'en  assurer  comme  dans  l'ex.  g;  on  aura  doue 

*  =  6,    1  =  6,    (  =  4,    s=o. 

Si  <>  =  }>,  l'origine  devient  un  point  de  rebroussement  et  la  courbe  s'appelle  alors 
cordwide.  On  a  pour  celle-ci 

*  =  5.     (  =  4.    '  =  3.    8  =  o. 

1 1 .  Scarvbit.  One  droite  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  droites  rectangulaires 
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—  ISÎ  — 

AR,  AS;  d'uD  poiot  0,  prit  «ur  li  bineetrtce  de  l'angle  RAS,  ea  ibtiue  nue  perpan- 
dicnltire  lur  ia  droite  mobile;  le  liea  dn  pied  de  celle  perpendieuliin  est  ucie  conriw 
appelée  latrabi». 

Eu  pli^t  l'origiiie  en  0  et  en  prenant  deux  axes  parallèles  h  AR  el  AS,  l'éqaattMi 
de  la  courbe  est  : 

p  déiigoe  la  duUnee  da  point  0  au  *Mniiiet  de  l'angle  dnnt  et  «s  la  longneor  contante 
de  la  droite  mobile. 

Cette  coorbeeitdaBiiième  ordre;  eflei  ua  point  quadruple  1  l'origine  et,  pour  pouls 
doubles,  d'abord  let  pointa  drcnlaires  i  l'infini,  euanite  lei  deux  pointa  mirant*  : 
P 
VI 


Par  l'applicatiD 

des  formules  de  Hûcker,  il  vient 

t  =  IO.     (  =  12,     1  =  24,     1 

lonquopso 

rëqnation  de  la  scarabée  se  rMml  à 

{«•-HV^«=4"'A', 

et  la  courbe  s'appelle  alors  roèoee  à  quatre  brmehei  :  c'est  te  lien  du  fieà  delà  perpta- 
dienlaire  tbaissëe  du  umoiet  de  l'angle  droit  sur  la  droite  nmbile.  Elle  a  un  centre  à 
l'origine  et  quatre  axes,  les  axes  coordonnés  et  leurs  bissectrices. 

fl  t.  Diveloppit  di  l'dltpit.  On  appelle  développée  d'uDe  ligne  la  courbe  envrit^pe 
des  Dormales  à  cette  ligne.  Pour  l'ellipse  nous  avons  vu  (page  310)  que  la  dételoppëe  est 
représentée  par  l'équation  tangentielle 

OH)*  *■  S'il'  =  tVv'. 

Cfaerchont  son  équation  en  coordonnées  cartésiennes.  L'ellipse  et  l'hyperbole  qui 
passe  par  les  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un  point  (>,  fi]  ont  pour  équations 

^  +  |i  -  I  =0,         e'n»  -  -«ay  +  6'|S»  =  <>■ 

Eiprintons  que  la  courbe  . 

se  réduit  à  deux  droites  ;  on  arrive  Ji  l'équation 

*■  ■+■  o'ft*(aV  ■*-ff  —  ^)k-i-  aB"*»*"-?  =o. 
Bn  considérant  la  développée  comme  le  lien  des  points  d'où  on  peut  meDcr  1  l'eBipse 
deui  normales  colneideutes,  son  équation  s'obtient  immédiatement  en  exprimanl  ^c  la 
précédente  a  deux  racines  ^ales.  On  trouve  ainsi,  en  rempla;ant  a  et  ^  par  c  et  y 
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—  i85  — 

L«  dëTcloppde  de  l'ellipia  eit  dooc  une  courbe  du  lixifane  ordre  st  de  It  qnilri^e 
cluw.  D'iprif  *0D  mode  de  gktirOioa,  il  est  diir  qu'elle  ne  peut  iToir  de  poôitt 
d'inlleikin.  L'applicuioD  des  foitnules  de  Plûcker  donne  ensuite 
i  =  4,        r  =  6.        1  =  3. 

n  ]r  ■  qube  points  de  rebroouement  mr  le*  txe>,  mmr  : 

y  =  0,       *  =  ±-;  «1  =  0,       ï  =  ±y 

dont  les  ttngentes  sont  les  utes  de  Pellipse. 
Les  directiani  uymptotiques  sont  données  per 

On  Mit  pu  r^aitioD  rendue  iHMiogine 

(oV  +  6  V  —  ey -^  ara**'"*»*?'!' =  o 
que  ehaeonc  d'dies  rencontre  le  courbe  en  dem  points  CMBcident*  snr  !■  droite  de 
l'infini.  Il  en  est  de  même  des  droites 

am  ■*-  hi/\^ —  1  ^=  Xi,  ua  —  6yV—  i  ^  ^ 
qneb  qae  soient  1  et  /i.  Il  y  ■  donc  deux  points  doubles  i  l'infini  et  casont  des  points 
de  rebronssement  puce  qu'ils  ont  pour  tangente  unique  11  droite  de  l'infini.  Les  «les 
de  l'ellipse  et  cette  dernière  droite  sont  les  trois  tangentes  doubles  de  b  courbe.  Par  la 
eoDsidëration  des  premières  déri*ées  on  tron*e  eneore  quatre  points  doubles  ordinaires, 
mais  ils  sont  imaginaires.  La  courbe  est  du  genre  léro  comme  l'ellipse;  il  en  doit  être 
■iuii  pnisque  les  courbes  se  carespondenl  point  par  point. 

IS.  Podairei,  Etant  donnée  une  ligne  S,  si  on  mène,  par  un  point  fixe  0,  des  per- 
pendiculaires SOT  ses  tangentes  te  lien  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  rat  une  courbe 
dériTêe  de  la  première  &  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  podaire  du  point  0  par  rapport 
!  la  ligne  donnée.  Si  on  forme  li  podaire  de  cette  première  courbe  par  rapport  è  0,  on 
obtient  la  seconde  podaire  de  S,  et  ainsi  de  suite. 

Afin  d'arrirer  bellement  i  l'équation  d'une  podaire,  prenons  le  point  0  pour  origine 
d'un  système  d'aie*  rectangulaires  et  soit 

um  +  vy  +  1  =  0 
la  tangente  1  S;  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire  ainsi  que  les  coordonnées 
dti  pied  de  cette  droite  sont  proportionnels  è  «  et  o  ;  on  peut  donc  écrire 


H 
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V»T  coai^iieul,  une  courbe  it»nl  npriienlit  p«r  F(>i,  ti)  =  o  ou  ^z,  jr)^o,  U 
podiiri  de  l'origine  le  sera  par 

f(—^^. i_Vo  o„  r( —' ^Vo. 

^     «.H-y»  »»  +  ï'^  \     «'  +  «'  M*  +  V'J 

Pir  eMmple,  on  troore  îmmddittameat  pour  les  podaires  du  centre  d'une  dKpae  et 
d'une  hyperbole 

iAfi-hb'!,*  =  (a*  +  y*)\    aV-b*y>=:l»'  +  s'i'. 
et  pour  celle  du  loinmet  d'une  ptrabole  y*  =  —  apc, 
pj('  =  a»(w*-»-  j*); 
e'ett  une  ciuoïde,  etc. 

■4.  L«  imufomutioD  par  rayons  vecteurs  r^proques  est  une  transfonnatioD  ralioD- 
nelle  du  second  ordre  réversible,  dont  les  trois  points  fondamentaui  des  figures  coïn- 
cident BTee  le  centre  0  de  la  transformation  et  les  points  circulaires  à  l'infini.  Si  at  est 
l'ordre  d'une  courbe  S,  r  le  degré  de  multiplicité  du  centre  0  et  t  celai  de*  poinli 
cycliques  par  rapport  i  S,  les  nombres  analogues  m',  r',  i'  de  la  transfbnnfe  seront  : 

IS.  La  polaire  réciproqne  d'une  ligne  S,  par  rapport  à  tu  point  0,  est  rinrerte  de  b 
podûre  de  ce  point. 

!•.  SI,  par  un  point  quelconque  0,  on  mine  deux  transversales  coupant  une  courbe 

de  l'ordre  m  aux  point»  A„  A A„  B,,  Rf-  R_,  le  rapport 

OA..OA OA, 

UB, -OBi OB. 

reste  constant  quel  que  loit  le  point  0  pourvu  que  les  transversales  & 
direction. 

fl*.  On  conpe  une  courbe  algébrique  par  un  polygone  ABC  ■—  R.  S,  i 
ee  polygone  dans  un  sens,  on  fait  te  produit  des  segments  compris  entre  les  aommcls 
successifs  et  la  courbe,  ainsi  que  le  produit  analogue,  en  parcourant  le  polygone  en  sens 
contraire,  les  produits  ainsi  obtenus  sont  ëgaui. 

■  •■  Par  un  point  fixe,  on  mène  une  transversale  à  une  courbe  du  m''»  ordre  aiiisi 
que  les  langeâtes  aux  points  où  elle  rencontre  la  courbe.  Une  sécante  quelconque,  menée 
par  le  point  fixe,  rencontre  la  courbe  en  m  points  et  les  tangentes  aussi  en  m  points;  te 
centre  harmonique  des  deux  systèmes  est  le  même. 

tm.  Lorsque  n  -f- 1  cAlës  d'un  polygone  variable  pivotent  autour  de  n  -h  i  points 
fixes,  tandis  que  »  sommets  décrivent  les  lignes  d'ordres  ni,  ntt  ■■- Ma,  le  dernier 
sommet  libre  décrit  une  courbe  de  l'ordre  3in,mi  •■-  n.;  si  lee  points  fixes  ou  pôles 
(ont  en  ligne  droite,  la  courbe  décrite  est  de  l'ordre  :  mim m.. 

>•.  Soient  trois  courbes  Fi,  F|,  F,  reipeclivement  de  l'ordre  mi,  mi,  m,;  le  déter- 
minant fonctionnel  de  F,,  Fi,  F|  égalé  à  ïéro  représente  une  courbe  appelée  la  jac»- 
6(nme  du  syslèrae.  Montrer  qu'elle  est  de  l'ordre  «it  +  uii  -t-  asi  —  3  et  qu'elle  est  le 
lieu  des  points  dont  les  polaires  linéaires  par  rapport  aux  courbes  F|,  Ft,  F(  coBConrent 
en  un  mime  poiuC. 
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»t,  n  7  •,  en  général, 

(«  _  D»  +  («  _  I)  ,«  _  1)  +  (,  _  !)■ 

points  dont  les  polaires  tinéaires  pir  rapport  à  deux  courbes  d'ordre  ni  et  n  coïncident. 

as.  Lorsqu'une  droite  enveloppe  une  courbe  de  II  classe  k,  les  {m  —  t)*  paies  de 

cette  droite  relativemeot  à  uoc  courbe  de  l'ordre  m  décrivent  uue  courbe  de  l'ordre 

as.  Les  eoui^es  d'un  réseau  d'ordre  m  qui  possèdent  deux  points  doubles  sont  au 
nombre  de  3  (m  —  i)(t»  —  2)  (3m'  — 3m  —  11). 

a4.  EMlerminer  les  nombres  caraclérisliques  de  la  Auiienne,  de  la  ilnnirànne,  de  la 
cayltj/eniM  d'une  courbe  de  l'ordre  m. 

Nous  savons  (N>  337)  que  lu  hessienae  est  le  lieu  des  points  du  pttn  dont  les  coniques 
polaires  ont  un  point  double  ou  bien  le  lieu  des  points  doubles  des  premières  pidiires 
d'uD  point  quelconque.  Son  équation  s'obtient  en  éliminant  «',  y',  >"  du  syslime 

«■c-^s"/:;-t-i7;:=o. 

L'ordre  nt'  de  la  courbe  est  3  (m  —  2)  ;  en  génàvl,  elle  n'a  pas  de  poinb  donbles  et 
d  =  o,  r=o.  Les  formules  de  Plûcker  donnent  ensuite 

m'  =  3  (m  —  2)       d=  o,       r  =0 
t'  =  3(».-z)(3».-7),    (=^(M-i)(«-3)(«-3)(3»-8). 

i=9(m-2)(3m_8),        s=i(3»»-  7)(3«-8). 

La  tleMiitmu  est  le  lieu  des  pâles  (z',  y',  s']  dont  les  premières  polaires  ont  un  point 
double  ou  encore,  le  lieu  des  points  doubles  sur  les  coniques  polaires.  Son  équation  se 
déduit  des  retslioDS  (a)  par  l'élimi nation  de  x,  y,  7;  chacune  d'elles  étant  du  degré  m  —2, 
le  rétultant  sera  da  degré  3  (m  —  a)*  par  rapport  à  «',  j',  2'.  Celte  courbe  est  liée  à  la 
bessienne  psr  une  relation  nniforme  et  elle  sera  du  même  genre  que  celle-ci.  Il  resterait 
i  déterminer  une  troisième  singularité,  par  exemple,  la  classe  de  la  courbe.  Cn  point 
(oi,  y,  ;)  de  la  hessienne  salisrait  à  l'équation  de  la  première  polaire  correspondante 

»'/:+sy;-i-ït.=o. 

Supposons  que  le  pâle  («',  y',  i')  décrive  une  tangente  wc'  -v  tiy'  +  «>«'  =  o  i  la 
steinérienne.  En  éliminant  ir'  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

/{«r,  "  O + 1"  («/;  -  "O = o  : 

celM  relation  devant  avoir  lieu  quels  qne  soient  y'  et  >',  on  a 
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n   n   r. 

Aiiui,  i  un  point  (x,  v,  i)  d«  la  hessienne  correspond  nne  tangente  1  li  iteiaàHeniie. 
Soit  ({,!),  ;)  un  point  quelconque  du  plan;  pour  une  Ungente  pautnt  pir  ce  point, 

CD  combinant  cette  équation  qui  «it  du  d^rj  m  —  i  avec  celle  de  la  beniaiDe,  m 
tronve  3  (m  —  2)  ("■  —  i)  points  de  cette  courbe  correspond  m  ts  s  tontes  les  tangentes 
de  11  sleinérienne  qni  passent  par  le  point  {{,  q,  ç);  donc,  3  (m  — i)  (m  — a)  est  li  classe 
de  cette  demiire.  L'application  des  fomulei  de  Plûeker  conduit  suz  valears  xaÏTinlet 
pour  la  steinjrieane  : 

«'  =  3(«-2)«,    *'  =  3(m-i)tm-2t,    S  =  j (3"i - 7) 0" - 8>, 
<(=|(m-2){-.-3){3«>-9m_5),    r- i2(n~3,(m-3), 
i  =  |{™-2)(«.-3){3m»-3«-8),    t  =  3(»-3)(4«-9). 

Enfin  la  eayleyenne  est  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  qni  joint  le  pâle  oa  od  point 
de  II  steinérieane  avec  le  point  double  de  la  premitre  polaire  ou  son  correspondant  tv 
ta  heuienne;  elle  eut  liée  aux  deux  autres  par  une  relation  nnifonne  et  elle  «era  di 
même  genre.  La  classe,  d'après  une  remarque  da  H  >  SU,  est  égale  à  la  somme  détordra 
de  la  hessieone  et  de  la  sleinérienne,  c'est-à-dire 

3(™_a)  +  3(m_3).=3(„_-i)(„_a,. 

En  général,  elle  n'a  pas  de  poinia  d'infleiiou  et  l'^o.  Connaissant  la  classe,  le  geare 
et  1«  ralem"  de  t,  on  peut  fimner  le  tableau  suivant  : 

*'-3(m-r)(m-  3),     <^o,     5=^(3" -7)(3"« -8) 

m'  =  3(«-3)l5««— II),    .i  =  |(«-2){S"«  — i3)(5»'-i9"-*-i6) 

r  =  l8(m-a)(a«  — 5),     (  =  |(m-2)«(«»  — 3»-t-l). 

On  a  démontré  que  ces  nombres  doivent  être  modlBës  dans  le  cas  de  m  :=  3. 

M.  La  steinérienne  est  t'enveloppe  des  polaires  linéairea  des  points  de  la  beaaienDe  ; 
le  point  de  contact  de  l'one  d'elles  sur  la  steinérienne  est  toujours  le  eorretpoudanlde 
son  plie  sur  la  bessienne. 

••.    Il  existe  -  (m  —  3)  (ut  —  3)  (3»i'  —  gm  —  5]  premières  poliirel  doaëei  de  den 

points  doublea  et  13  (m  —  3)  (m  —  3)  premiires  polaires  qui  ont  un  point  de  rebrwuw- 
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